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Les variables aléatoires qui intervienneIlt dans ce problème sont toutes définies sur un même espace probabilisé 
(n, G, P) et, h valeurs réelles. L’espérance d’une variable aléatoire ,Y est notée E(X). 

On admet les résultats suivants : 
i) si S et Y sont deux variables albatoires possédant une espérance et vérifiant I’inégalitb S < Y’ (c’est-à-dire 

vkifiant S(U) < Y(&!) pour tout élément 2 de (2) alors on a I’inGgnlité : E(S) < E(Y). 

ii) Éta(it dol~lé une fortction f contilllue sur 10, +x[ et une variable aléatoire Y possédant LUE densité p 

corltin~~e 5111’ [O. +x[ et nulle suï ] - x, O[, si I’intégïale J “-rjiL! Au) d PL converge absolument alors la 

variable aléatoire f(Y) possède une espérance vérifiant E(f(k’j) = ltmf(uj p(u) d,LL. 

Partie 1 Définition de l’application L 

On note E l’ensemble des fonctions / réelles d&finies. continues sur (0. +#XI et telles que, pour tout réel 2 

strictement positif, l’intégrale J 
Tcç 

eë”“,f(t) dt converge absolument. 
0 

lj a) Vérilier que E est un espace vectoriel rkl. 
1,) Vérifier que E cuntieiit les fuiictioiis continues et bornées sur [O. +x[. 

2) Pour tuut élément f de E un nute ,5(f) la functioil définie, pour tout réel .c strictement positif, par : 

L(j)(x) = -meëztf(t) dt 
J 0 

a) Vérifier que L est une application linéaire de E dans l’espace vectoriel des fonctions de 10, +cc[ dans W. 

b) Pour tout réel X positif OLI nul, on note ;,!, la fonction réelle définie par EX(~) = eëxt pour tout réel t 
positif ou nul. Vérifier que, pour tout rbel ,\ positif ou nul, la fonction EA est dans E et, pour tout réel z 
st,rictement positif, caiculei L(c,j)(.c) 

c) IVlolltrer que. pour toiut réei X positif ou nrtl et toute fonctiori f de E. la fonction <xf est aussi dans E 

et vérilje, pour tout rkel L strictenient. positif, l’kgülité : L(z~f)(.xc) = L(j-)(z + X). 

3) On cortsidère ~III~ fuiiction H 614fnent de E‘. de clüsse C,‘. croissante et bornke sur 10. +~xJ/. ~W~ntr.er que In 
fonction H’ est aussi &U~S E et. pour tout réel .c strictement positif. justifier l’égalité : 



Partie II Dérivabilité de la fonction L(f) 

Dans toute cette partie on considère 1~11 réel 3: strictement positif et une fonction f élément de E. 

ij Soit h im réel non nul vérifiant l’inégalité I/I, / < G. 

a) Pour tout réel t strictement positif, justifier l’iuégalité : e 

b) Pour tout réei T strictement positif, jiistifier l’inégalité : 

e -\s-hit _ e-xt 

il 

d) Mo~itrer que la fonctioii L(S) est indéfninlent dkrivable sur 10. +x[ et, pour tout entier naturel k, donne1 

à l’aide d’une intégrale la valeur de la dérivée k-ième de L(f) en ;c. 

Partie III Injectivité de l’application L : f  - L(f) 

Dans toute cette partie on considère 1111 ri;el J: stricteliient posit,if et Ime fonction f continiie et, bornée sur 
l’intervalle 10, +CC[ .4iG f est éiémellt de E. 

1) Soit (X,,),LEy~ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi exponent~ielle de paramètre 

1 
tgal à - (donc d’espérance x). Por~r tout entier natrirel 12. on pose S,, = 

:c 2 s-k 
k=l 

a) Donner mie densité de la variable albatoire S,. 

b) Dou~~er une densité. ~II‘UII notera y,‘. 
s 

de la variable aléatoire 2. 
Tl 

2) a) Soit a un réel strictenient positif. Prouver l’égalité : 

il) EH utilisant la coritiiniitt de la foiictioll j en .c. pour tout réel : strictemeiit positif, justifier I’existknce 
d’un réel Q st,rictement positif tel que, p011r tollt elitier naturel n non nul. on a : 

c) Soit E un réel strictement positif. Prouver l’égalité : 

lim P ( [ if(+) -f(x) / > z 1) = 0 
TL - -,x 

3) On note M un majorant de if 1 sur [O. +cx;[. 

a) Soit E un réel strictement positif. Pour tout entier naturel 71, on note A, l’événement : 

An = [If(?) -f(x) / < c] 
7 
f 

son in-e. Justifier l’inégalité suivante entre variables aléatoires : 

b) En déduire l’+yiité : 



4) a) Déduire des quest,ions précédentes l’égalité : 

puis I’bgalitC : 

f 

1.)) k~oi~trer que si deus folh,ions f et, g continues el lmnbes sur l’intervalle [O, +x[ vérifient L(f) = L(.9) 

alors f et (I sont bgales. 

c) Moiltrrï, plus prkisenliilt, que si deux fonctions ,f et y continues et bornees sur I’int~ervalle 10, +m[ 

vkifieklt L(~)(T) = L(~j)(.z,) .’ 1 wu enlent pour tout .T dans ]a, +m[ (où C( est positif ou nul) alors f et, 9 
so11t encore i-gaies. 

Partie IV Étude du régime permanent d’une file d’attente 

UII certa.ill jour des clients arrivelit dalls UIIP poste ne poss4da11t qu’un seul guichet. Un client qui arrive dalls 

la poste soit se fait servir tout de si1it.e si le guicllrt est liltre. soit prend place dalls la file d’attente si le guicht 
est occ~pi’~ se fait servi] dès que tous ses pri-dkeaswrs dans la file o11t i:té servis et quitte aussitôt la poste. 01 

~nodGlisr cette situatioii ~II iiotant. pour tout riitCer Iiaturel n il011 nul, Y;, l’installt (alktoire) d’arrivi-e darls 

la poste du ,tr-ikiire client. 117, sa durée d’attelrtr (alhtoire) daims la file (C;, = 0 si le guichet est libre), S,, la 
dur& (illéatoiïe) de son wrviw au guichet et M’,, = li,, + S,, la durée de priiseIlce dails la poste. 

n 

On pose TO = O et: pour tout entier naturel n 1~11 nul. on notr A,, = T,, - 7;- 1 et on a alors T, = C Ah- 
k= 1 

011 fait les hypot.l~kics sui\Yirites : 

i) les variables ali-atoires AI. A?> . A,, , . Sll Sp. S,, , sont indkpcndantes : 

ii) les variables aléatoires SI. Sz.. : S,, . suivent toutes la loi exponeritiellr de parambtre LL (d’espérance 

égale 8 i) ; 
L’ 

iii) Ics variables altatoires AI. 42, ~ A,, SOIIL strictement pmit.ives et ont toutes la même densit6 égale 

sur 10. +XX?~ à la densité d‘u~le \fariatbie alCat,oire expnnentielle de paramètre X (d’rsphnce égale à ;>; 

iv) l‘espérance c’olnmllle des 4, est supérieure à celle des S, c’est-à-dire : ~1, > A. 

Pour tout entier naturel n 1101.1 nul, on note F,, la fonction de répartition de UT, et G,, relie de IV7,. On admet 

que F7, et G,, sont coiitiiiues sur 10. +zm[. 

Dans les trois prenlières questions de cette partie on considère un entier n au moins égal à 2. WI réel 2 positif 
ou nul et un réel h strictement positif. 

1) Justifier les égalités : r.‘,, = 0 si I4;,+i - A,, < 0 et r’,, = II,-, - A,? sinon. 

2) J ustifirr l’indépendance des variables aléatoires MTn- 1 et A, 

3) a) Pour ti)ut entier nat.urei k. justifier I’inégalit~ : 

puis l‘iiiégalité : 

b) Pour tout entier uat,urel k non nul. justifier l’inégalité : 



c) En déduire l’encadrement : 

.5) 

*OC 
-Ah 

J 

--cc 

e Xe- ‘“G 1 (x + s) ds < Ftl(z) < eXh 71-I. 
J 

Xeëx”G,,-I(z + s) ds 
0 h 

Soit z un rkl positif ou nul. En utilisant l’encadrement précédent. établir l’Égalité : 

c,(~) = 
J 
fm Xe-X”G,,-l (r + Y) ch 

0 

En raiso~maut de la ~nême fa<o~~ ou lnolltrerait el on admettra l’tgaiitk : 

J 
.i 

G,,(z) = pe-p”F,,-I(z - s; da 
ü 

On fait désormais, et jusqu‘à la fin du problème, l’h!yothèse que les fonctions J’,, et G,, sont ind+endantes 
de n et on note F et G les fonctions vérifiant. pour tout entier naturel n non nul: F = F7, et G = G,. 
On dit alors qu’on étudie la file d’attente en régime permanent. 

a) Pour tout réel z positif ou liul. éta.hlir I’égalitt : 

TO.2 
F(x) = Xe’” 

(J 

2 
e -” G(t) df - 

J 
e-” 

0 0 
G(t) df) 

b) 011 déduire, pour tout rkel 3‘ positif ou nul, I’bgalitC : 

e -‘“F(x) = F(O) - X J *e-” G(f) dt 
0 

J 
z 

a) h4ontrw que la fonction H : LI‘ +-- e-” G(f) df est de classe C’. croissante et bornée sur 10, +~XI[. 
0 

POII~ tout réel .C stricteirwltt positif, établir l‘égalité : xL(H)I:r) = L(Gj(.r + A) 

b) Montrer que pour tout rbel x \.6rifiant 3‘ > A) on ‘2 l’kgaliié : 

L(F)(r) = 2 - -&L(G)(r) 

7) Montrer que la fonction G est de classe C’ . croissante et borke sur [O. -1.x[. Pour tout réel .7: strictement 

positif. établir successivement les égalitts : 

8) a) Pour tout réel 

bj Pour tout réel 

G’(r) = -pG(z-) + pLF(x) et L(G)(z) = &L(F)(4 

vérifiant z > A. justifier l’égaiité : 

positif ou nul, en déduire l’égalité : 

c) Justifier que la fonction F admet la limite 1 en +x et en dbduire. pour tout réel .T positif ou nul, 
1’Pgalité : 

F(:cj = 1 - X e-tP-X)z 
P 

9) a) Montrer qrie. eii ri-gime pwmalwnt. le tenips passé dans la poste suit une loi exponentielle de paramirtre 
égal i 11 - X. 

1~) Oli suppcw qu’uni autre jour les arri\,ées des clients soiit en ~noyem~é deux fois plus fri-queiites et la durée 

de service deux fois plus rapide. Qur rle\~ie~me~~t. en régime pernla1wl~t. le temps moyen passé dans la 
poste par UII clieilt, rt la protJat)ilité d’he servi tout de suite ? 


