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PREMIERPROBLÈME 

On note I = [-’ ‘1 ziij 4 

Le but du problème est la construction d’une application f : I + R, continue et telle que : 

vx E 1, f(x) = 1+ ; J oz (f(t) + f(t2)) dt * 
On considère les applications fn : I + JR, pour n E N, définies par fo = 1 (application constante 
égale à 1) et : 

Vn E IN, Vx E 1, fn+-l(x) = l+ f 
s 

o= (hz(t) + f&“>) dt. 

1 . a. Montrer que, pour tout n E IN, fn est une application polynomiale. 

b. Vérifier que, pour tout x E 1, fi(x) = 1+ 
x2 x3 

x et f2(X) = 1 fx + 4 + 7, et calculer f3(x). 

2. Pour tout n E IN*, la fonction continue Ifn - fn-l 1 admet une borne supérieure sur I. 
On note : 

Dn = Sup(.fn(+.L-I(X)~. 
ZEI 

a. Calculer Dl et Dz. 

b. Montrer : 

Vn E JN*, Vx E L (~+I(X) - f&)l < &.. 

On pourra étudier séparément les cas x E 
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c. En déduire : 

VnElN*, D, < &* 

d. Établir la convergence de la série c D,. 
n>l 

En déduire que, pour tout x fixé dans 1, la série C (fn(z> - fn-l(x)) coiverge. 

n>l 

3. Établir que, pour tout x fixé dans 1, la suite (fn(x)),,, converge. 

On définit ainsi une application f : 1 + IR par : 

VX E 1, f(X) = n5ymfn(X). 

4. On note, pour tout n E IN, A4n = SUp Ifn(X 
XEI 

a. Montrer : 

b. Montrer : 
VnEIN, Mn<2. 

c. Établir : 

Vn E n\J, V(x, y> E 12, Ifn(x> - f,(Y)1 G 2 Ix - YI. 

5. a. Établir : 

V(x,y) E 12, If(x) - f(Y)1 G 2 lx - YL 

b. En déduire que f est continue sur I. 

6. a. Établir : 

VxEI, VnElN*, VpElN*, 

b. En déduire : 

Vx E 1, Vn E IN*, 

7. En déduire : 

VXEI, f(x)=l+i 
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DEUXIÈMEPROBLÈME 

Rappel : 

Pour tout entier 72 3 1, l’équation zn = 1, d’inconnue z appartennant à C, admet exactement n 
racines complexes distinctes qui sont : 

1, ei8, e2i8,. . . , ei(n-1)8 avec 0 = 2. 
n 

Définitions : 

Soit E un espace vectoriel sur C. 

l On note idE l’application identique de E. 

l Pour tout endomorphisme f de E, on note f” = id,g, et pour tout entier naturel k, fkS1 = f” of. 

l Soit p E IN*. On dit qu’un endomorphisme f de E est cyclique d’ordre p s’il existe un élément 

~0 de E vérifiant les trois conditions suivantes : 

{ 

* fP(zo> = x0, 
-k la famille (50, f(zs), . . . , fP-r(z0)) est génératrice de E, 

* la famille (X0, f(zo), . . . , fP-r(50)) est constituée d’éléments deux à deux distincts. 

La famille (zs, f(zs), . . . , fP-r (20)) est alors appelée un cycle de f. 

Partie 1 : Etude d’un exemple 

Dans cette partie, E est un espace vectoriel sur C de dimension 3, et 23 = (er , e2, es) est une base 
de E. 
On considère l’endomorphisme f de E dont la matrice associée dans la base 23 est 

1. Vérifier que (er, f(er), f2(er)) t es une base de E et déterminer la matrice associée à f 

relativement à cette base. 

2. Montrer que f est cyclique d’ordre 4 et que (er, f(er), f2(el), f3(er)) est un cycle de f. 

3. Montrer que f4 = idE. 

4. Montrer que f est diagonalisable en déterminant une base de E constituée de vecteurs propres 
de f. 



Partie II : Cas général 

Dans cette partie, E est un espace vectoriel sur C de dimension n, et on considère un endomorphisme 

f de E cyclique d’ordre p. 

Soit (CC~)~(Q), . . . , fP-r(~)) un cycle de f. 

1. Montrer : p > n. 

2. Montrer que fp = idE. En déduire que f est bijective. 

3. On note m le plus grand des entiers naturels k tels que la famille (50, f(zs), . . . , fk-‘(zc)) est libre. 

a. Montrer que f”(zs) est combinaison linéaire des m vecteurs 20, f(zo), . . . , fm-r(zo). 

b. Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel k supérieur ou égal à m, le vecteur fk(zo) 
est combinaison linéaire des m vecteurs 20, f(so), . . . , fm-r(zo). 

c. En déduire que m = n et que la famille (20, f(zo), . . . , fn-‘(~o)) est une base de E. 

4. On note ao, a~, . . . , an-l les n nombres complexes tels que 

f”(Q) = a0 20 + a1 f(z0) + Q? f2(20) + * * * + G-1 P-+0>- 

a. On considère l’endomorphisme g de E défini par g = UO idE -I- ai f i- ~2 f2 -k . . . i- G.-I f”-l. 

Montrer : V k E IN, g(fk(zo)) = fnSk(,o). 

En déduire : f”=uoid~+uif+u2f~+...+u,-lf~-‘. 

b. Déterminer la matrice associée à f relativement à la base (~0, f(zo), . . . , fn-l(zo)) à l’aide des 

coefficients ao, ai, . . . ,%-1. 

c. Montrer : VXEC, rg(f-XidE)>n-1. 

En déduire que les sous-espaces propres de f sont de dimension 1. 

5. On suppose dans cette question que f est cyclique d’ordre n ( et dim(E) = n ). 

Soit (~0, f(zo), . . . , fan-‘) un cycle de f. 

a. Montrer que si un nombre complexe X est valeur propre de f, alors A” = 1. 

b. Déterminer la matrice associée à f relativement à la base ($0, f(zo), . . . ,fn-l(~o)). 

c. Montrer que f est diagonalisable en déterminant une base de E constituée de vecteurs propres 
de f. 


