
BANQUE COMMUNE D'EPREUVES

Concepteur: ESSEC

CONCOURS D'ADMIS SION DE 2OO7

CODE SUJET:

281
EssEcMl_s

Option scientifique

MATHEMATIQUES I

Lundi 14 mai 2007 de 8h à 12h

La présentation, Ia lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rëdqction, la clarté des raisonnements entreront pour une pqrt importante
dans I'appréciation des copies.
Les candidots sont irntités à stcadrer dans la mesure du possible les resultqts de leurs calcals.
IIs ne doiventfaire usage d'aucan docament ; l'utilisation de toute calcalatrice et de tout mstériel électronique est interdite.
Seule I'utilisation d'une règle graduée est autorisée.

NOTATIONS. R,APPELS :

Danstout leproblème, la lettre n désigneunentiersupérieurou égal à2 et onnote [l,n] l'ensemble des entiersk vérifiant: I <k <n.

Par ailleurs, on note :
o t\ (R) l'espace vectoriel des matrices carrées d'ordre n à coefficients réels,

. i/\,.r(R ) l'espace vectoriel des matrices colonnes réelles à n lignes,

o 'M la transposée d'une matrice M,
. Io la matrice identité ae ,,v( (n),

o  P o u r  A . M " ( R ) ,  K e r ( A ) = { x . r 1 4 , , ( R )  / A x = 0 } ,

Objectif du problème : on dispose d'un ordre naturel sur l'ensemble des réels, on s'interroge dans ce problème sur I'extension de cet
ordre à .S" (R) et on s'intéresse en particulier à la monotonie de quelques applications.

Les deux premières parties du problème sont indépendontes. La troisième partie utilise simultanément les detu parties précédentes. La
quatrième partie reprend essentiellement les notions vues dans la troisième partie.



Partie | : représentation intéqrale d'une fonction ouissance

Préambule : on désigne par q une application définie et continue sur lR- et à valerus positives telle que l'intégrale 
.T 

91-?dt ,oi,
j  l + t '

convergente et on lui associe la fonction f d'une variable réelle définie par: f(x) = i[-:-f],p(t)at .
j \ l + t '  x + T )  '

Ouestion préliminaire : Montrer que f est définie sur R - .

lo) Pour quelles valeurs du réel a, l'intégrale j#dt est-elle convergente ?
0

Dans toute la suite du problème, pour de telles valeurs de cr, on désignera par f" l'application définie sur lR. par :

vx  e  lR , ,  f . ( x )  =  
- i [  t  - - l  ) t "o t .
; \ l + t -  x + r )

2") exprimer fo à I'aide des fonctions usuelles.

3")  on suppose que a e l - t ,O[ .

Pour x > 0, prouver la convergence de l'intégruf. lldt et, à l'aide d'un changement de variable, l'exprimer en fonction de x' et
;  X + T

d'un réel ne dépendant que de o .

En déduire l'existence de c et d, réels ne dépendant que de cr, tels que : Vx > 0, fo (*) = c.*" +d . Préciser le signe de c.

4") On suppose que c, e ]O,t[.
a) Lorsque x et h sont des réelstels quex >0, x+h > 0 et h *0, vérif ier larelation :

L (x + h)- r" (x) : l_____l_0,
h  d ( x + h + t ) ( x + t )

Montrer alors que f" est dérivable sur JRi et que : Vx > 0, fJ (*) = 
-Ï--I-dt

d ( x + t ) '

b) Justifier la relation : Vx > 0, fj (x) = fj (l).x" ' . En déduire I'existence de c et d, réels ne dépendant que de cr, tels que :

Vx > 0, f" (*) = c.xo + d . Préciser le signe de c.

Partie ll : les matrices svmétriques réelles
On note S" (R) le sous-espace vectoriel de M(lR.)constitué des matrices symétriques, c'est-à-dire 3" (R) = {tvt e ,^4 (R) / 'M = M} .

On dit qu'une matrice M de .S" (n) est définie positive si pour toute matrice colonne X de .\,,,(R) , (X + 0= 'XMX > 0).

L'ensemble des matrices symétriques définies positives Ae S" (n) sera noté S"-- (R)

Enfin, lorsque A et B sont deux matrices symétriques vérifiant B-A e .S,.t (R), on dira que A est strictement plus petite que B et on le
notera A < B.
1") Caractérisations des matrices définies positives.

a) Pour A..S"(R) ,établhl'équivalencesuivante: (Ae.S"-.(R) <rtoutevaleurpropredeAeststrictementpositive).
( a  b )  / x \

b )  L o r s q u e  o = 1 .  
"  

l e t  X = l ^  L v é r i f i e r l ' é g a l i r é :  a ' X A X = ( * * b y ) ' + ( a c - b ' ) y ' .
\b c )  t ,V,t
( a  b \

E n d é d u i r e c * ,  ( [ ;  
. , J . " t . ( n )  

o  ( a > 0 e t a c - u '  > o ) ) .

2") Exemples.

( z  l \  ( 4  o )
a )  S o i e n t A = l  l e t B = l  s l :

\ r  r /  
[ 0  ; )

vérifier que A et B appartiennent à ,Sr** (R) et montrer que A < B. A-t-on A' <B' ?

b) Soir A e s,.. (JR).

i) Montrer que A est inversible et que A ' e S... (R).

ii) Pourtout X. M',(R), on définit I 'application : ô1 :tr4., (n) - R ;Y r+ 2'XY-'YAY

Exprimer, pour tout H. 4.,(R) , Oi (e-'x + H)- ôl (o 't) en foncrion de H et A.

En déduire que ôi admet en A 'X un maximum qui vaut 'XA 'X .



iii) On considère maintenant B € En'* (R) vérifiant A < B.

Montrer que pour tout X et tout Y matrices colonnes d" \,,r(R), (Y '. 0> 0i (V) t Oi (V)).

E n d é d u i r e q u e  B ' < A ' .

Partie ll l : monotonie sur S" - (R)

Lorsque F est une application définie sur Sn** (R) et à valeur dans d (n) , on dit que F est strictement croissante sur Sn** (R) si :

pour tout A et tout B appartenant à S".. (R) , (A < B = F(A) . F(B))

On dira de même que F est strictement décroissante sur .Sn** (lR) lorsque - F est strictement croissante sur S.*. (lR ) .

Par exemple, Ia propriété vrre au ll-2-b-iii se traduit par la stricte décroissance de l'application F: S,-. (R) -+ S, (R);tvt F) M-r .

1 ") Résultats oréliminaires.
On désigne par A une matrice symétrique réelle dont l'ensemble des valeurs propres distinctes {},,,}"r,...,}"0} est classé dans I'ordre

croissant.

on rappel le  que :  .Â,( , ,  (R)  =9E, (A)  ot  E^ (e)  = rcer(A-À, t " ) .

a) Justifier la relation a = il,,U, où M, est la matrice de la projection orthogonale sur E, (n) Aans la base canonique de
r = l

/\4,, (R). Dans toute la suite du problème, une telle écriture s'appelle la décomposition de A.

b) Montrerque I. =it, .

c) Donner la décomposition de la matrice A + tI" lorsque t est réel.

Si A appartient à ,Sn** (n) et admet la décomposition e = 
il",frf, , on définit, lorsque f est une application de JR. dans lR, la matrice
l = l

p

f  (e)= )r1r . , ;u,  .
r = l

on peut ainsi considérer l'application i definie sur .Sn** (n) et à valeurs dans ,Âr( (n) p* i: e u f (e).

2") a) Montrer que, pour tout A appartenant à .S".. (R) , i(e) appartient à q (R) et donner la décomposition de i(A) lorsque f est
strictement monotone.

b) Préciser i lorsque que f : Rr -+ R;" - 1.
x

c) Soient f :lR. -+lR et g:lR, +lR- deuxapplicationsstrictementmonotones. Montrerque: fà!=i"g.

d) Lorsque(a,b,c,d) appart ientà lRa avec c>0, d>0 et bc-ad*0,onconsidèrel 'appl icat ion h: lR- -+lR;xr+g+
c x + d

Après avoir vérifié que : Vx > 0. h (x) = 
.("9#.l. 

montrer la stricte monotonie de Ê sur s; ' (R) .

3") Intéqrales de matrices.

S o i t M : R . - + , 1 ' 4 ( n ) ; t - ( r , . , ( t ) ) 1 , , , ; . 1 , , " ; . ; , . " u o ù V ( i . j ) e [ t . n ] ' I t , n ] , r , , , : t r + m i , j ( t )  e s t c o n t i n u e s u r l R . .

/ p  \

Lorsquepourtoutcouple ( i , ; )e[r ,n] ' [ l ,n] ,  l ' intégrut.  1. , . , ( t )dt  converge,onditquelamatr ic" 
I j - , , , ( t )dr l  

existeer
\ o ,i1i.1y.1r.n;"1r,n;

on la note J u(t)at .

a) Résultatspréliminaires.

(i) Soient M etN telles qu" lrra(t)Ot et lN(t)Ot existent.
0 0

* 2 ,
Montrerque J(tvt(t)+N(t))at existeetque: J(rra(t)+N(t))at= Jr 'a(t)at+ JN(t)at.



Dans le même ordre d'idée, on admettra les deux propriétés suivantes (ii) et (iii).

(ii) Soient A . /v( (R)et h continue de R. dans R telle que lfr(t)at converge, et M : R.. -+ N\ (n);t r+ ruf (t)= tr(t)a ,
0

Y € ( w \
alors JM(t)dt  existeet IM(t)dt=l  f t ,1t lat  le.

(i i i) soi"nna telleque jt,,r* ;. '*x *jrnuoire colonne de,,(,, (R),
0

î .  ( Æ  \  *
ators J'xtvt(t)xat converseer 'xl 

IM(t)at lx= J'xrvr(t)xat.

b) on ,""',"n, à l'application f définie ,*t o. o* ; t o, ,t^l = jf -f.-f l91r;0, où 9 est une application définie et
; \ l + t -  x + 1 )

continue sur R. et à valeurs positives, telle que l'intégrale j$9* converge. (cf Partie l).
j  l + t .

On suppose que A e S,-- (R) et admet la décomposition A = 
Ë^,t, .
t = l

i) Monrrer qre , i(e; = i*trl[,=! r" -(A * t l" ) 
'  
)at .

;  
" \ l + t -  "  - '  

)

i i )  S i  BeS"- . (R)  te l leque A<B,montrerque,pourtoutematr icecolonneXde t \ . , ( lR) ,non-nul le ,  et tout  t>0,ona:

' * [ - l . , "  - ( A + t r " ) '  ] " . ' * (  : j "  - ( B * t r " ) ' l x .
\ l + t ' "  

" '  
)  \ t + t -  

"  - '  
)

iii) En déduire que i est strictement croissante sur S"-- (R) ,

c) A I'aide des résultats de la Partie l, vérifier que È est strictement croissante sur Sn** (n) . meciser le sens de variation de p*

associée à p" :R- -r R;x F+ x" selon que o e ]-t,O[ ou ]O,t[.

Partie lV : monotonies comoarées de f et i
On revient aux notations introduites dans les parties précédentes.
1")Ondésigrreparfuneappl icat ionde R..  àvaleursdans R.Montrerque, lorsque f  eststr ictementcroissantesur Sn**(R), f  I 'est

aussi sur Rr .

f e ' + e - '  
. ' - " - ' )  ( t ,  0  )

2" )Pour  t>0 ,ondéf in i t lesmat r ices :  e ( t )= l  ,  l . t  n1 t )= l  ̂ 2  , l
l e ' - e ' e ' + e ' l  l 0  - - t - l
( .  2  2  )  

\  e ' + e .  ' /

a) Montrer que A(t) e Sr.. (R) et donner la décomposition de A(t) .

b) Montrer qu'il existe r;o >0 tel queVt.l0,no[, e(t)esr'-(R) . (on ne cherchera pas à déterminer une valeur, même

approchée, de rlo.)

c) Etablir de même qu'i l existe n, € ]0,q0[ tel que Vt e ]0,q,[ , n(t) < n(t) .

d) Déterminer n"(a(t)) et p"(n(t)) pourtoutréeltde ]0,n,[ lorsque p" estl 'applicationde lR. dans R : xf+xo.

e )  L o r s q u e a > l , d é t e r m i n e r u n é q u i v a r e n t e n 0 - d e r a q u a n t i t é [ e " ' + . e " ' - , ' " ] [ t " ' l t " ' - ( = ] , - , ' l " l - f g ' - " 1 . ] ''  (  2  ) l  2  \ e ' + e - '  ) ) (  2  )
0 En déduire que, pour a > I , F" n'est pas strictement croissante sur Sr-- (lR) .

3") Démontrer que la propriété énoncée en lV-1 n'admet pas de réciproque dès que n > 2 .


