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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs,

Tls ne doivent faire usage d'aucun document : I'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule l'utilisation d'une régle graduée est autorisée. :

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble Etre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre

Pour tout couple (p,q) d’entiers de N*, on note M, ,(R) (resp. M, 4(C)) ensemble des matrices & p lignes et
q colonnes 3 coefficients réels (resp. complexes) et My(R) (resp. Mp(C)) cet ensemble lorsque ¢ = p.
On note I, la matrice identité de M, (C).

Dans tout le probléme :

s pour tout p de N*, on identifie les espaces vectoriels C? et My, 1(C), ¢’est-a-dire que Pon identific tout élément
de CP avec le vecteur colonne de ses coordonnées dans la base canonique de CP

e on note ’A la transposée d'une matrice A de M, 4(C) , |z| le module d’un nombre complexe z, ¢ le nombre,
complexe de module 1 et d’argument 7/2, et on admet que la suite complexe (2, )nen+ & pour limite 0 si et
seulement si la suite réelle (|2,])nen+ a pour limite 0;

o pour toute matrice A = (ax ;)1<k,j<p de MpH(C), on note Sp{A4) 'ensemble des valeurs propres complexes de

t e:p(d)= ma,x Met N Ay = a

A, et on pose : p(4) = max M| et N(4) Zlm
Ty £t

e le vecteur nul de CP est noté 0. Si X = | . | et Y = | ! | sont deux vecteurs de R?, on note X <Y
Tp Yo

(resp. X < Y) si pour tout &k de [1,p], on a : 2 < y (resp. zx < yx). En particulier, si les coordonnées de X
sont toutes positives (resp. strictement positives), on note X > 0 (resp. X > 0);

» pour tout vecteur V de CP, on note |V le vecteur de R? dont les coordonnées sont les modules de celles de V.

Soit { M, )nen- une suite de matrices de Mp{R). Pour tout n de N*, on pose : My, = (myg ;{n))igk,i<p-
On dit que la suite de matrices (M, )nen~ converge vers la matrice M = (mg j)1<k,j<p de Mp(R), si pour tout

couple (k,7) de [1,p]?, on a hm mg,;{n) = my,; ; on note alors : BIPOO M, =M.

On admet sans demonstratlon que si (An)nen 6t (Bp)nen» sont deux suites de matrices de M,(R) convergeant
respectivement vers des matrices A et B, alors la suite (A, + Bn)nen+ converge vers la matrice A - B, la suite
(A Bp)nen~ converge vers la matrice AB et, pour tout réel a, la suite (@Ap)nen+ converge vers la matrice aA.
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Une matrice A = (ap;)1<k,j<p d¢ Mp(R) est dite positive (resp. strictement positive) si pour tout couple
(k,j) de [1,p]?, on a: ap; = 0 (resp. ag; > 0).

Le probléme a pour objet I’étude des relations entre les valeurs propres de module maximal d’une matrice et
la limjte éventuelle de la suite des puissances entiéres de cette matrice. Ces relations, appliquées aux matrices
positives et strictement positives, interviennent notamment dans la théorie des processus markoviens et dans
les questions relatives 3 I’exi:stence et la stabilité de Iéquilibre géndral d’une économie.

Partie I. Deux exemples

0 12 1/2 111
1. Exemple 1. Soit A et J les matrices de M3(R) définfespar A= { 1/2 0 1/2 et J=1[|1 1 1
/2 1/2 0 111

a) Calculer J? et déterminer les valeurs propres de J.
b) Exprimer A en fonction de I3 et J, et en déduire Sp(A) et p(A).
¢) Exprimer pour tout n de N*, A" en fonction de I3, J et n. En déduire pour tout n de N¥, la valeur de N(4").

d) Montrer que la suite (A™),en~ converge vers une matrice M que P’on explicitera et dont on précisera le rang.
Montrer que M est la matrice d’un projecteur de R3.

1 0 0
2. Exemple 2. Soit A la matrice de M3(C) définiepar A= [ 0 1+4¢ 1
0 0 1—1

a) Déterminer Sp(A). Justifier que A est diagonalisable. Calculer N(A) et p(A).

b) Déterminer une base de Ms 1 (C) formée de vecteurs propres de A.

c¢) Expliciter pour tout n de N*, la matrice A™. Comparer p(A™) et (p(A))™.

d) Montrer que pour tout n de N*, on a : N(A™) = 2% (1 + | sin(nw/4)|). Comparer nEIEOO(N(A"))l/” et p(A4).

Partie II. Un critére de convergence vers la matrice nulle

Dans cette partie , on note A = (ax j)1<k, j<p une matrice de My(R), A une valeur propre complexe de A et
L1
X =1 : | € C? un vecteur propre de A associé s \.
Zp
3. Soit ko un entier de [1, p] pour lequel on a : 0 < |z, | = nax 251
*I%
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Etablir les encadrements suivants : [A| < Z lagg. ;| < N(A) et 0 < p(4) < N(A4).
=1

4. Soit n un entier de N* et u une valeur propre de A" telle que |u] = p(A™).
a) Montrer que A™ est une valeur propre de A™. En déduire Vinégalité : p(A™) > (p(4))"

b) Soit ap, 04,. .., @np—1 les n racines n-iemes de 4. Etablir 1'égalité : A" — puly = H (A—oylp)

¢) Montrer qu’il existe un entier jo de [0, n — 1] pour lequel oj, est une valeur propre de A.
d) En déduire Uégalité : p(A™) = (p(4))™. Etablir encadrement : 0 < p(A) < (N(4A™))¥™.

5. On suppose que la suite de matrices (A™)nen- converge vers la matrice nulle de M;,(R)
Montrer que hm N{A™) = 0. En déduire que p(A) < 1.

6. Dans cette question, on suppose que la matrice A est diagonalisable dans C.

On pose pour tout réel ¢ strictement positif : A, = WA

a) Montrer que si p(A) < 1, alors la suite de matrices (A™),en- converge vers la matrice nulle de M, (R).
b) Montrer que p(A.) < 1. En déduire qu'il existe un entier ng tel que pour tout entier n > ng,ona: N(A7) < L.
¢) Etablir pour tout n de N*, la relation : N(A") = (p(A) +¢)" N(AD). ‘
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d) A I'aide des questions précédentes, établir pour tout n 2 ng, Pencadrement : 0 < (N(A"))l/ ™ — p(A) e
En déduire que Yon a: lim (N (A" = p(A).

73~+=400
Dans la suite du probléme, on admet que pour toute matrice A de M,(R), on a 1i§1 (N(A"))l/” = p(A) et

que la suite (A™)nen» converge vers la matrice nulle de M, (R) si et seulement si on a p(A4) < 1.

Partie ITII. Matrices positives — Relations entre p(A) et les coeflicients de A
Dans cette partie, on considére une matrice A = (axj)1<k,s<p d€ M(R) positive et non nulle.
7. Soit B = (bk,j) 1<k j<p Une matrice positive de Mp(R) vérifiant pour tout couple (k, j) de [1,p]? : br; < ak -
Montrer que pour tout n de N*, on a : N(B™) < N(A™). En déduire Vinégalité : p(B) < p(A).
P
8. On suppose dans cette question qu’il existe une constante s vérifiant pour tout k de [1,p] : Za’“»ﬂ' = 3.

j=1
Etablir 'égalité : p(A) = s.

P
9. On pose : 0 = 1r<n'12 Z ax ;- A V'aide des questions 7 et 8, établir Iencadrement : o < p(4) < N(4).
p“
=1

RS

10. Soit X un vecteur de RP tel que X > O et soit Ax la matrice diagonale de M,(R) dont les éléments
diagonaux sont les coordonnées T, Ta, ..., Tp de X.
a) Aprés avoir justifié I'existence de Vinverse Ail de Ax, calculer la matrice A;CIA A,
: 1 & 1 &
b) Btablir Pencadrement : min — it < p(A) € max — G, i T4
) lékgpmk; k.j ]\p( )\1<kspwk_l kL
J= g

¢) En déduire que s'il existe un réel positif B vérifiant BX < AX, il vérifie également B < p(A).

Partie I'V. Matrices strictement positives

Dans cette partie, la matrice A = (ax;)1<k,i<p de Mp(R) est strictement positive, A est une valeur propre
complexe de A telle que |\ = p(A), et X € CP est un vectenr propre de A associé a la valeur propre A.

11. a) Montrer que p(4) > 0.

b) Etablir la relation : |JAX| < A]X|. En déduire que lon a : p(A)]X] < 41X

c) On pose : Z = AjX|. Montrer que Z > 0.

d) On pose : Y = A|X| — p(A)|X| et on suppose ¥ # 0. Etablir les relations : AY > 0 et p(A)Z < AZ.

e) En déduire que p(A) est une valeur propre de A et que | X| est un vecteur propre de A associé a p(A).

12. On consideére deux nombres complexes z; et 2o non nuls et vérifiant |21 + 22} = |21] + |22
On pose : z; = |21 et zp = |z2]e?2, avec (1,02) € {0, 2r[?.
a) Montrer que 01 = 6.
P
b) On considére p nombres complexes (p = 2) 21, 22,.- ., 2p tous non nuls et vérifiant E szl = Z e
j=1 j=1

Etablir Vexistence dun péel 8 de [0, 2x] vérifiant pour tout j de M,p] : 2 = |2;le.
13. Montrer que |X| > 0 et que |AX| = A]X]. En déduire I'existence d’un réel 9 de [0, 27 tel que X = 1X|e®.

14. a) Montrer que p(A) est I'unique valeur propre de A de module maximal.
Uy v

b) On suppose qu'il existe deux vecteurs propres U=|: JetV=| : | delamatrice A associés a la valeur
Up Up

propre p(A), linéairement indépendants.

Fn considérant le vecteur w1V — v1U, aboutir & une contradiction. En déduire la dimension du sous-espace

propre associé & p(A)-
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15. a) Montrer que A et *A ont les mémes valeurs propres.

b) Soit Z un vecteur propre de ‘4 associé 3 la valeur propre p{A). Justifier que les coordonnées de Z sont toutes

strictement positives ou toutes strictement négatives.

¢} Soit U un vecteur propre de A vérifiant U > 0, associé a la valeur propre p(A). Onpose : ¥ = — 7

) tZU ™
Etablir les relations suivantes : Y > 0,’AY = p(4)Y et 'YU = 1.

16. Soit M la matrice de M,(R) définie par M = U*Y, ot U a été défini dans la question 15.c).
a) Montrer que M est la matrice d’un projecteur de R? doul on précisera 'image et le noyan.

. 1 " 1 "
b) Etablir pour tout n de N*, la relation : (-——~A - AI) = (~—-—A> - M.
p(A) p(4)
17. Soit 1 une valeur propre non nulle de (A — p(A)M) et W un vecteur propre de (A — p(A)M) associé & .
a) Montrer que MW = 0. En déduire que p est également une valeur propre de A et que |u| < p(A).

b} En raisonnant par Pabsurde et en utilisant la question 14.a}, montrer que |u] < p(A).

¢) Déduire des résultats précédents que p(A — p(A)M) < p(A) et que lim ——I——A =M.
2% \ 54

Partie V. Un algorithme de calcul de p(A) et d’un vecteur propre associé

On munit I'espace vectoriel RP du produit scalaire canonique. On note || || la norme euclidienne associée.

Soit A une matrice de M,(R) strictement positive, symétrique, ‘admettant p valeurs propres distinctes
A1, Ao, ..o, Ap telles que [Ag] > A2l > - > |A]. Soit Vo un vecteur de RP tel que Vo > 0. Soit (e, ez,...,€p)
une base orthonormée de R? formée de vecteurs propres de A tels que pour tout &k de [1,p], Aex = Agex.

On rappelle qu’une suite (X, }nen de vecteurs de R? converge vers un vecteur L de R? si ngl}_loo | Xn ~L|| =0,
etonnpote: lim X, =L.

n—+oo
On définit la suite (Vp,)nen de vecteurs de RP par : Vg, et pour tout nde N, V.1 = AV,,.

P
18. a) Soit Vo = z.skek, la décomposition de V; dans la base (e1, eg,...,€p). Montrer que g1 # 0.
k=1

b) Etablir la relation : lim Vasall _ M.

nroo |[Vall

¢) Déterminer lim (on distinguera deux cas suivant le signe de s1).

Vr
n=+oo [|[V]]
19. On suppose déja définis en Pascal les objets suivants :

Const p = ...
Type vecteur=array[l..p] of real;

matrice=array[i..p,1..p]l of real ;
ainsi que les fonctions et procédures suivantes :
Function norme(V : vecteur) : real; (calcul de la norme du vecteur V')
Procedure prodmat(A : matrice; V : vecteur; var W : vecteur); (W = AV)
Procedure affecte(V : vecteur; var W : vecteur); {W prend la valeur V)

a) Berire une procédure d’en-téte puissance (A : matrice; n : integer; VO : vecteur; var V : vecteur)
qui calcule pour tout entier naturel n non nul, le vecteur V,, défini ci-dessus. '

b) Ecrire une procédure d’en-téte vectpropre(A : matrice; n : integer ; VO : vecteur; var V : vecteur)
qui calcule la valeur approchée d’un vecteur propre associé & A obtenue pour une valeur de n donnée, et une fonc-
tion d’en-téte valpropre(A : matrice; n : integer ; VO : vecteur) : real qui calcule la valeur approchée
de \; obtenue pour une valeur de n donnée.

On expliquera les différentes étapes des procédures proposées.
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