3
PROBABILITES

Exercice 3.01.

Soit A > 0 un réel fixé. On considére une suite de variables aléatoires réelles
(X)nen+ définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P). On suppose que
les variables X,, sont mutuellement indépendantes et suivent chacune une loi
exponentielle de parametre A. Soient p € |0, 1] et ¢ =1 — p.

1. Soit n € N*. Montrer que X; + X5 + - - - + X,, est une variable aléatoire a
densité dont on donnera une densité.

2. Montrer que :

n—1 k
k=0 I
ol 1p+ est la fonction indicatrice de R™ i.e. la fonction définie par :
i +
1g+ :mr—>{1 siz €R
0 sinon.

3. Soit N une variable aléatoire réelle suivant la loi géométrique de parametre
.

N N(w)
On pose S = > X, i.e. pour tout w € Q S(w) = Xn(w).
n=1 n=1

a) Soit Fg la fonction de répartition de S. Montrer que

—Azx A ()‘x)k n—1

Ve eR, Fg(x) = 1g+(z)(1 —e Yoy AL ).

n=1 k=0
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b) En déduire la loi de S (on admettra qu’il est possible de permuter ’ordre
des sommations dans la formule précédente).

c) Exprimer l'espérance E(S) de S en fonction de E(X;) et de E(N).

Solution :

1. Chaque variable X; suit la loi exponentielle de parametre A, autrement dit

la loi Gamma I'(A, 1). Comme les variables X; sont indépendantes, on sait,

d’apres le théoreme de stabilité des lois Gamma, que X1 + X +...+ X, suit

la loi I'(A, n). Une densité f, de X; + X5 + ...+ X,, est alors donnée par :

. )\nxn—le—)\x )\nmn—le—)\x .
n(z) =0 <O0et fp(x) = = 2 0.

fn(z) six et fn(x) () (n—1) siz

2. On suppose d’abord que < 0. On a alors P(X; + Xo+ ...+ X, <z <

0) =0.

Considérons ensuite un réel z > 0. On a alors

PXi+Xo+...+X,<2) = / fa(t)dt = / %(Ax)"_le_’\wdx.
0 o (n—1)!

On applique la formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre n — 1 a la

fonction exponentielle entre 0 et Az.

n—1 k Az n—1
e _ e~ (Az) (A —t) ¢
On trouve e = kgo i +/O (= 1] eldt.

On effectue dans l'intégrale le changement de variable u = x — % On obtient :

n—1 )\CL’)k z A
e)\:z: o (— — e)wc/ \u n—le—kudt.
o K e

(Az)"
!

AR Ceci

n—1
On en déduit que P(X; + Xo+ ...+ X, < z) =1—e2* Y

k=0
donne la formule attendue.

3. a) Comme S est a valeurs dans R™, pour tout x < 0, Fs(z) = P(S < z) =
0.

Considérons a présent x > 0. En appliquant la formule des probabilités totales
au systeme complet d’événements (N = n),en+, on trouve :

Fs(x) = P(S <) = 3% Ply—a(S < 2)P(N = n)

+00
=Y P(X;+Xo+...+ X, <2)pg" !

n=1

“+00 v n—1 A\ k .
ZnZ_ll(l—e A ];0 Qz)” k!) )pg" !
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et e S B
— pqn— X TL X
n=1 n=1 k=0
400
En remarquant que > pg"~! = 1, on obtient la formule souhaitée.
n=1
b) On applique a la série double le théoreme de permutation :
+oon—1 ( ) +o0 (/\:C)k +o0 400 ()\x)k k
1 _ 1 _ q
I D DE s D VR D VR S
n=1 k=0 k=0 n=k+1 k=0

Ainsi, pour tout z € R, Fs(z ) = 1p+ (2)(1 — e 2% = 1p4 (2)(1 — e~ A7P),
La variable S suit donc la loi exponentielle de parametre Ap.

c¢) On en déduit que E(S) = Lp =1 219 = E(X1)E(N).

Exercice 3.02.

Toutes les variables aléatoires utilisées dans cet exercice sont définies sur un
méme espace probabilisé (2, A, P).

On admet que les formules de calcul de la covariance d’un couple de variables
a densités sont identiques a celles du calcul de la covariance d’un couple de
variables discretes.

Soient X1, ..., X,, n variables aléatoires. On dit que le vecteur (X1,..., X,)
est gaussien si pour tout (ay, ..., ay) réels, la variable aléatoire a1 X1 +as Xo+

-+ a, X, suit une loi normale (on considérera que la variable nulle suit une
loi normale).

1. a) Soit (X7, ..., X,) un vecteur gaussien. Montrer que chaque variable X;
suit une loi normale.

b) Montrer que si X;...,X, sont des variables aléatoires indépendantes
suivant des lois normales, alors (X7i,..., X,,) est un vecteur gaussien.

2. Dans cette question X suit la loi normale centrée réduite, et Y indépendante
de X, suit la loi discrete définie par P(Y =1) = P(Y = —1) = L

5
a) Déterminer la loi de XY
b) Le vecteur (X, XY') est-il gaussien ?

3. Dans cette question (X,Y,Z) est un vecteur gaussien de matrice de

variance/covariance
1

-1 6
0 2

1 0
2
1
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X 1
et de vecteur espérance E | Y | = | 0
Z 1

a) Déterminer laloide U =X +Y et V=X + Z.
b) Ecrire la matrice de variance/covariance de (U, V).

c¢) Déterminer une matrice P € M5 (R) telle que les variables aléatoires U’
/

et V' définies par (g,) =P (g) soient non corrélées.

Solution :

1. a) Il suffit de prendre a; = 0 pour j # i et a; = 1.

b) C’est un théoreme du cours sur la stabilité des lois normales.

2. a) Calculons :

PXY<z)=P(XY <X)NnY=1)+P(XY <X)n[y =-1))

= LP(X <2)+ $P(X > —2) = P(X < z) = O(a)

Ainsi XY suit la loi normale centrée réduite.

b) En revanche le vecteur (X, XY') n’est pas gaussien.
En effet X + XY = (1 4+ Y)X vérifie :
P(X + XY =0) = P(X(1+Y) = 0) = P(Y = 1) = 5 (I'événement
X = 0 est quasi-impossible), donc X + XY n’a pas une fonction de répartition
continue !

3. Grace au vecteur espérance et a la matrice de variance-covariance, il vient :

a) B X+Y)=1LV(X+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y) = 5, donc
X +Y < N(1,5)

EX+2Z) =2V(X+Z%2) =V(X)+V(Z)+2Cov(X,Z) = 2, donc
X+ Z— N(2,2)

b) De plus :
Cov(X +Y, X +2)=E(X?+ XY +XZ+YZ) - E(X+Y)E(X +Z) =2

Le couple (X +Y, X + Z) est gaussien car le triplet (X,Y, Z) l'est. La matrice

de variance/covariance de (X +Y, X + Z) est A = (g g)

c) Cette matrice symétrique réelle admet 1 et 6 comme valeurs pro-
pres, une base orthonormée de vecteurs propres étant formée des vecteurs

F (%) e % (0)
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12y B ¢ (1 0
AvecP—\/g<_2 1),1lv1entA—PDPaveCD—<O 6 )

La matrice de variance-covariance de P (

D.

X+Y

X 4+ Z) est la matrice diagonale

Exercice 3.03.
Dans tout le probleme, N désigne un entier naturel non nul.

Soit (Up,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, et suivant toutes
la loi uniforme sur 1, NJ.

On note T,, et Z, les deux variables aléatoires définies, pour tout entier
naturel n supérieur ou égal a 1, par :

T, =sup(Uy,Us,...,U,) et Z, =inf(Uy,Us,...,U,)

On pose S, =T, + Z, — 1.
N—1

- k\n .
On pose enfin, pour tout entier naturel n non nul, a,,(N) = { k21 (N) sSiN =2
0 siN=1

1. Soit Y une variable aléatoire & valeurs dans [1, N]. Etablir la relation
suivante :

N-1

EY)= 2. P(Y > k)

k=0
Dans la suite de l’exercice, on cherche a estimer le parameétre N.
2. a) Calculer, pour tout entier naturel k appartenant a [1, N], P([T,, < k]).

b) En déduire la loi de T,.

c¢) Calculer E(T,) en fonction de N et de a,(N).

3. a) Calculer, pour tout entier naturel k£ appartenant a [0, N — 1], P([Z,, >
b) En déduire E(Z,,) en fonction de a,(N).

4. a) T, + a,(N) est-il un estimateur sans biais de N 7
b) Montrer que 7;, est un estimateur asymptotiquement sans biais de V.

c) Montrer que S,, est un estimateur sans biais de N.

Solution :

1.Ona E(Y) = ;Z::l EP(Y =k|) = kJX;k[P([Y >k —1]) — P([Y > k])]
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= % EP(Y > k—1]) — ]ZV: EP(]Y > k).
k=1

k=1
En effectuant un glissement d’indice dans la premiere somme :
N—1 N
EY)= > (k+1)P(Y >k])— > kP([Y > k])
k=0 k=1

En rajoutant dans la seconde somme le terme correspondant a k = 0 qui est
nul :

E(Y) = ]:z:_::(k +1)P([Y > K]) - é} KP([Y > K])

En rassemblant dans une s]r\erule somme les terme_s communs :
EY)= > P([Y >k])— NP([Y > NJ)
k=0

N-1
Comme P([Y > N]) =0, il reste finalement : E(Y) = Y. P([Y > k]).
k=0

a) On a: [T, < k] =[X; <k]N---N[X, < k]. Comme les variables sont

indépendantes, on obtient : Vk € [1,N], P([T, <k]) = (%)n

b) On a, pour tout k de [1, N], P([T,, = k]) = P([T,, < k]) — P([T, < k—1]).
Comme la formule de la question précédente est encore valable pour k£ = 0,
on obtient finalement :

vke[LN], P(T,=k)=(£)" - (51)"
c) On a donc : E(T,,) = Z k[(%)n — (%)n}
En séparant en deux sommes :
BT = 3 k(£)" = 5 k(Egh)"
= Y k=1 N
En effectuant un décalage d’indice dans la seconde somme :
N N—1
BT = 3 k()" = X (k+ ()
On peut rajouter dans la premiere somme le terme correspondant a k = 0

qui est nul :
N 1

B(T,) = Y. k()" = X (k+1) (

)"
=

Zl??

)n. Finalement :

2|

En rassemblant les termes communs : E(T,,) = N
E(T,) =N —a,(N)

3.a) Ona P([Z, > k]) = P([X1 > k]Nn...N[X, > k]).
Comme les variables X; sont indépendantes, on a : P([Z,, > k]) = (NT_IC)R

|
s



Probabilités 79

N—1
b) En utilisant la question préliminaire : E(Z,) = ). (—)n
k=0

En effectuant le changement d’indice j = N — k :

N
_ J\"
B(Z) = 3 (%)
Finalement : E(Z,) =14 a,(N).
4. a) On a, par linéarité de 'opérateur espérance, E(T),, + a,(NN)) = N mais
comme T}, + a,(N) dépend de N, ce n’est pas un estimateur de N.
N-1

b) On a a,(N) = > (%)n Comme 0 < % < 1 et comme la limite de

la somme est égale a la somme des limites, on a lim d,(N) = 0, d’ou :

n——+o00
lim E(T,) = N.

n—-+oo
Conclusion : T;, est un estimateur asymptotiquemnt sans biais de V.

c¢) On a, par linéarité, E(S,) = E(T,) + E(Z,) — 1.
En utilisant les résultats précédents, on a donc :
E(S,) =N

Exercice 3.04.

On considere un arrét d’une ligne de bus. Le passage des bus a cet arrét est
prévu a chaque heure juste : 12h00, 13h00, 14h00 etc. Mais la circulation est
telle que que les bus peuvent avoir du retard.

Dans cet exercice, on mesure le temps a partir de midi, considéré comme
I'instant 0, et 'unité de temps est ’heure.

Le retard du &”™° bus est une variable aléatoire Zj. On suppose les variables
Zy, indépendantes de méme loi, & valeurs dans [0, 1]. La loi commune des Z
a pour densité f, pour fonction de répartition F', pour espérance p et pour
variance o2.

1. Un voyageur arrive a U'instant = € [0, 1[. On note T la variable aléatoire
du temps d’attente de ce voyageur pour l'arrivée d’un bus.

a) Montrer que

F(t+2x)— F(x) si0<t<l—z
PT,<t)=}X1-F@x)+Fl@)Ft+z—-1) sil-z<t<2-=x
1 si2—x <t

b) Préciser une densité de T.
2. Montrer que :
l1-z
B(T,) = / LF(t+2)dt+ (n+ 1 — o) F(a)
0
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:1—56—/ Fu)du+ (p+1—2x) F(x)

1 1 L2 g2
3. a) Montrer que / F(z)dz=1—p et / 2 F(2)dz = %.
0 0

b) On suppose que le voyageur arrive au hasard entre midi et 13h00, c’est-
a-dire que son instant d’arrivée est une variable aléatoire X qui suit la loi
uniforme sur le segment [0, 1].

1
On admet que son temps d’attente W vérifie E(W) = / E(T,) dz.
0

Calculer E(W). Quand cette espérance est-elle minimale ?

Solution :

1.a) On a T,(Q) = R;.
e Si0O<t<l—uz,iexz<z+t<l,onalzr,z+t C[0,1] et on est sir
d’avoir le bus de midi; la probabilité d’attendre au maximum ¢ est celle que

le bus de midi arrive dans U'intervalle de temps [z, z + t], soit
P(T, <t)=F(zx+1t) — F(x)

e sil—zr<t<2—ux,ie. 1 <x+1t<2, ona deux cas disjoints :

— soit le bus de midi n’est pas encore passé, ce qui a pour probabilité
1—F(z);

— soit il est déja passé (avec la probabilité F'(x)), et la probabilité
d’attendre au plus ¢ est alors la probabilité que le bus de 13h00 arrive entre 0
et x+t—1,s0it F(z+t—1);alors

PT,<t)=1—-F(z)+ F(z)F(x +t—1)
e si2—ux <t cest-a-dire x +t > 2, on est sur d’avoir au pire le bus de
13h00, donc

P(T, <t)=1
b) Par dérivation, T, a pour densité (sur R )
flx+1t) si0<t<l—z
go(t)-{F(az)f(a:—#tl) sil—z<t<2—=
0 si2—x <t

2. Les changements de variable u = x +¢, u = x +t — 1 et une intégration
par parties donnent :

E(T,) = /Ol_xt flz+t)dt + /12_th(33) flx+t—1)dt

—x

_ / (u — ) f(w)du + F(z) /0 (u— +1) f(u)du
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:/:uf(u)du—x /:f(u)du—i—F(x) /Oluf( Ydu+(1—x) / f(u
(1—x)

- [UF(U)]i—/ F(u)du —x [F(1) — F(z)] + F(z) E(X) +

zl—xF(x)—/ Fu)du—=z [1 - F(z)] + (p+1—2) F(z)

F(x)

1

zl—x—/ Fu)du+ (p+1—x) F(x)
xr

a) On a par intégration par parties

u:E(IZ):/O z f(z)dz = [zF(z)}O—/O F(z)dz:l—/o F(z)dz,

d’oﬁ/01F(z)dz:1—u 1

7= [P s = =P PO =2 [ = P
=(1—p) —2/0 zF(z)dz+2u/O F(z)dz=1—p —2/0 z F(z)dz

1
soit : / 2 F(2)dz = l-p —o”
0

b) D’apres la question 2, on a :

E(I/V):/O1 ll—sc—/:F(u)du-i—(/L—i—l—x)F(:c)} dx

On calcule séparément :

A(l—x)dazzl—[%ﬁéz%

/01 </;F(u)du> de — [x/:F(u)du}: B folm (— F(a)]de

1 2
:/ v F(a)do = L1 = 0"
0

f - p@la= s [ Flaria— | 2 rese

2 2 2
= (Lt p)(1—p) - =0 = Lo to

2 2 2., 2
d’ou finalement E(W):%— 1_“2_0 —|—1_'“2+U :%4_02

On constate que 'espérance du temps d’attente du voyageur est minimum
lorsque la loi des retards des bus est d’écart-type nul, c’est-a-dire lorsque le
retard est constant.
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Exercice 3.05.

Dans cet exercice X est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé
(Q, A, P) suivant la loi I'(1,n) (c’est-a-dire la loi y(n)), avec n € N*.

1. Rappeler l'expression d’une densité de X, ainsi que la valeur de son
espérance E(X) et de sa variance V(X).

2. Pour tout réel A > 0, on pose ¢(\) = In (E(e” X =EXD))  Calculer ¢(N).

2
3. Montrer que pour tout A > 0, on a ¥(A) < n%

4. a) Montrer que pour tout > 0 et tout A > 0, on a
PE(X)— X >z) <e Mtv()
b) En déduire que pour tout z > 0 P(E(X) — X > z) < e * /().

5. Comparer l'inégalité que l'on vient d’obtenir avec celle obtenue par
I'inégalité de Bienaymé-Tchebicheff.

Solution :

n—1 _ —x
" e .
1. Une densité de X est donnée par f(z) = { (n—1)! siz >0
0 sinon
On sait que E(X) =net V(X) =n.
2. On utilise le théoreme de transfert :
+0oo n—1
E e—A(X—E(X)) — / —)\(x n)_X e Tdr
( =) (=)
+oo -1
— e)m/ x" e ()\—I—l)xdx
0 (n — 1)
- e)\n +oo un—l —ug — () 1
_()\+1)” i (n—l)!e u (avec u = (A+ 1)x)
An
__ e
(A+1)"

Ainsi :
Y(A) =AIn—nln(A+1)

3. Une étude de la fonction f : A — n)\

croissante sur R* et que f(0) = 0.

— An+nln(A+ 1) montre que f est

4. a) Les événements [E(X) — X > z2] et [eMEE)=X) > A% sont égaux.
L’inégalité de Markov donne alors :

P([E(X) = X > z]) = P[e*MEE)=X) > eA2]) L %E(GA(E(X)—X))
(S
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— ew()\)e—)\m

2
b) Ainsi : Y(A\) — Az < % — Az
Ceci étant vérifié pour tout A > 0, il vient :

P(B(X) = X > a]) < inf (%" — o) = —&

5. L’inégalité de Bienaymé Tchebicheff permet d’écrire

PIE(X) - X > 2)) < PIEX) - X| > < Y = 1

Or, on peut montrer que pour tout z > 0, e~ /(2n) < L (faire par exemple

une étude de fonction). Ainsi I'inégalité obtenue (grandes déviations) est-elle
meilleure que celle obtenue par Bienaymé Tchebicheff.

Exercice 3.06.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un méme espace
probabilisé (2, A, P).

1. Soit Z une variable aléatoire a valeurs dans N. Montrer que la variable
aléatoire 272 admet une espérance. On la note r(Z).

On suppose dans la suite de 'exercice que pour tout n € N, P(Z = n) =
l n+1
(3
2. a) Montrer que 'on définit ainsi une loi de probabilité et calculer r(Z).
no ok 1
b) Montrer que pour tout (n,q) € N2, Y ( * q> = (n tat )
k=0 » 4 q+1
c¢) Soit (X;)ien+ une suite de variables aléatoires indépendantes de méme
q
loi que Z et pour tout entier ¢ > 1, on pose S, = > X;.
i=1
Montrer que la loi de S, est définie par :

n+q—1\,1\n+q
VneN, P(S,=n)= ( g—1 )(5)

d) Calculer r(S;). En déduire que

S (Mg =1\ 1\n _ 4ya

n;o( g1 )(z) = (3)
3. On suppose dans cette question que Z représente le nombre de lionceaux
devant naitre en 2014 d’un couple de lions. Chaque lionceau a la probabilité
1/2 d’étre male ou femelle, indépendamment des autres. On note F' la variable

aléatoire représentant le nombre de femelles devant naitre en 2014.
Déterminer la loi de F'.
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Solution :

1. Comme 0 < P(Z = n)(%)n < P(Z =n) et que > P(Z =n) converge. Le

théoreme de transfert permet d’affirmer que E(27%) existe (et est majorée
par 1).
oo o0
. . 1\2n+1 1 1I\» 2
2. a) Ici T(Z) = ngo (i) = § ngo (Z) = g
b) La relation de Pascal :
(n+q+1)+(n+q+1)_(n+q+2)
qg+1 q -\ g+1
donne le résultat a 'aide d’un raisonnement par récurrence banal.
c) Pour ¢ =1, on a S; = Z : la relation est donc vérifiée pour ¢ = 1.
n+q-— 1) (l)n-i-q
qg—1 2 ’
Comme Sy41 = 54 + X441, par indépendance :
n

PlSers =m) = k:z::OP(Sq = R)P(Xgea =n—k) = (%)Wr‘l“ éo (k ZEI 1)

Supposons que Vn € N, P(S; =n) = (

n—+q

Soit : P(Sqy1 = n) = (%)WIH( q

récurrence.

). On conclut par le principe de

d) Par indépendance des (X,,), on a indépendance des (27%) et
o, o R mtqg—1\ 1\ntq,1\n Ng ..
r(S,) = r(X1)9, ce qui s’écrit nzzjo ( g1 )(5) (5) = (§) , soit :
X /m+qg—1\,1\n Y
()@=

3. La famille ([Z = n]),>0 forme un systeme complet d’événements.
La loi conditionnelle de F' conditionnée par [Z = n] est la loi binomiale
B(n,1/2). Donc, pour tout k € N :

P(F=k) = ijo Pz—n)(F'=k)P(Z =n) = § (Z)

pCICUP GRS HOR

n—

Exercice 3.07.

Dans cet exercice m désigne un réel strictement positif et X une variable
aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre 1/m.
(Xk)r>1 désigne une suite de variables aléatoires i.i.d. de méme loi que X.

n
On pose, pour tout entier n > 1, S, = % > X
i=1
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1. Déterminer la loi de nS,,.
Soit f une fonction continue et bornée par une constante K sur RY.

2. Soit € > 0. Montrer qu’il existe @ > 0 tel que si |z — m| < « alors
[f(z) = f(m)] <e/2.

3. Soit Z une variable aléatoire & densité & valeurs dans RT admettant une

espérance m et une variance o?.

a) Montrer que f(Z) admet une espérance.

2
c¢) En déduire que la suite (E(f(Sy)))n converge vers f(m).

2
b) Justifier I'inégalité |E(f(Z)) — f(m)| < § + 2K%

4. Montrer que

“+o0
i I nxyn-1 _nzyndz| _

[t S e (-] = o
Solution :
1. Les variables aléatoires indépendantes Xi,..., X, suivant la méme loi
E(1/m), la variable aléatoire Y X; suit la loi I'(1/m,n) de densité :

i=1
_ 1 x\n-1 —x/m
g(x)_m(n—l)!(m) e , pour x >0

2. 1l s’agit d’écrire la continuité de f en m, soit :

Ve>0,3a>0,|r —m| <a=|f(x) — f(m)| <e/2
3. a) La fonction f étant continue et majorée par K, on a |f(t)fz(t)] <
K fz(t), ce qui assure l'existence de /R+]f(t)fz(t)|dt et donc 'existence de

E(f(Z)) par le théoreme du transfert.
b) On écrit

+0o0o
E(f(2)) — f(m)| < / (1) = Fm)|f2(t)at

m—a« m+a 400
g/ _|_/ +/ =11+ 1+ I3
0 m—o m—+ao

m—+a«a
e par la question 2, 0 < Ir < %/ fz(t)dt < %

m—oa

e la fonction |f| étant majorée par K,

m—a« 400
0< I +15< QK(/ Fr(t)dt + fZ(t)dt> —9KP(|Z —m| > a)
0

m+a«a
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2
< 2K Z;, par I'inégalité de Bienaymé-Tchebicheff.
o

¢) On applique l'inégalité précédente a Z = S,, avec E(S,) = m et
m .

2 , soit :

[E(f(Z)) = f(m)| < § +2K 2
2 nao
Il reste a faire tendre n vers 400 pour obtenir le résultat demandé.
4. Appliquons le résultat précédent a la loi de S,,.
D’abord : P(S, < z) = P( > X; < nz) = fs, (z) = ng(nx)
i=1

n nr\"=1 _nz/m
— (== e :
m(n —1)! ( m )
Par le théoreme de transfert (I'intégrale converge puisque la fonction f est
bornée)

soit, pour z > 0 fg, (z) =

+oo
E(f(Sn)) = (# f(l')(@)n_l exp (_%)M

n—1)!/, m m

On termine par la question précédente.

Exercice 3.08.

Dans tout cet exercice, n désigne un entier naturel non nul. On note &
I’ensemble des variables aléatoires X, a valeurs dans [1,n] et telles que pour
tout entier k € [1,n], P(X = k) # 0 et définies sur un espace probabilisé
(Q, A, P).
Pour toute variable aléatoire X de &£, on note :

HX)=-> P(X=k)xIn(P(X =k)).

k=1

On note U une variable aléatoire de loi uniforme sur [1,n].
1. Déterminer H(U).
2. Montrer que pour tout X € £, H(X) < H(U).

Soient f : [1,n] — R une fonction injective et a € R. On considere I’ensemble
&, des variables aléatoires de £ telles que E(f(X)) = a. On suppose que &,
est non vide.

n
3. Montrer que la fonction ¢ : R = R, z = > (f(k) — a)el/(F)=a)T est une
k=1
bijection strictement croissante de R sur R.

4. Pour tout X € &, et k € [1,n], on note p, = P(X = k). On peut ainsi
considérer H comme une fonction de (py, ..., p,). Déterminer la hessienne de

H.
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5. En déduire que H admet un minimum sur &, atteint en un point unique.

Solution :
1. On rappelle que pour tout k € [1,n], P(U =k) = %
. N R
Ainsi, H(U) = k§1 - In — = Inn.
2. Soit X € &. Alors, en notant p, = P(X = k), la fonction logarithme
néperien étant concave,

HU)-H(X)=Inn+ > prlnpy = > prln(npg) = — > pklnL
k=1 k=1 k=1

npk
> ln( 3 p—k) >Inl
I;::l NPk

3. La fonction ¢ est continue et dérivable sur R et pour tout réel z,
¢'(x) = 3 (f(k) — a)?eBma),

k=1
Ainsi, la fonction ¢ est une fonction continue et strictement croissante, donc

elle réalise une bijection de R sur ¢(R).
Comme &, est non vide, il existe X € &, telle que E(f(X)) = a, i.e. telle que

é;muuo—@=o.

Ainsi, comme les py sont strictement positifs, les (f(k) — a) ne peuvent pas
tous étre de méme signe ni tous nuls car f est injective. En factorisant donc
par ceux qui sont maximaux ou par ceux qui sont minimaux, on obtient :
li = li = —00.
oo P18 = F00, L plw) = —eo

Finalement, ¢ réalise une bijection strictement croissante de R sur R.

4. On remarque que pour tout k € [1,n], QTH(X) = —Inpg — 1. Ainsi, la
k
hessienne de H est diagonale et ses coefficients diagonaux sont les nombres
1

TR
5. En utilisant les notations précédentes, on cherche les extremums de la
fonction

n
H : (pla"'apn) = — Z pklnpk
k=1

sous les conditions > pr = 1 et > f(k)pr = a. Ainsi, le gradient de H
k=1 k=1

doit appartenir a l’espace vectoriel engendré par les vecteurs (1,...,1) et

(f(1),...,f(n)). Donc il existe \,u € R tels que pour tout k € [1,n],

Inpy +1 =X+ puf(k), ou encore pp = e~ Lerf (k)
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De plus, on doit avoir : > pr=1et > (f(k)—a)pr =0.
k=1 k=1

r ) §

S (F (k) —a)ps = €1 35 (F(k) —a)e ) = =10 35 (k) — a)eUB1=)

k=1 k=1 k=1

o

= X (), done p(u) = 0.

Alors, S pp =1 S erf(R) = 1,
k=1 k=1

Comme la fonction ¢ est bijective, il existe un unique pg tel que ¢(up) = 0.
n
On pose alors Ag =1 —1In (Y erof(R)),
k=1
Ainsi, la fonction H possede un extremum atteint une fois sur &,. De plus,
H est convexe, donc cet extremum est un minimum.

Exercice 3.09.

1. a) Montrer que la restriction de la fonction tan a 'intervalle ]—%, %[ réalise
une bijection de ]—%, %[ dans R. On note arctan sa bijection réciproque.

b) Déterminer les limites de arctan en +o0o et en —oo.
¢) Montrer que arctan est impaire.

d) Montrer que arctan est dérivable sur R et calculer (arctan)’(z).

e) Montrer que pour x > 0, arctanx + arctan% = % et que pour =z < 0,

arctan x + arctan % =_T

2
f) Montrer que arctan admet un développement limité a l'ordre 3 en 0 et
expliciter ce développement.

Soit k€ Ret frars —F
oi et f:x 422

2. a) Déterminer k de telle sorte que f soit une densité de probabilité.

b) Soit X une variable aléatoire de densité f. X admet-elle un moment
d’ordre 17

3. Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de
meéme loi que X. Pour tout n > 1, on pose Y,, = %sup(Xl, ey Xn).

a) Pour tout n > 1, déterminer la fonction de répartition de Y;,.

b) Montrer que (Y,) converge en loi vers une variable aléatoire Y de
fonction de répartition notée F' que ’on déterminera.

c¢) On pose Z = % Déterminer la loi de Z.
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Solution :

1. a) L’étude de la fonction tan montre qu’elle est strictement croissante de
|—m/2,7/2] sur R car (tan)’(z) = 1 + tan?(x).

C’est donc une bijection continue de |—7/2, /2] sur R de réciproque continue.

b) Comme (tan)’(x) # 0, la fonction arctan est de classe C! sur R et

tan)’(r) = 1 =1
(arctan) (@) = { e (arctans) ~ 14 27

c) Les limites sont —m/2 et m/2.

d) En dérivant, il vient % (arctana: + arctan %) =0.

Ainsi z — arctanx + arctan% est constante sur chaque intervalle de conti-

nuité, c’est-a-dire sur RT™ et R™*.

Il reste a prendre la valeur, par exemple, en x = w/4 et x = —7/4.
d 1
e) Comme %(arctan x) = T2 1 — 22 + o(x?)

3
on integre ce développement limité pour obtenir arctanx = x — % + o(z3)

2. a) On doit demander k£ > 0 et /%dw =1 soit k= L.
R ]. + x ™
b) X n’a pas d’espérance puisque l'intégrale / %dm diverge.
R X

3. a) Pour tout z réel
n

P, < a) = P(swp X <na) = P (VX0 < nal) = ] PXG < )

1<i<n i=1
P(Y, <z)= (% + %arctan(nx))n
. . 1 —1\n 1
; <)=L —lyn o L
b) e si x < 0, par la question 1 : P(Y,, < x) ~ (arctan na:) S on o
0
e siz=0,PY,<0)=L1 — 0

MM n—oco

e si z > 0, avec un développement limité (en fait un équivalent) :

In[P(Y, <z)] =nln (1 - L arctan L) =14 o(l) — L
™ nx T n—oo ™

0 six <0

e /™ sz >0

c) On sait que Y (2) = R et, pour > 0 :
Fra)=Py 2Ly =1-pPy<l)y=1-cm

Ainsi : F(z) = {
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Ainsi Z suit la loi exponentielle de parametre %

Exercice 3.10.

Soient n et p deux entiers supérieurs ou égaux a 2. L’entier p restera fixé
dans tout l’exercice. On considere np variables aléatoires indépendantes
X1,...,Xnp. Pour tout k appartenant a [1,p], on suppose que la variable
aléatoire X} suit une loi de Poisson de parametre A; et pour tout k£ €
[p + 1,np] que X} suit une loi de Poisson de parametre Ay. On pose

np P np
Sp,=>.X;, A=>X;, B,= > X
i=1 i=1 i=p+1
1. Déterminer les lois des variables aléatoires A et B,,.

2. Quelle est la loi de S, 7
3. Soit £ € N.

a) On considére une variable aléatoire Y, dont la loi est donnée par :
P(Y; =m) = Ps,—¢ (A =m) pour tout m € N.
Déterminer explicitement cette loi.

b) De méme, pour ¢ € N, on considere une variable aléatoire Z, dont la loi
est donnée par P(Z, = m) = Pg, —¢ (B, = m) pour tout m € N.
Expliciter cette loi.

4. On définit les deux variables U,, et V,, par :

A
U, = 1
A+ (Tl — 1)/\2

(n — 1))\2

Sn tVn: n
© /\1—|—(n—1)>\2

Montrer que les suites de variables aléatoires (%)n et (%)n convergent en
probabilité vers deux variables aléatoires que ’on déterminera.

Solution :

1. Comme Xji,..., X, sont indépendantes et suivent la méme loi de Poisson
de parametre A1, A suit une loi de Poisson de parametre pA;.

De la méme maniere on montre que B,, suit une loi de Poisson de parametre
(n — 1)pAs.

2. Les variables A et B, sont construites a partir de deux blocs disjoints
d’une famille de variables indépendantes, le cours nous dit que A et B,, sont
indépendantes.

Prenant en compte les résultats de la question 1, on en déduit que S,, = A+ B,
suit une loi de Poisson de parametre pA; + (n — 1)pAs.



Probabilités 91

3.a)Sim >/, ona P(Yy=m)=PA=m|S,=¥¢)=0.8510<m</il

vient :

P(Y,=m)=PA=m|S,=1¢) =

p(Sn = 1)
_P(A=m)N (B, =t—m))
p(Sn = 1)
_ P(A=m)P(B,=/(—m)
B p(Sn = 1)

/! (PA)™((n— D)prg)*™™
ml(f —m)l (pA1 + (n — L)phy)°

_(m A1 m(q _ A1 —m
- (f)(Al + (n — 1)>\2) (1 A+ (n— 1))\2) '
A1 )
,)\1+(7’L—1)>\2 .
b) De facon analogue on trouve que Z suit une loi binomiale de parameétres
( (7’2, — 1))\2 )
’)\1+(n—1)>\2 '

4. Avec les formules de la question précédente, on trouve aisément

Up) _ 1 A1 _ _p
E( ) = n>\1+(n_1)/\2(p/\1+(n L)pA2) = n)\l

La variable Y suit donc une loi binomiale de parametres (¢

n

Vol 1 1
E(W) = (1- Lypx, 2

Un) - 1 A1 2 _ DA 1
V(n)_n2(>\1+<n_1))\2) V(Sn)_ n? >\1+(7’L—1))\2

ﬁ) _(1_1y2.y2 1
V(n (1 n)pAQ)\l—k(n—l))\g'
Soit € > 0, pour n assez grand on voit avec I'inégalité triangulaire que
(1% —pa| > e} € {12 — (1= 1/n)prs| > €/2}.
En utilisant 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on en déduit que la suite

(%) converge en probabilité vers la variable certaine pAs et la suite de

variables (%) converge en probabilité vers 0.

Exercice 3.11.

Soit X et'Y deux variables aléatoires a densité indépendantes définies sur
un espace probabilisé (2, A, P) de densités respectives f et g nulles hors du
segment [0, 1].
1. a) On pose U = In X, déterminer une densité de U.

b) On pose V =1In(1 —Y'), déterminer une densité de V.
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c¢) Montrer qu’une densité de la variable aléatoire Z = X (1—Y) est donnée

par
1
z / F(2)g(1— 1)t

pour x € |0,1] et x — 0 sinon.

Ce résultat pourra étre utilisé dans la suite de cet exercice, méme s’il n’a pas
été démontré.
Soit (Xp,)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi
a valeurs dans [0, 1]. On lui associe la suite (S, )nen+ de segments définie par
n+1 n
= [ IT Xi, [1 XZ-} de longueur L.
i= i=1
2. Montrer que pour tout n > 2, on a L,, = X 1Y,,_1, ou Y,,_1 est une variable

aléatoire indépendante de (X;) de méme loi que L,,_1.

3. On suppose que la loi commune des variables aléatoires X, est la loi
uniforme sur [0, 1]. Déterminer, par récurrence, la loi de L.

4. Déterminer ’espérance et la variance de L,,.

Solution :

1. a) b) ¢) Pour déterminer la loi de X (1 —Y') passons au logarithme. Comme
X(Q)=Y(2)=1]0,1onalnX(Q)=In(1 -Y)(Q) =R™*.
Soit x < 0. On a, par croissance de la fonction exponentielle :

Pln(X) <z)=P(X <e”) = Fx(e®”) = finx(x) = e f(e”)
De méme : Pln(1-Y)<z)=P(Y >1—-¢")=1— Fy(1l —¢"), donne :

Swa-v) (@) = eg(1 —e")

Par indépendance, comme In Z = In(X) 4+ In(1 —Y), en demandant v < 0 et
r—u<0:

Jinz(x /flnX T — ) fin(1—v)(u du—/ finx (x —u)e"g(1 —e")du
finz(z) = / P f (") eg(1 — e)du

—e/fx“ (1 —e") du—e/f(

% 1—v) (avec v = e*)
Or, pour x € |0, 1, P(X(1-Y) < x) = Z <Inx) et

fxa-v)(z) = —fan (Inx), soit :

fxa-v(@ Z—xw/ f()g (1—v)de /f(%)g(l—v)@
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n+1
XZ) = len—la avec Yn—l
o

(]
indépendante de X; et de méme loi que L,, 1.

3. % Déterminons la loi de L1 = X;(1 — X5).

2. De maniére évidente L, = X;([] X; —
i=2

1
Par la premiere question, pour tout x € 10, 1], fr,(z) = / &=
x Déterminons la loi de Ly = X107 = X1(1 — (1 — Ly)).
Ona:Pl—-Li<x)=P(Ly>1—2)=1—-F,(1—2x), donc :
fi—p, () = fr,(1 —x) = —In(1 — x), pour 0 < z < 1 et ainsi :

' 2
d In* —Inx
fra(z) = _/x IxIn(v) 4 = Iz — ( ! )
On montre alors par une récurrence facile que la loi de L,, est donnée pour

x € 10,1 par fr () = (—ln#)”

4. Calculons les deux premiers moments de L,. Avec le changement de
variable u = —In x, il vient :

BLa) = [ ofs,@do = [ 2 EBE)" gy [T g, 1
n) — 0 L, - 0 TL' - 0 ’)’L' - 2n—|—1
(poser u = t pour retrouver une intégrale du programme)

2
1 n +o00
E(L?)= [ 2? (=In(z)" dr = u” o—Bugy — 1 (idem)
" 0 n! o nl 3ntt
et : 1 1
V(Ln) = o1 — ot

Exercice 3.12.

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur l’espace
probabilisé (2, A, P).

Soit (Xi)ie[[l,n]] une suite de variables aléatoires indépendantes de méme
loi uniforme sur [0,1]. Pour tout entier naturel » non nul, on note M, =

sup{X;, i € [1,n]}.

1. Soit n € N*. Déterminer la fonction de répartition F,, de la variable
aléatoire n(M, — 1).

2. Montrer que pour tout = € R, (F},(x)),, converge vers une valeur g(x).

3. Montrer que ¢’, définie sur R*, est une densité de probabilité. On notera
G une variable aléatoire de densité ¢'.

4. Déterminer E(G).
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Soient A un réel strictement positif et (X;)i<i<, une suite de variables
aléatoires indépendantes de méme loi exponentielle de parametre . Pour
tout entier naturel non nul n, on pose m, = inf{X;,1 < i < n} et
M, =sup{X;, 1 <i<n}.

5. Soit n € N*. Montrer que m,, suit une loi exponentielle de parametre nA.
En déduire la loi de la variable aléatoire nm,,.

6. Soit n € N*. Déterminer la fonction de répartition F,, de la variable
aléatoire Z,, = A\M,, — Inn.

7. Montrer que pour tout ¢ € R, il existe g(f) € R tel que lim F,(t) = g(t).

n—-+oo

8. Montrer que g est une fonction de répartition.

Solution :

1. Soit n € N*, n(M,, — 1) prend ses valeurs entre —n et 0 et pour z dans ce
domaine :

P(n(M, ~1) <z)=P(Yie[Ln], X; <L +1) = [P(X; < L+ 1)
= (1+ )"
n
SizeRy, Pm(M, —1)<z)=1letsiz < —n,Pn(M,—-1)<z)=0.

2. Pour tout x € R_, lim F,(z) =e" et pour tout z € Ry, lim F,(z) =
n——+oo

n——+oo
1. On pose ainsi g(z) = min{e”, 1}.

3. La fonction g est croissante sur R, de limite nulle en —oco et de limite 1 en
+00. De plus g est dérivable sur R*, avec pour x € R* | ¢'(z) = e” et ¢’ est
nulle sur R : ¢’ est bien une densité de probabilité (on prend ce que l'on
veut en 0).

4. En utilisant la formule de transfert, et en passant tout de suite a la limite :

E(G) = xetdxr = [a:ex}o = etdr = —1
R 77 JR

P(m, >z)=PNie€[l,n], X; >z)=P(X; >x)"

e—n)\ac

Ainsi, P(m, < z)=1-— e~ " et m,, suit une loi exponentielle de parametre
nA.

En reprenant le calcul précédent, ou en utilisant les propriétés de la loi
exponentielle, nm,, suit une loi exponentielle de parametre .

6. Soit z € R.
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A A

Fo(x) = P(M, < TEB) — p(vie[1,0], X, < LHIn)
— [P(X; < ZELDyn — (1 ) 1> tmn

Y rx+Inn

A
e T

7. Ainsi, pour tout z € R, lim F,(z) =e™®
n—-+oo
8. La fonction g est continue, strictement croissante, de limite nulle en —oo

et de limite 1 en +o00. Tout est dit.

Exercice 3.13.

1
1. On définit sur R la fonction g par g(x) = / |z — t] dt.
—1

Donner, suivant les valeurs de x, 'expression explicite de g(z) en fonction de
x et vérifier que g est continue sur R.

Dans la suite de ’exercice, X est une variable a densité définie sur un espace
probabilisé (2, A, P). On définit sur 2 I'application Y par :

1
Vw e QY (w) :/ | X (w) — t|dt

—1
On admet que Y est une variable aléatoire définie sur (2, A, P).
2. On suppose dans cette question que X suit la loi uniforme sur [—1, 1].
a) Exprimer Y en fonction de X.
b) Donner la fonction de répartition de Y.
c¢) Vérifier que Y est une variable & densité et donner une densité de Y.
d) Calculer I'espérance de Y.
3. On considere dans cette question une suite de variables aléatoires (X,,)n>1,

définies sur (2,4, P), ou, pour tout entier naturel n > 1, X,, suit la loi
normale d’espérance nulle et d’écart-type 1/n.

On définit, pour tout entier naturel n non nul, I'application Y,, par :

Vw e 0, Y, (w) = /1 | X (w) — t| dt

On admet que, pour tout entier naturel non nul, Y,, est une variable aléatoire
définie sur (92, A, P).

On note Fy, la fonction de répartition de Y,, et ® celle de la loi normale
centrée réduite.

a) Exprimer, pour tout réel y, Fy, (y) en fonction de ®(y) et de n.

b) Montrer que la suite (Y,,),>1 converge en loi.
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Solution :

1. Il faut distinguer trois cas :

* si x < 1, alors, pour tout ¢ de [—1,1], on a x < ¢, d’ou |x —t| =t — x. On
1

a donc dans ce cas g(x) = / (t —x)dt = —2x.

—1
*si —1 <z <1, on procede de maniere analogue et :
T 1
g(x) :/ (m—t)dt—l—/ (t —2)dt = 2% + 1.
—1 x
xsix>1,onalr—tl=x—tet g(x) =2z
—2z stz < —1
En conclusion : Vo € Ryg(z) =< 22 +1 si—-1<z<1
2x stz >1
On vérifie alors sans probleme que g est continue sur R.

2. a) On utilise la question précédente ou pour tout w de €2, le nombre
r = X (w) est dans U'intervalle [—1, 1].
On a donc, en utilisant la relation de Chasles, comme ci-dessus :
Y(w) = X?(w) + 1, cette égalité étant valable pour tout élément w de 2, on
a finalement, en simplifiant :
Y =X2+1

b) On constate donc que Y (Q) = [1, 2].
Si y est dans [1,2], on a donc : P([Y < y]) = P([X?2+1<y]) = P([X? <
y—1]).
Soit encore : P([Y < y]) =
finalement, pour y € [1,2], Fy(

P([—vVy—1 < X < /y—1]). On a donc

N
I
-
<
|
Z
|
-
|
<
|
N

Pour tout réel x de [—1,1], on a Fx(x) =

Vy—-1+41 —y—1+1
5 :

On a donc, pour y dans [1,2], Fy(y) =

0 sty <1
En conclusion : Vy € R, Fy(y) = { Vy—1 sil<y<2

1 sty > 1

c) Fy est évidemment de classe C! sur | — oo, 1[, sur |1,2[ et sur ]2, +o0|.

On vérifie facilement qu’elle est continue en 1 et en 2. Y est donc bien une
variable a densité. On obtient alors une densité en dérivant sur les trois
intervalles ouverts précédents et en rajoutant arbitrairement des valeurs en
1 et en 2.
On obtient par exemple :
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1

fy(y) = { 2y — 1

0 sinon

siy €)1, 2

2

d) Ona E(Y) = / Y 1dy, qui est une intégrale convergente (en fait
1 Y-

Y est une variable aléatoire bornée, elle admet donc une espérance).

1
1 3 1.1

(On aurait pu remarquer que E(Y) = E(X?)+1 et utliser la formule donnant
le moment d’ordre 2 d’une loi uniforme)

3. a) On utilise le systeme complet d’événements
([Xn < _1]7 [_1 < Xn < 1]7 [Xn > 1])
Ainsi, pour tout y réel :
P(Yn < y) = P([_2Xn < y] N [Xn < _1])
+P(X2+1<yN[-1< X, <-1))+ P(2X, <y|N[X, >1])
e siy <1 onavy/2 < 1/2 et chacune des trois probabilités ci-dessus est
nulle.
e sil <y <2, seule la seconde probabilité n’est pas nulle et
PY,<y)=P(-Vy-I1< X, <Vy-1)
e siy > 2, seule la troisieme probabilité n’est pas nulle et
P(Y,<y)=P(l <X, <y/2JU[-y/2 < X, < -1])

On a donc : 0 N
siy <

VyeR By (y) =4 Fx.(Vy—1) = Fx,(=vy—1) sil<y<2
FXn(%>_FXn(_%) Sly>2

D’autre part, comme X,, suit la loi N (0, %), nX, suit la loi normale centrée
réduite. On a donc, pour tout réel z, Fx, (z) = ®(nz).

On obtient finalement :

0 siy<1
Vy e R, Fy. (y) = 4 2(nvY ;1) - <I>(—Z\/y —1) sil<y<2
o('g) —o(-5) siy > 2

bjy<l = lim Fy(y)=0y>1 = lm Fy(y)=1

En tout point ot la fonction de répartition F' de la variable aléatoire constante
égale a 1 est continue, on a donc lim Fy (z) = F(z) : (Y,)n, converge en loi
n— 00

vers la variable constante égale a 1.

Exercice 3.14.
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1. Soit Y une variable aléatoire a valeurs positives. Montrer que pour tout
réel b >0

On considere dans la suite une variable aléatoire X et un réel t strictement
positif. On suppose que la variable aléatoire e!* possede une espérance.

2. Montrer que, pour tout réel a : P(X > a) < e ' xE(e!¥).

Dans la suite, on suppose que X suit la loi normale centrée réduite.
3. a ) Montrer que, pour tout réel ¢ strictement positif, la variable aléatoire
!X possede une espérance et que : E(eX) = e /2.

b) En déduire que pour tout réel a > 0, P(X > a) < e=a/2,

Solution :

1. Soit 1p la variable indicatrice de I’événement B = [X > b].
Procédons par disjonction de cas :

e siwe B, alors X(w) >2b =

X(w
#21:13(60)

e siw ¢ B, alors, comme b > 0, @ >0=1pw)

Ainsi 15 < % Par croissance et linéarité de 1’espérance

E(1p)=P(B)=P(X >2b) < E(Z;X), ce qui permet de conclure.

2. On applique I'inégalité précédente a la variable positive e
E( etX )

ta
e
La fonction In est strictement croissante et ¢ strictement positif, on en déduit :
E( etX )

eta

tX en remplacant

b par e'® > 0 et on trouve : P(e!X > e!?) <

P(X >a) = P(tX >ta) = P(e!* > e!%) <

3. a) L’intégrale définissant F(e!X) est I'intégrale L/(at’“’e_t2/2alac.
vV 2T R

—(r — +)2 2
—(x—t)” + % (forme canonique du trinéme).

/2
Or: tx— 5=
On reconnait I'intégrale d’une fonction proportionnelle a une densité normale
et :
E etX) — et2/2

b) On sait que P(X > a) < e E(e!X), ceci pour tout réel t > 0. En
remplacant on trouve :
a) < o—tat’/2

P(

s
\Y
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Il reste a prendre ¢ = a pour obtenir le résultat demandé.

Exercice 3.15.

Dans cet exercice, f est une densité de probabilité nulle sur |—oo, 0[ et positive
400

et continue sur [0, +00[. On suppose de plus que 'intégrale / xf(x)dz est
0

convergente.

1. Soit t > 0 un réel fixé. Un client se présente a un automate pour y effectuer
un retrait d’argent. On suppose que l'instant d’arrivée X de ce client a partir
de 'instant initial noté 0 est une variable aléatoire suivant une loi uniforme
sur |0, ¢[.

Le client utilise alors ’automate pendant une durée aléatoire Y, indépendante
de X et admettant f comme densité.

On appelle p; la probabilité que le client soit encore en train d’utiliser
I’automate a l'instant t.

a) Montrer que X +Y est une variable aléatoire a densité dont une densité
est donnée par la fonction g :

min(¢,z)
g(z) = %/0 f(z—u)du, si z >0, g(z) = 0 sinon

b) On note F' la fonction de répartition de Y. Montrer que :

vz e 0,8, g(=) = L1

¢
c) Montrer que P(X +Y <t) = F(t) — %/ z2f(z)dz.
0
d) Déterminer lim [tP(Y >1t)].
t—+4o0

e) Justifier que Y admet une espérance et montrer que cette espérance
vérifie E(Y) = lim (¢tp;)
t—+4o00

2. Des clients se présentent dans un hall contenant un grand nombre
d’automates. On fixe un instant initial O et pour tout réel t > 0, on note :

e (; la variable aléatoire égale au nombre de clients se présentant a I’'un des
automates entre les instants 0 et t.

e D, la variable aléatoire égale au nombre de clients encore en train d’utiliser
un automate a l'instant .

On suppose de plus que :
e (; suit une loi de Poisson de parametre At, avec A € R fixé.

e Pour tout n € N, la loi conditionnelle de D; sachant [C; = n| est binomiale
de parametre (n,p;), ou p; est défini comme dans la premiere question.
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a) Montrer que D; suit une loi usuelle dont on précisera le ou les
parametre(s).

b) Montrer que D; admet une espérance que ’on précisera.

c) Montrer la suite de variables aléatoires (D), )nen+ converge en loi vers
une variable aléatoire dont on précisera la loi.

Solution :

1. a) La variable aléatoire X suit la loi uniforme sur |0, ¢[. Une de ses densités

est donc donnée par la fonction h : x — 1]07,5[%,
indicatrice de |0, ¢[. Comme X et Y sont supposées indépendantes, X +Y est
une variable aléatoire continue dont une densité est donnée par la fonction g

définie par :

VzeR,g(z) :/

— 00

ol 1jp, désigne la fonction

“+o0

h(u)f(z —u)du = %/0 f(z —u)du.

g est évidemment nulle sur R™ et on obtient pour z > 0 :

min(¢,z)
o)==

b) Si z € [0,t], min(t,z) = z et g(2) = %/ f(z—u)du. En effectuant dans
0

I'intégrale le changement de variable v = z — u, on trouve

? F(z
o) =4 [ swyo =T,
0
c) Comme t est strictement positif,

PX+Y <t)= /t g(2)dz = /Otg(z)dz = /;@dz.

— 00
On effectue alors une intégration par parties en posant u(z) = F(z) et
v'(z) = 1. On obtient

PX+Y <t)=F(t) — %/ zf(z)dz.
+ooO +oo
d) Pour tout t € R%, 0 < tP[Y > t] = / tf(z)dz < / z2f(z)dz.
¢ ¢

“+o0
Or, par hypothese, I'intégrale / zf(z)dz converge.
0

400

Par conséquent : . ligl 2f(z)dz = 0. Par encadrement, on en déduit
—T 00
que : !
lim [tP(Y >t)]=0.

t—+o00
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400
e) Comme, par hypothese, I'intégrale / zf(2)dz est convergente, la
0

variable Y admet une espérance. De plus, pour tout ¢t € R,

tp =tP[X +Y > 1] =t(1 - P[X +Y <1]) = t(1 — F(t)) + /Otzf(z)dz

¢
tpy = tPlY > ] +/ z2f(z)dz.
0

En passant a la limite, on trouve, d’apres la question précédente, que

+oo
li = = E(Y).
Jdim () = [ 21 = E(Y)
2. a) On a déja D;(2) = N. En appliquant la formule des probabilités totales
au systeme complet d’événements ([C; = n|),ecn et en remarquant que 'on
doit avoir D; < C}, on obtient :

too e A e—)\t k by k +oo by n—Fk
P(Dy=m) = 3 ()ob(1 = pre B - By OO0 5+ (A
_ e M) i,
- k!
P (/\tpt)k =\t : : :
DouVkeN P(D,=k)= e Pt ce qui prouve que D; suit une loi

de Poisson de parametre Atp;.
b) Par propriété de la loi de Poisson, E(D;) = Atp;.

k
c¢) Pour tout n € N* et pour tout k € N, P(D,, = k) %e”‘”p".

Or, d’apres la question l.e., lim (np,) = E(Y).
n—oo

k
D’ou, lim P(D, =k) = me_ﬂf(y). La suite (D,,) converge donnc

en loi vers une variable D qui suit une loi de Poisson de parametre AE(Y").

Exercice 3.16.

Dans tout l'exercice, X est une variable aléatoire définie sur un espace
probabilisé (2, A, P) et suivant la loi de Poisson de parametre A > 0.
1. a) Montrer que P(|X — A| > \) < %

b) En déduire I'inégalité P(X > 2)) < §.

2. On considere dans toute cette question une variable aléatoire discrete Z

définie sur (2, A, P), d’espérance nulle et de variance o2.

a) Montrer que
Va>0Vz>0,P(Z>a)<P[(Z+2)*>(a+1)?.
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b) Montrer que Va > 0,Yz > 0, P(Z > a) < &L
52

c) Montrer que Va > 0, P(Z > a) 7
oc‘+a

N

1 1
d) En déduire que P(X > 2)) < T

+oo
3. Pour tout réel ¢, on pose Gx(t) = >, P(X = k)t
k=0

a) Pour tout réel ¢, justifier I'existence de Gx (t) et calculer sa valeur.

b) Montrer que : V¢t > 1,Va > 0, P(X > a) < GX(t).

tCL

c¢) En déduire que P(X > 2)) < (%)A.

Solution :

1. a) On applique I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev & X. Comme E(X) =

V(X) = A, on obtient

Px -z < V)
b) On remarque que [|[ X —A| > A\ = [X =X 2 AJU[X—-A < =)A] D [X > 2)].

On adonc P[X 22\ < P(| X = A >\ <

>l

>

2. a) Pour tout a > 0 et tout x > 0, on a

(Z+2)*>(a+2)?]=[Z+x>a+z|U[Z+2< —a—12]|D[Z>d.
D’ou I'inégalité demandée par croissance de la probabilité.

b) On applique l'inégalité de Markov a la variable aléatoire positive
(Z + x)?. On obtient :

Pl(Z +2)? > (a+2)?] <

Comme E(Z)=0,o0n a:

E(Z +2)*) = E(Z?) +22E(Z) + 2*> =V (Z) + 2% = 0% + 22
En utilisant la question précédente, on trouve ainsi :

P(Z>a) < P(Z+2)? > (a+2)?] < ST

(a + )
2, .2
c¢) Soit a > 0 un réel fixé. On étudie la fonction f : z — % définie sur
a+z
i , 2(ax — o?) ., : :
R*. Comme, pour tout x > 0, f'(z) = ﬁ’ il s’ensuit que f atteint
a+x
o . 0'2 0'2 0'2 \ 7
son minimum en x = -, avec f (7) el D’otu la formule demandée.
a“+o
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d) On applique le résultat précédent a la variable aléatoire Z = X — A
vérifiant E(Z) = 0 et V(Z) = A = 0%, En prenant a = A > 0, I'inégalité de

la question précédente devient :
2
_ _ o _ 1
PXZ22\)=P(X—-A>2)) < Yo A+

3. a) Pour tout t € R,

N 400 Lk
Gx(t)= lim (3 P(X =t)th) = e T A th = g=AM = A(t=1)

b) Pour tout t > 1 et tout a > 0,
Gx(t) = Y P(X=k)tk>t* > P(X =k)=t*P(X > a).

k>a k>a
D’ou l'inégalité demandée.

GX (t) B e/\(t—l)

¢) Pour tout a > 0 et tout ¢t > 1, on a donc P(X > a) < e =
En prenant a = 2\ > 0 et ¢ = 2, on obtient P(X > 2)\) < (%)’\

Exercice 3.17.

Le génotype d’un individu est un ensemble de 2 genes pris parmi a et A. Trois
génotypes sont possibles : 1 (aa), 2 (aA) et 3 (AA) (L’ordre ne compte pas).
On s’intéresse a 1’évolution d’une population de grande taille (génération 0)
dont la proportion du génotype i est notée u; pour i € {1,2,3}. On suppose
les mariages aléatoires et on rappelle que le génotype d’'un enfant est formé
d’un gene issu de celui de chaque parent, les deux genes d’un parent ayant la
meéme probabilité d’étre transmis.

Soit E le génotype d’un enfant de la premiere génération.

1. a) Exprimer les probabilités conditionnelles : P/—; p=;)(E = 1) pour

(i,7) € {1,2,3}% ou F et M sont les génotypes du pere et de la mere.
b) En déduire que : P(E =1) = (u1 + %)2, puis la valeur de P(E = 3).
c¢) On pose 0 = up + % Déterminer en fonction de 6 les proportions des

divers génotypes a la premiere génération : q1, g2, q3.

d) Calculer les proportions des divers génotypes a la deuxieéme génération
et en déduire qu’elles sont inchangées au cours du temps.
2. On dispose d’un échantillon de n individus. On note X; le génotype du
™ individu, on a alors : P(X; = j) = ¢;. Les variables X;, 1 < i < n sont
supposées indépendantes. Pour j € {1, 2,3}, on note N; le nombre d’individus
de I’échantillon possédant le génotype j.

a) Pour j = 1,2,3, déterminer la loi de N;, son espérance et sa variance.
En déduire un estimateur sans biais de g;.
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b) Soit n1,n2,n3 3 entiers naturels tels que : n = ny + ny + ng, montrer
que :

n!
P(N1 =n1,N2 =nz, N3 =n3) = WQ?IQQLQQQ?’
c¢) Calculer Cov(Ny, Na).
3. Pour tout entier N > 0, on pose : 0, ]Xl + ‘]2\%

a) Montrer que 6,, est un estimateur sans biais de 6.

b) Est-il convergent 7

Solution :

a) Loi du couple (M, P) : P(M
P(E =aalM = aa,P = aa) =1
e P(E=aalM =aA,P=aA)=
e P(E=aa|lM =aA,P =aa) = P(E =aa|M = aa, P = aA) =
(E=aalM =aA,P=AA)=0
b) On a:

[E =aa] = [E =aa,P =aa,M = aa)U [E = aa, P = aA, M = aa]

UE =aa,P =aa, M = aA|U[E = aa, P = aA, M = aA]
( dés que I'un des parents est AA I'enfant ne peut étre aa!)
Donc par conditionnement :
P(E=1)=P(F =aa) = 1u3 +u§}l + 2u1uz% (ug + % 5 2)2,

Par symétrie : P(F = 3) = (usg + 1622 )2

—_

’i,P :j) = uiuj

PN

1
2

¢) On pose 0 = u; + & 2,
e 1 =PE=1)=(u + 2)2:92

e 3=PE=3)=(uz+F)=1-u—uz+F)*=(1-96)
e p=P(E=2)=1-P(E=1)—P(E=3)=20(1—-90)

d) Le parametre de la deuxieme génération est O = qﬁ—%Q = 02+0(1-0) =

0 ce parametre est donc stationnaire au cours du temps.
2. a) La loi de N; est la loi B(n,q;), E(N;) =ng; et V(N;) =ng;(1 —g;) et
% est un estimateur sans biais de g;

b) On note A l'ensemble des n-uplets (z1,...,z,) de {1,2,3}" dont ny
termes valent 1, no termes valent 2 et ng termes valent 3.

On a, par indépendance des X; :
P(Ny =n1,No=n9, N3 =n3) =) P(Xi=x1,--, X, =2,)
A
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:ZP(Xlle)P(Xn:mn)

nl
P(N1 =nq, Ny =ng, N3 =n3) = qulq”q;??’ = 445 g5°

nl'ng'ng

(n1 + no + 7’1,3)'
nl!ng!ngl
ns + ng éléments en 3 sous-ensembles a ni,ns et ng éléments.

car est le nombre de partitions d’'un ensemble a n = nq +

3. Il vient, par mdependance des X;
COV(Nl,NQ) COV(Z 1)( =1, Z ].XJ_Q) Z Z COV(].Xi:l, ].ijg)
i=1j=1

=1 J=
n
= > Cov(lx,=1,1x,=2) = n(—q1q2)
i=1

et
Ny , N
B(6,) = B +92) = n E(N) + 9. E(Na) = a1 + G = 62 4-6(1-6) =6,
Donc 6,, est un estimateur sans biais de 6.
0(1—0
V(6) = L (V(N) + 1V(8) + Cov(t, V) = 200

Donc 6,, est convergent.

Exercice 3.18.
Soit n un entier de N*.

1. On note F,, I'ensemble des permutations de [1,n]. On choisit au hasard
une de ces permutations, et on définit la variable aléatoire Y,, égale au nombre
de points fixes de cette permutation.

a) Montrer que le nombre d’éléments de F;, n’admettant aucun point fixe
vaut :

b) Déterminer la loi de Y;,.
c) Montrer que la suite (Y;,), converge en loi vers une variable aléatoire

dont on déterminera la loi.

2. On note F, I'ensemble des applications de [1,n] dans [1,n]. On choisit
au hasard une de ces applications, et on définit la variable X, égale au nombre
de points fixes de cette application.

a) Déterminer la loi de X,.

b) Montrer que la suite (X,,), converge en loi vers une variable aléatoire
dont on déterminera la loi.

Solution :
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1. a) Soit d,, le nombre de permutations sans point fixes et g, = n! — p, le
nombre de permutations admettant au moins un point fixe.

Notons A; les permutation o de [1,n] telles que (i) = i. Par la formule de
Poincaré :

qn = card(A;UAU---UA,) = > (—1)"1 > card(Ag, N---NA,)
n n i+1
S (™ (= i) = 3 (EDT
(1) (2)(71, =ty =
Ainsi d,, = n! )] ﬂ
=0 Z!

n
1=

b) La variable aléatoire Y,, prend ses valeurs dans [1,n]. On a, pour tout
ke [1,n],

. o\ dp—r 1 n_k (—1)i
P =k) = (k) nl k! ga il

c¢) Pour tout k£ € [1,n], lim 1 nz_:k (=)' _e?
T nodoo K i=0 7! - k!

Ainsi (Y,,), converge en loi vers une loi de Poisson de parametre 1.

2. a) La variable aléatoire X, prend ses valeurs dans [0,n]. Pour tout
k € [0,n], pour obtenir I'’événement [X,, = k|, il faut et il suffit de

e choisir k éléments parmi n, soit (Z) possibilités,
e ces k éléments sont fixés,
e donner une image aux n — k éléments restants, autre que lui-méme, soit
(n — 1)"=* choix possibles.

o n\ (n —1)"F n\ 1 1\ F
Ainsi: PG, =) = () =m— = (k)¢ (1-7)
n—1)---(n—k+1) 1\n—k

1-= .

b) OnaP(Xn:k-):n( -

_ l n—k . . . l ~ n—- k ~ _
Or In (1 n) =(n—k)In( n) W T e 1
. nn—1-(n—k+1) 1
et ngrfoo n"k! Tk
—1
. . . _ _ e
Ainsi ngrfoo P(X,=k)= 0T

Donc (X,,), converge en loi vers une loi de Poisson de parametre 1.

Exercice 3.19.

1. Soit a un réel strictement positif. Montrer qu’il existe une variable aléatoire
réelle de variance égale a a.
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2. On suppose dans cette question que M = CCL “) est la matrice

b
de variance-covariance d’un couple de variables aléatoires discretes (X,Y).
Montrer que a > 0,b > 0,c € R et ab — c? > 0.

a c -
) vérifie a > 0,

3. Réciproquement, on suppose que la matrice M = (c b

b>0,cecRetab—c?>0.

On suppose ab = 0. Montrer que M est la matrice de variance-covariance
d’un vecteur (X,Y).

4. On suppose ab # 0. On pose

o] = a,02:\/5et =<

1=va p —

Soit (U, V') un couple de variables aléatoires discretes, avec U et V indépendantes
et possédant chacune une variance égale a 1.

Montrer que (01U, oopU~+024/1 — p?V') a pour matrice de variance-covariance
M.

Solution :

1. Par exemple, si X suit la loi normale N'(0, 1), alors y/a X suit la loi normale

N(0,a).

2. La variance étant positive, on a a > 0,c > 0 et ab— c? > 0 n’est autre que
I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

3. On suppose ab = 0, alors ¢ <0 =>c=0et M = (8 2) par exemple.

Auquel cas, A est la matrice de variance-covariance de (C,vbX), ot C est
une variable aléatoire constante.

4. V(X) =0, V(Y) = 03p* + 05(1 — p?) = 03
Cov(X,Y) = E(01U X (02pU + 024/1 — p2V)
—01E(U) x E(o2pU 4 024/1 — p?V)

Cov(X,Y) = \@\/ﬁ

On vient de montrer dans le cas 2 x 2 que toute matrice de variance covariance
est une matrice symétrique réelle positive et réciproquement que toute
matrice symétrique réelle positive est une matrice de variance covariance.

Apres calculs
=c



