1
ANALYSE

Exercice 1.1.

On considere 'ensemble E des fonctions f de classe C* de [0,1] dans R et
telles que f(0) = f(1) = 0. On rappelle que la fonction cotangente est définie,

. . _cos(x)
lorsque cela est possible, par : cotan(x) = ()’

Dans toute la suite f est un élément de F.

1. a) Déterminer un équivalent simple de cotan(nt) quand ¢ est au voisinage

de 0.

b) Montrer que la fonction ¢ définie sur |0, 1[ par : ¢(t) = %t)f’(t) admet
une limite finie lorsque ¢ tend vers 0 par valeurs supérieures.

¢) Etablir I'équivalent suivant : cotan(mt) o) ﬁ

d) Déduire de ce qui précede l'existence de l'intégrale I définie par :

I:/O f@)f'(t) cotan(wt) dt

2. a) Déterminer les limites suivantes : lim f2(¢) cotan(rt) et lim f2(t) cotan(mt).

t—0+ t—1-—

b) Etablir la formule suivante :

1
onl = m? / f2(t) (1 + cotan?(nt)) dt
0
3. a) Justifier 'existence de Uintégrale J définie par :

J:/O (f'(z) — 7 f(z) cotan(mz))” dz
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b) Utiliser le fait que I'intégrale J est positive pour montrer que, pour tout
élément f de E, on a :

/ () / F2(t) dt

4. En considérant la fonction f; définie sur [0, 1] par fi(z) = sin(7z), montrer
que la constante 72 obtenue dans la relation précédente est la meilleure
possible.

5. Etablir pour tout élément f de E, I'inégalité suivante :

/Ol\f (1))t < / 172(t) dt
1

a) On a lim cos(nt) =1 et sin(u) ~ u, d’ou : cotan(wt) =.
t—0 0 Tt

Solution :

b) On écrit p(t) = Mf’(t) et comme f est de classe C! sur [0, 1],

t—0
ona: lim o(t) = (f'(0))%
t—0+
¢) On pose u =1 —t. On a : cotan(rt) = cotan(m — mu) = — cotan(wu) et

par le résultat a) :

1
cotan(mt) S ey R o

d) La fonction ¢t — f(t)f'(t) cotan(nt) est continue sur 0, 1[ et 'intégrale
semble doublement impropre :

—_

« FO /() cotan(mt) ~ L L@ gy —y (O

(o) ™ 1 t—ot T
* f(t)f'(t) cotan(mt) (lr\_d) %_ f(t% = {( )f/(t) t:z (f/(;))z

Finalement, I'intégrale est «faussement» impropre en 0 et en 1 donc conver-
gente.

a) x f2(t) cotan(rt) o 1) xf(t) ; 1(0) xf'(0) =0

0t) s t t—0t+ T
De méme : f2(t) cotan(mt) i~ f7(Tt) x f(t% — {(1) v fgrl) xf'(1) =0
b) Pour 0 < a < b < 1, soit I(a,b) / f@)f'(t) cotan(wt)dt, on a :
I'= lim I(a,b).
a—0,b—1

On procede alors a une intégration par parties :
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{u%t) = FO)f'(t) = u(t) = 3 *(t)
v(t) = cotan(nt) = v'(t) = (1 + cotan®(nt))

Les fonctions u et v sont bien de classe C! sur [a,b], d’ot :

I(a,b) = [@x cotan(mt)] / £ (1 + cotan?(nt)) dt

D’apres 2. a), le crochet tend vers O d’ou :

I= %/0 f2(t)(1 + cotan?(xt))dt et 2wl = 7r2/01f2(t)(1 + cotan?(7t))dt

/ 0 /
3. a) Puisque lim f(t)cotan(nt) = S 0) et lim f(t)cotan(mt) = ) (1), J
t—0+ T t—1- T
est convergente (faussement impropre) et clairement J > 0.

b) On a donc :
1 1 1
/ f2(t)dt — 27r/ f'(t) f(t) cotan(wt)dt + 71'2/ f2(t) cotan?(wt)dt > 0, i.e.
0 0 0

en transformant la derniere intégrale :

/0 f2(t)dt — 27r/0 f' (@) f(t) cotan(wt)dt + 7r2/0 f2(t)(cotan?(nwt) + 1)dt

1
—72 / f2(t)dto
0

Les deux intégrales centrales se télescopent (résultat 2. b)) et il reste :

/f2 t)dt < —/f’2 t)dt

1 — cos(20) 1 + cos(20)

4. Avec sin*(f) = — et cos?(0) = ——5 il vient :
1 1
/ sin? (mz)da :/ cos?(nx)dx = 1
1 0 1 O ’
Donc : / f2(t) = % et / FE)dt = 2 , ce qui prouve que la constante %
0 s

est la meilleure possible pour que I'inégalité soit universelle.

5. On applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz qui donne :

/If |dt<\//f2 )dt \/(/Olf’2(t)dt)

On majore alors “ f2(t)dt par \/%/ f2(t)dt, d’ou :
/ rorwla<t [0
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Exercice 1.2.

Pour tout A € R, on dit que la suite réelle strictement positive (uy,)nen-
vérifie la relation E lorsque :

Untl _q _ A + o(l) quand n tend vers I'infini
U, n n
1. Soit B € R et les deux suites (v,,) et (y,) définies par :
oVnGN*,vn:%;
n

1

VneN Yy, = ———=.

*n Y n(lnn)?

a) Montrer que les deux suites vérifient une relation E) (avec A\ a
déterminer & chaque fois).

b) Etudier la convergence des deux séries > v, et > ypassociées.

2. Soit A < 0. Montrer que si la suite (u,,) vérifie (E)), alors la série Y u,
diverge.

3. Soit (u,) une suite qui vérifie (E)) avec A > 1. On choisit 8 tel que
A > 3> 1 et on considere la suite (vn)neN* = (n")pen--

Un+1 . Un4+1 _
Uu Up,

a) Montrer que H +o ( ) ou i est un réel, indépendant

de n, a déterminer.

b) Justifier 'existence d’un entier naturel N tel que, pour tout n > N, on
ait Un+1 < Un+1 )
Unp, Up,

c¢) Prouver que la série ) u,, converge.

4. Soit (uy) une suite qui vérifie (Ey) avec 0 < A < 1. Montrer que la série
> u,, diverge.

5. Pour n > 2, on pose w, = /(n —1)! H sin (ﬁ) Déterminer la nature

de la série > w,,.

Solution :

1. a) et b) @ La série > (v,) est une série de Riemann, convergente si 5 > 1
et divergente sinon et on a :

. -B

UU:1:<1+%) :1_§+0(%)7d0n0)‘:5‘
1

t(Int)?

7/ N . 7/ . . V4 7/ . V .
théoreme de comparaison série/intégrale, la série n converge s’il en est de

g
meéeme de l'intégrale / L 5
5 t(Int)

e La fonction t +— est positive et décroissante sur |1, 4oo[, par
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T T
Or: /2 t(litt)z = [— ﬁ} ) T_)—+>OO ﬁ, la convergence de la série Yy, est

donc acquise.

Par ailleurs on a : In(n+1) _ 14+ L In(1 + 1

In(n) Inn n

n 2 -1 —2
yyzlznil(ln(glLQ = (1+4) (1+0() =1~

) =14 o(:), donc :

3= 3=

+ 0(%), et A =1.

2.SiA<0alors:%—1 ~ —2s0.

\ . . u
Donc a partir d’un certain rang, on a ZH >1:dn9,Yn = ng, Uy = up, >0
n

Donc la suite (u,, ), ne peut tendre vers 0 et la série diverge grossierement.

3. a) Par différence on a immédiatement p = 5 — A.

b) Comme 3 — X\ < 0, la suite de terme général UZH — UZ“ est négative

n n
a partir d’un certain rang :

3N,Vn > N, “ZH g Yntl

n UT’L

. JURY s . .U u , . J T
c) Ce qui précede s’écrit aussi —ntl < Un et une récurrence immédiate
Un41 Un
donne alors :

Vn>N,0<u, <y, = Ko, avec K = 4N
UN UN

La série de Riemann ) v,, converge car 3 > 1. Par le théoréme de compara-
ison sur les séries positives, on en déduit la convergence de Y uy,.

4. En raisonnant comme dans la question précédente avec 8 € |\, 1], on
obtient :

IN,Vn > N, Yntl 5 Untl
Un Up,
puis : Vn > N,u, > Z—an = Kv,,0
N

puis (comme K # 0 et § < 1), par théoréeme de comparaison pour les séries
a termes positifs, la divergence de > v,, donne celle de > u,,.

3
5. Au voisinage de 0 : sinx = x — % +o(z?) et puisque lim Ln =0,ona:
n—0o0
Wni1 _ : 1 y_q_1 1
o —\/ﬁsm(\/ﬁ)— 6n+0(n)'

Comme la série Y w, est a termes strictement positifs, d’apres la question 4

avec \ = % < 1, on conclut a la divergence de la série ) w,.

Exercice 1.3.
Vo — 0
1

VneN v, =4 /vn+ ==

On considere la suite (v,,), -, définie par :
> o
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1. Montrer que, la suite (vy,),~, est bien définie et a termes positifs.

2. a) Etudier la fonction frn définie sur R* pour n € N par :

Vx}O,fn(m):xQ—:c—zin
2 1

b) Montrer que ’équation z* — x — on = 0 possede, sur R, une unique
solution que 1'on note a.,.
3. a) Etudier le signe de f, () — fai1(z).

b) En déduire que la suite (o, )n,en est décroissante.

c) Etablir, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, I'inégalité suivante :
Up = Ol

d) En déduire que la suite (vy,),>2 est décroissante.

4. a) Montrer que la suite (v, )n>0 converge.

b) Déterminer la valeur de sa limite.

Solution :
1. Evident.
2. a) f, est une fonction polynéome donc dérivable. On a : f/(x) = 2z — 1,
d’oui le tableau de variation de f,, sur Ry :

x 0 1/2 +00
o) - 0 +

I AN

Sur [0, %] et méme sur [0, 1], la fonction est strictement négative et donc
ne s’annule pas. En revanche sur [1,—|—oo[, fn est strictement croissante
et continue, elle réalise donc une bijection de [1,+oo[ sur [—1/2", +o0l.
le nombre 0 appartient a l’ensemble d’arrivée et possede donc un unique

antécédent «,,, avec a,, > 1.

3.a)On a f,(x) — fni1(x) = —2n—1+1 et donc f,(x) — fry1(z) <O.
b) En appliquant I'inégalité précédente en a1 on obtient :
fn(O‘TH-l) < fn+1(04n+1)> soit fn(an+1) < 0, c’est-a-dire fn(an—Fl) < fn(an)

Comme sur l'intervalle considéré la fonction f,, est strictement croissante, on
en déduit que a,11 < a, et la suite (o, )nen est bien décroissante.

c) % ag est la solution positive de 1’équation 22 — 2z — i = 0.
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On trouve oy = 1+—2\/§ tandis que v1 = 1 et que vy, = \/g = \/TE Or
(1++/2)2 =3 +2v2 <6, donc az < vy,

* Supposons que pour un certain n supérieur ou égal a 2, on ait : «a,, < v,.
Alors : apy1 =y /an + 2% < /o, + 2% = Up+1, €t comme la suite () est
décroissante on a a fortiori : a1 < Upy1.

On conclut par le principe de récurrence : Vn2, a,, < vy,.

d) En appliquant f, qui, sur lintervalle considéré, est croissante, on
obtient : 0 = f,, () < frn(vn).

2
n

2

202 ;. Comme tout est positif il

On a donc v2 — v,, — on > 0, a fortiori v

vient v, v,114 et la suite (vy,),>2 est décroissante.

4. a) La suite est décroissante a partir du rang 2 et minorée par % ou meéme

par 1, elle est donc convergente de limite notée /.

b) On sait que v, 41 = 4 /vp + 2% En passant & la limite, on obtient ¢ = /¢,

soit £? — ¢ = 0. Cette équation possede deux solutions 0 et 1. Comme 0 est &
rejeter, il reste £ = 1.

Exercice 1.4.

Pour tout x et y réels strictement positifs, on pose B(z,y) = /11590_1(1 —
t)y—tdt. '
1. Prouver la convergence de 'intégrale définissant B(z,y).
2. a) Prouver que Vo > 0,Vy > 0, B(x,y) = B(y, x).
b) Montrer que Va > 0,Vy > 0, B(z + 1,y) = %B(az,y +1).
3. Montrer que Vz > 0,Vy > 0,B(z,y + 1) = B(z,y) — B(zr + 1,y). En

déduire que :

Bz +1,y) = ;= Bl.y)-

4. Soit n un entier naturel non nul. Soit x un réel strictement positif.

a) Etudier le signe sur [0,1] de la fonction g : t — e~* — 1 + ¢. En déduire

que pour tout ¢ € [0,n], on a :
(1-Lymget.
n

2
b) Montrer que pour tout t € [0,n], on a (1 — %)e’t <(1- %)"
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n

+oo
c¢) Montrer que lim (1-— %)” tr=ldt = / t*~le~tdt = I'(x)
0

n— 00 0

5. Montrer que :

Vo> 0,0(z) = li nn! .
v (@) nl—%ox(:c—kl)...(a:—kn)

Solution :
1. La fonction f: ¢+ t*71(1 —¢)¥~1 est continue et positive sur 0, 1].

1 1
f(t)(”(\;)m,avecl—x<l. f(t) 5 m,avecl—y<1,

1
Par suite, deux applications de la regle de Riemann montrent que / f(t)dt
0

converge.

2. a) Le changement de variable v = 1 — ¢ dans lintégrale B(zx,y) donne
immédiatement 1’égalité demandée.

b) Soit 0 < a < b < 1. On calcule /bt”:(l — t)¥~1dt au moyen d’une
intégration par parties en posant u(t) = a““", d’ott v/(t) = zt* 1 et v'(t) =
(1 —t)¥~1, en prenant v(t) = —i(l —1)v.

Comme li(l)rn(uv) = li{n(uv) = 0, il vient alors par passage a la limite :
B(z+1,y) = %B(w,y +1).
3. On remarque que
B(z,y+1) = / t*= 11 —t)v1 (1 —t)dt = B(z,y) — B(z + 1,y).

0
De la question précédente, on déduit que :

B(z+1,y) = %B(x,w 1) = %(B(w,y) — B(z + 1,y)).
Ainsi :
X

B(x+1,y) =

w4y @)

4. a) La fonction g : t — e~ % — 1 + ¢ est croissante sur [0, 1] avec g(0) = 0.

Elle est donc positive sur [0, 1].

D’oti, pour tout ¢t € [0,n], (1 — %) < e~%. En élevant & la puissance
n, on trouve l'inégalité demandée. On peut aussi invoquer la convexité de
I’exponentielle pour prouver que Vu € R, 1 + u < e“, relation que l'on

applique a u = —% avant d’élever a la puissance n®"°.

b) La relation & démontrer est évidente si ¢ € [y/n, n|. Considérons a présent
le cas ou t € [0,/n].
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i - : t t2
On étudie sur [0, \/n] la fonction f : ¢ +— nln (1 — ﬁ) +t—In(1- E)'

— 1)+ (n—1))

La fonction f est dérivable sur [0, \/n[ et on vérifie que f'(t) = t((t( Dn—12)
n—t)(n—

quantité positive pour tout t € [0, /n].
Par suite, pour tout t € [0,/n[, f(t) < f(0) =0.

2
On en déduit que nln (1 — %) < In (1 — %) — t. L’inégalité demandée s’en

déduit par croissance de la fonction exponentielle.
¢) On déduit de a) et b) que :

/ (1- %)e_ttw_ldt < / (1—L)"==tdt < / et 1dt.
0 0

0
n

Or, par définition, lim e t*1dt = I'(x).

n—-+oo 0
D’autre part,

n n n

2
lim (1 — %)e_ttw_ldt = lim e ttr=1gt — lim L [ e—tgrtiqe

n—oo [, n—oo [, n—oo N 0
=I'(x) —0I'(x+2) =T(x)

Le théoreme d’encadrement permet alors de conclure a 1’égalité souhaitée.

5. Le changement de variable u = % donne / (1- %)ntx_l dt = n"B(n +
0

1, x).
On applique alors la formule établie a la question 3. lorsque x = n (entier
naturel). En réitérant la relation, on obtient :

B(n+1,y) = nzﬂmwzwilgnguw)

n—+y

1
Comme B(1,y) = / (1 —t)y=tdt = i, on en déduit que pour tout entier
0

|
naturel n et tout réel y > 0, on a: B(n+1,y) = n: .
; Y ALY = T T

L _ t\Mz—1 — T — T n!
Amsl,/O (1 n> t*“rdt=n"B(n+1,z) =n EES N R

Il suffit alors de passer a la limite lorsque n tend vers I'infini et de reconnaitre
['(z) dans le membre de gauche grace a la question 4. c)

Exercice 1.5.

Soit F l'espace vectoriel des fonctions définies et continues sur l'intervalle
[0, 1] et soit F' le sous-ensemble de E constitué par les fonctions h de classe
C? sur [0, 1] qui vérifient les deux relations :
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h(0) — A (0) =0
h(1)+Ah'(1)=0
ou h’ désigne la fonction dérivée de h.

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.

2. Soit @ ’application qui, a tout élément f de F, fait correspondre la fonction
g = ®(f) définie par :

Vi e [0.1], g(x) = B(f) () = / el £(y) dy

a) Montrer que ® est un endomorphisme de E.

b) Montrer que, pour tout f de E, g = ®(f) est de classe C? sur [0,1] et
calculer ¢’ et ¢”, ou ¢’ et g” désignent respectivement les dérivées premiere
et seconde de g.

c¢) Montrer que, pour tout f de E, g = ®(f) appartient a F.

3. a) Déterminer le noyau de ®.

b) Soit g un élément de F. A Tlaide d’intégrations par parties, établir la
relation : ®(g¢"”) = ®(g9) — 2g¢.

c¢) En déduire que toute fonction g de F' est I'image par ¢ d’une fonction
f de E et d’une seule.

Solution :

1. Les applications ¢ : h — h(0) — h/(0) et ¥ : h — h(1) + h/(1), sont
clairement des formes linéaires sur C2([0,1]) et F = Ker(p) N Ker(1)) est un
sous-espace de C2([0,1]), donc a fortiori de E.

2. a) La linéarité de ® est une conséquence simple de la linéarité de
I'intégration sur [0, 1], mais il faut vérifier que g = ®(f) est continue sur
[0, 1], pour cela on écrit :

g(z) = / "ol f(y) dy + [ it ay

x 1 x
_ / = f () dy+ / "V f(y) dy = e / eV f () dy+e” / eV f(y) dy

0 T
Sous cette forme la continuité de g résulte de la continuité des fonctions
r—etf,rzie xetf(r)etx—e T f(x) ...

b) ...et g est méme de classe C!, avec :

(@) = () (@) =~ | " f(y) dy

0
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1
+ em/ e Y f(y) dy + e xe" f(x) +e”(—e 7" f(2))
xX * 1
- _e—m/o e’ f(y)dy +ex/x eV f(y)dy

La fonction ¢’ est encore de classe C!, avec :

¢ () = B(f)" () = o / " f(y) dy + o [ sty
oo f(x) + o (e~ £ (2)

T 1
Soit : ¢/(x) = e~ / eV f(y) dy + e / V1 (y) dy — 2f ()
C’est-a-dire : 0 v
va e [0,1],¢"(z) = glz) — 2/(x)

c) Les calculs précédents donnent en particulier :

3()(0) = / eV (y) dy; B(f)(0) = / e~V f(y) dy

(f)(1) = e / eV f(y)dy: B(f)(0) = —e! / eV f(y) dy

0 0
Donc g = ®(f), qui est continue sur [0, 1], vérifie g(0) = ¢'(0) et g(1) =
—¢'(1). Donc :
VfeE®(f)eF
3.a) Soit feKer®,onag=(f)=0et g =0,donc 2f =0et f=0.
Ker(®) = {0}

b) Pour pouvoir intégrer par parties, on revient a la forme vue en 2. a) :

x 1
Q(g")(x) =e" / eVg" (y) dy + e” / e Vg (y)dy
0 T

D’ot, en intégrant ¢” en ¢’ :
T 1

—x x - — 1 _
D(g") () = e~ ([evg'(9)] 5~ /0 evg'(y) dy)+e* ([e 7' (4)] ,+ / e~y (y) dy)
On recommence, dans le méme sens :

D(g")(z) =e " ( [e¥(g' () — 9(v))], + /O xeyg’(y) dy)

et puisque g € F', il reste :
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®(g") = 0(g) — 29
c) Pour g € F, on a %(g —g") € E et CI)(%(g —¢")) = g. Comme on sait
déja que ® est injective, on conclut.

Exercice 1.6.

Pour tout intervalle I de R et toute fonction f de I dans R, on dit que f
est lipschitzienne sur I §’il existe un réel k € R% tel que pour tous x,y de I,
|f(x) — f(y)| < k|z — y|. On dit alors que f est k-lipschitzienne.

1. a) Montrer que les fonctions constantes, puis la fonction valeur absolue
sont lipschtziennes sur 1.

b) Montrer que si f et g sont lipschitziennes et bornées, alors fxg est
lipschitzienne sur I.

c¢) Montrer que toute fonction lipschitzienne sur I est continue sur [I.

d) Soit [a,b] un segment de R. Montrer que si f est de classe C! sur [a, b],
alors f est lipschitzienne sur [a, b).

e) Montrer que la fonction z — /z n’est pas lipschitzienne sur [0, 1].

Pour tout n € N, pour tout k£ € [0,n], on définit la fonction polynéme P, j
sur [0, 1] par :

Va €[0,1], Pyylz) = (Z)xk(l — )k,
Pour toute fonction f continue sur [0, 1], on pose B,(f) = > f(%)Pn k-

2. Montrer que pour tout = € [0, 1] :
n
2
> (% —z) Py i(z) = %x(l — ).
k=0
Dans toute la suite, on considére une fonction f p-lipschitzienne sur [0, 1].

3. Montrer que | f| est bornée sur [0, 1]. Nous noterons M sa borne supérieure.
Soient x € [0,1] et @ > 0. On considere les ensembles

&r={ke ﬂO,n]]/‘% —z|>a}et&={ke ﬂO,n]]/}% —z| <a}
ainsi que les sommes :

Si(@) = 5 [F(E) = f@)|Par(@) et Sa(w) = 5 [F(E) = f(2)|Poi(a).
ke& keé&s

M
2na’’
b) En déduire que lim sup |B,(f)(z) — f(x)| = 0.

N0 4€[0,1]

4. a) Montrer que Sy(x) < pa puis que Sy (x) <
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Solution :

1. a) Les fonctions constantes sont clairement 158-lipschitziennes sur R.
D’apres la deuxieme inégalité triangulaire, pour tous x,y € [0, 1], ||z| —|y|| <
|x — y|. Ainsi, la fonction valeur absolue est 1-lipschitzienne sur R.

b) Notons My (resp. My) un majorant de |f| (resp. |g|) et supposons que

f (resp. g) est kg-lipschitzienne (resp. ky- lipschitzienne). Soient x,y € I, on
a:

[f(@)g(x) = fw)gW)l < f(@)g(x) — Fy)g(@)l + [f (w)g(x) — f(y)g(y)|
< M| f(z) — f(y)| + Mylg(x) — 9(y)]
[f(@)g(z) = F(y)g(W)| < (Mgky + Myskg)|z —yl.
Ainsi, fg est (Mgky + Myk,)-lipschitzienne.
c¢) Soit f une fonction k-lipschitzienne sur I et xg € I. Alors, pour tout
rel, |f(xo) — flz)] < klzg — 2 = 0 : f est continue en tout point xy.

d) Soit f une fonction de classe C! sur [a,b]. Alors, f’ est continue sur
[a,b] donc |f’| est bornée sur [a,b]. Notons M sa borne supérieure. D’apres
I'inégalité des accroissements finis, pour tous z,y € [a,b], |f(x) — f(y)| <
M|z — y|, et f est lipschitzienne sur [a, b].

e) Supposons par l'absurde qu'’il existe une constante k € R telle que
la fonction racine carrée soit k-lipschitzienne sur [0,1]. Alors, pour tous
z,y € [0,1],

Ve =yl <klz—yl.

En particulier, Vz € ]0,1],/x < kx, i.e. 1 < ky/x ce qui est faux pour z
assez petit.

2. On peut faire un calcul direct, mais : soit X une variable aléatoire suivant
la loi binomiale de parametres n et x € [0,1]. On sait que l'espérance de X
vaut nx et sa variance nz(l — z) (méme pour x € {0,1}). Donc :

nx(l —z) = i (k —nz)?P(X =k) = i (k — nx)? (Z)xk(l — g)n—k
k=0 k=0
=n? Y (£ —2)"P, ()
k=0

Soit :

i (E _ 56)2Pn,k;(93) _ M

E—0 n n

3. La fonction f est lipschitzienne donc continue sur I'intervalle [0, 1]. Elle est
bien bornée.

4. a) Comme la fonction f est p-lipschitzienne, pour k € &,
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E—sl<a = [F(E) - f(2)] < po
Ainsi,
S2 < 3 paPp(z) <pa 3o Pug(z) < po
keé&s ke[o,n]

Comme la fonction |f| est bornée sur [0, 1] par la constante M,

S1< Y 2MP,i(z) <2M Y #(g_xypn,k(x)

ke& ke&s
1k 2 oM z(l—=z) = M
<2M =S(>—x) P, < < )
ke[[ZO,n]] o’ (n #) Pu k() o 2a°n
car 0 <z(l —z) < 1
4
b) Finalement :|B,,(f)(z) — f(x)| < S1 + S2 < pa+ 22M2. Donc :
no
sup | Bu(f) = f1 < pa + 22,
[0,1] 2no
Ainsi, pour tout € > 0, en choisissant o = 28_,0 puis n assez grand, on a bien

sup |B,(f) — f| < ¢, soit :
[0,1] :
lim sup|Ba(f) — f] = 0.

Exercice 1.7.

On admet que la suite de terme général 1 + % + e+ % — Inn converge et

on note v sa limite. On considere en outre les fonctions :

. 1ot . et
S:x— 7 dt,xe R e R:z+— 7 dt,z >0
0 T

1—et
1. Soit f la fonction définie sur R par : f(t) = { t sit#0,
1 sit=0
Montrer que f est continue sur R.

2. Etablir la convergence des intégrales définissant S(z) et R(x) respective-
ment sur R et R7 .

1 n
3.Montrerque:1—|—%—|—---—|— :/#dt.
0

1
n
4. En déduire que pour tout n > 1,
1 n
1+%+---+l—lnn:/ 1_€n(t)dt—/ e”(t)dt,
n 0 ¢ 1

t
t
L)

ou e, est définie sur [0,n| par e, (t)

5. a) Montrer que pour tout ¢ réel, 1+t < e'.



Analyse 19

b) Montrer que pour ¢q € [0,1[,1 — ¢" < n(1l — q).
6. En déduire que pour tout n € N* et pour tout t € [0, n],
(1- Z—z)ne_t <en(t) <et
ﬁe_t.

puis que 0 < et —e,(t) < -
7. Montrer que v = S(1) — R(1).

Solution :

1. La fonction f est évidemment continue sur R*. De plus, e 5 1+u+o(u),
0

ce qui montre que f est aussi continue en 0.

2. Pour x € R, S(z) est 'intégrale d’'une fonction continue sur lintervalle

—t
fermé borné d’extrémités 0 et z, donc convergente. Pour > 0, t — &—

t
est continue sur [z, 1], donc I'intégrale de cette fonction sur cet intervalle est
‘oo _ —t
convergente. Enfin, / ert est convergente car t1 — |eT| < e ! dont
1

I'intégrale est convergente.

1—(1—¢)"

3. On a, 7

=1+(1—-t)+--+1—-t)" 1 don,

11—(1—t)n _n—l 1 _n—l (1_t)k:+1 1o
e S [a-ota=E (- S - 2 4

—_

4. En effectuant le changement de variable affine u = nt, on obtient :

OO A Sl (S DS PR o el (P "
ZE—/O —Xﬁdu— OTd’UJ—F )

1 " n
:/ 1Lﬁl(t)agt_/ en_(t)dt+1nn_
0 t p

D’ou le résultat.

t

5. a) La fonction ¢ — e" — 1 — ¢ admet pour minimum 0 en 0. Donc

VteR, 1+t<el.
b) Pour ¢ € [0,1] : 1 —¢" = (1= q)(1+q+¢*+¢" ") <n(l —q).

6. On en déduit successivement que pour tout réel ¢, 1 + % < e et

1- 1 < e_%, ce qui implique pour ¢ € [0,n] :

N 3

K0 < en(t) = (1= Lyn < emm)n =t
* 0

/N

n
t\n . —t t.o—t _ _ﬁn—t _tyn _
(1+n) et <elet=1et (1 n2) et < ( n) = e, (1)
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2 2 2
Or, pour t € [0O,n],ona:1—(1— t—z)” <nx—5 = % (résultat 5. b)) , d’ou :
n n
2
0<et—en(t) < Let
n
1 n
7.0na:vy= lim (/ 1_—6”(t)dt—/ e”—(t)dt) (question 4.)
niae Uy T Lt
Or : . ) .
R— _t_
co< [ 1=e® g gy [ el g L[ ety — 0
0 t 0 t n 0 n—o00
n n ot no_y
. en_(t)dt:/ enlt) —e™® p o [Tet
0 1 t p 0
n _—t n —+ o0
et0</ e_t—en(t)dtgl/ te—tdtgl/ te~tdt — 0
1 1 1 n—o0

n

—t
tandis que : lim [ &—dt = R(1)

n—oo [y t

Ainsi v = S(1) — R(1).

Exercice 1.8.
Pour A € RT, on considere le polynéme Py = X3 + A\ X — 1.

1. Montrer que ce polyndéme admet un unique zéro réel noté wu(\).

2. Montrer que la fonction u : A — u()) est décroissante sur R™.

3. Montrer que pour A > 0, on a u(A) < %, en déduire lim wu(\).

A—+00
4. a) Montrer que u est bornée.
b) Montrer que pour A et \g dans R*, on a :
[w(A) = u(Ao)][u(A)? + w(Mu(Xo) +u(Xo)® + Al + (A = Ao)u(Ao) =0
c¢) Montrer que u est continue sur R™.

5. Montrer que u est dérivable sur R et exprimer u/()) en fonction de u(\).

6. Montrer que u est une bijection de R sur |0, 1].

Solution :

1. On a P{(z) = 32> + X\ > 0 et z — Py\(z) est strictement croissante sur R.
Comme lim Py = —o0 et Li_m P, = +o00, P, réalise une bijection strictement
— o0 o0

croissante de R sur R : P, s’annule une fois et une seule sur R.
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Notons que Py(0) = —1, donc u(\) > 0.

2. Soit A\, X tels que M < \. On a :

Py(u(X)) = u(N)2 + Au(N) — 1 =u(N)3 + Nu(N) — 1+ (A= N)u(N)
=A=XN)u(N)>0

Ainsi Py (u(X')) > Px(u(M)) et donc u(N) > wu(A), ce qui prouve que

I’application u est strictement décroissante.

1—u()\)? 1
3. On a u(A) = — donc A >0 = wu(\) < 5 et comme u(A) > 0,
on en déduit :
lim u(A) =0
A—+oo

4. a) u est positive strictement décroissante, telle que u(0) = 1, la fonction u
est & valeurs dans [0, 1], donc bornée.

b) On a : u(A)? + Au(N) = 1 = u(Xo)? + Mou(Xg), soit :
[u(A) — u(X0)][u(N)? + w(X)u(Xo) + u(Xo)? + Al + Adu(A) — Ao)u(ro) =0
et comme Au(A) — Au(Ag) = AMu(A) — u(Xg)) + (A = Ao)u(No)
[u(X) = u(Ao)][u(A)? + u(X)u(Xo) +u(Ao)® + Al + (A = Ao)u(Ao) = 0

c¢) Ecrivons :
A—A |u()\0) ’)\ — )\0‘”&()\0)
A) —u(X)| = | 0 < > 0
) = uQo)l = T 0 (T at0) + 1) T2 w(Mo)? A—io
Donc u est continue en tout point Ag.

5. En revenant sur le calcul précédent, on écrit par continuité de u :

u(A) —uo) _ u(Xo) C_u(N)
A= o uN)Z + uN)u(ro) + uho)2 + A Asxe 3u(Ao)® + Ao
u est dérivable sur Rt et v/(z) = —Lfg)
3u(x)* +x

6. u' est strictement négative, donc wu réalise une bijection strictement
décroissante de RT sur son image |0, 1].

Exercice 1.9.

On considere une fonction f définie et continue sur [0, 7] et l'intégrale

I, = /0 F(t) sin(nt)dt.

1. On suppose que f est de classe C! sur [0, 7]. Montrer que la suite (I,,) est
convergente de limite nulle.

2. On suppose ici que f est seulement de classe C° sur [0,7]. On veut
démontrer que le résultat précédent est encore valable.
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a) Soit n € N*. Soit F' la fonction de R™ dans R qui a tout n-uplet de réels
(a1, az,...,ay,) associe le nombre %/ (f@t) = X ax sin(k:t))2dt. Pour tout
0 k=1

k,mlmmebgf):g%lff@)ﬁn@ﬂdt

Enfin, on rappelle que pour tout couple de réels (a,b), on a

sin(a) sin(b) = % (cos(a — b) — cos(a + b)).

Calculer pour tout couple (k, ¢) d’entiers strictement positifs I'intégrale
/ sin(kt) sin(£t)dt.
0
En déduire que quel que soit (ay,asg,...,a,) € R :
F(a17a2>---aan):Zai_2zakbk /f2
b) Montrer que F' admet un minimum global au point (b1(f),---,bn(f)).
Quelle est la valeur de ce minimum ?

¢) Montrer que la série Y (by(f ))2 est convergente et donner un majorant
de sa somme.

d) Conclure.

Solution :

1. Les deux fonctions & intégrer étant de classe C! sur [0, 7], une intégration

par parties donne : I, = [ — ﬁf( ) cos(nt)] / f/(t) cos(nt) dt

Les fonctions f et f’ sont bornées sur le segment [0,7] par M et M’
respectivement. Ainsi :
/
1, < 2M 4 xM
n n

cette derniere expression tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini. Donc
lim I, =0.

n—-+o0o
1 1
a) Comme sin kt sin /t = 5 cos(k — 0)t — 5 cos(k + 0)t, il vient :
i . [0 sikA£S
/0 sin(kt) sin(4t)dt = {7r/2 G k]

Ainsi: F(ay,...,a,) = %/ﬁf2(t)dt—2 ki akbk(f)—i—%/ﬂ( i ay Sin(kt))th
0 =1 0

k=1
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Lorsqu’on développe le carré de la derniere expression, tous les termes des
doubles produits ont une intégrale nulle, alors que l'intégrale des autres

termes vaut % On obtient ainsi :

Flai,as,...,a,) =Y a3 —2 > arbp(f) + %/ f2(t)dt
k=1 k=1 0

b) Le calcul donne :

n

Flay,...,an) — Fb(f),....bn(f) = Jar — be(f)]°0

k=1
Il en résulte que F' admet un minimum global en (b1 (f),...,b,(f)).

c) Comme F est a valeurs positives, son minimum est positif ou nul, c¢’est-
a-dire :

é w(f) - ib /f2 t)dt >0

ce qui est équivalent a Z b2 / f2(t)

Les sommes partielles de la série Zb2 ) sont majorées, la série est donc

convergente et :
Sn<2f ro

d) La série converge, donc son terme général tend vers 0, c’est-a-dire :

Exercice 1.10.

RIS |
1. a) Déterminer ’ensemble D des réels x pour lesquels I'intégrale / 1t+ 2 dt
0
converge. On note alors F'(x) sa valeur.
b) Grace au changement de variable ¢t +— 1/t = w, dont on justifiera

I'utilisation, prouver une propriété de symétrie de la courbe représentative C
de F.

z—1 z—3
c) Justifier que Vt € [1,4o0], 1t+ 2 > L 5~ En déduire la limite de F' a

gauche quand x tend vers la borne supérieure de D.

2. On admet que F est de classe C? sur D et que

Too o z—1
D, F'(x)= | (L= )at
Vo e D, F"(z) /0 2, (HtQ)

a) Etudier les variations de F’ sur D.

b) Déterminer les limites de F’ aux bornes de D.
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c¢) Dresser le tableau de variations de F' et représenter l’allure de la courbe

C.

3. Pour x € D, on définit une fonction g, sur R par

{ 0 site]—o0,0]
gy 11— R
Fla) 15 8 site 0,400

a) Prouver que g, est une densité de probabilité.

b) Etudier I'existence des moments d’une variable aléatoire U, (définie sur
un espace probabilisé (2,4, P)), de loi de densité g,.

Solution :

X
1. a) Soit f, : t — 1t—|——t2’ la fonction f, est continue sur R .

On a : f,(t) o t*=1 d’intégrale convergente sur |0,1] si et seulement si
0

x>0,et f.(t) ~ : t*=3 d’intégrale convergente sur [1,+o0o[ si et seulement
+oo

si x < 2, d’ou en appliquant deux fois la regle de Riemann :
D =1]0,2|

b) La fonction ¢ — 1/t est de classe C! bijective de R* dans lui-méme. Le
changement de variable ainsi suggéré donne en procédant directement avec
les bornes 0 et 400 :

0 0o
F(x) :/ u >, = _ /+ W~ FE-a)
too L+ 1/u” w o 14w

(ce qui est compatible avec le domaine de définition !) Donc C est symétrique
par rapport a la droite d’équation x = 1.

c)Ona1<t2>1+t2<2t2:>1+t2> 5
0 g3 1
Comme f, >0, on a F(x) > /1 5 dt = 32 —2) x_}; —+00.

+oo 2 x—1
%dt > 0, donc F' est strictement

2.a) On a : F'(z) = /
0

croissante.
b) 1;1}1 F' =L € [0, +00] existe d’apres le théoreme de la limite monotone.

Si F avait une limite finie en 2 & gauche, alors F’ serait bornée sur [0, 2[ et
par l'inégalité des accroissements finis il en serait de méme de F', ce qui est

faux. Donc L = lim F’ = +00 et par symétrie, lil;n F' = —oc.
2- 0
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c) Comme F’ est strictement croissante de —oo & +00, le théoréme de la
bijection assure l’existence d’un unique z( tel que F’'(z¢) = 0, et 29 = 1 par

+o0
symétrie. De plus : F(1) = / . jl_ttz = %, d’ou le tableau de variations :
0

T 0 1 2
F'(x) - 0 +

)a +oo\7r/2/‘—|—oo

3. a) pour x € D, la fonction g, est positive, continue sur R* et d’intégrale
1, donc est une densité de probabilité.

+oo
b) E(UF) =
) Bwh = [ B
10, 2[ ('intégrande est positif) ; d’apres le domaine de définition de F :

dt si cette intégrale converge, donc six — 1+ k €

o FE(U,) existe si et seulement si x € ]0,1[;

e pour tout x € D, U, n'admet pas de moment d’ordre > 2.

Exercice 1.11.

Pour tout entier naturel n > 1, on définit la fonction F,, par :

400
o (14+t%)

1. Déterminer ’ensemble de définition de F;,.

2. Pour tout n > 1 et tout * > 1, montrer que F,i1(x) — F,(z) =
— L Fu(w).

3. Pour tout = > 1, montrer que la suite (F,(z)),en converge vers 0. (on
1
pourra «couper)» l'intégrale en trois a 1’aide des intervalles : [O,n_%},

(27 ,1] et [1,400]).

4. Pour x > 1 fixé, on pose v,, = n%Fn(x)

a) Déterminer la nature de la série " In (Y2+L),

n>1 Un

b) En déduire la convergence de la suite de terme général v,,. Montrer que

sa limite, qui sera notée ¢, est non nulle.
n
¢) En déduire, en fonction de F(z) et de £, un équivalent de [] (1 — é)
k=1

quand n tend vers 4oc.

d) Etudier la nature de la série S F, ().
n>1
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Solution :

1. x Si z > 0, I'intégrale proposée n’est impropre que pour la borne infinie,

et : 0 < m Yoo T donc l'intégrale converge si et seulement si

nx > 1.
* Siz = 0, la fonction a intégrer est constante non nulle et I'intégrale diverge
banalement ;
: 1 .
* : » l.etlad t banale.
six <0, o0na (TS et la divergence est encore banale
1

Ainsi F,(z) est défini si et seulement si x > 0 et nz > 1, soit x € ]ﬁ’ +o00].

Donc toutes les fonctions F;, sont définies sur |1, +o00|

2. Pour tout T' > 0, par intégration par parties, on a :
T T T z—1
/ dt _/ dt / t,_—at dt
o (L) Jo (L9 Jo o0 (149"

T T
_ [1 1 } _ / dt
= X
T n(l+t*)"lo o nx(l4+t*)"
En faisant tendre T vers 400, on obtient :

Fos1 () = Fo(2) = =2 xFo(x), ice. Foya(z) = (1— L) Fy(2)

3. Pour tout z > 1, on a :

n—l/Qz n_1/259
dt 1
Vs a7 S dt = —75= — 0.
0</+ML</+°O¢: 1
S A+ T )y " nr =1 nateo
1
0< / dt < 11— n /2
h n—1/2z (1 —+ tx)n = (]_ + n—l/Z)n
1
dt —-1/2x —1/2
< _dt -
0 /nl/Qx (L+t")" <S(l-n )eXp( nln(l+n )) n:>>o 0,
(car nln(1 + n—1/2) ~ /2 +o0)
n—-4o00 n— 00

Donc lim F,(x) =0.

n— o0
4. a) D’apres la relation de la question 2, on a :

Ung1y _ 1 1 _ 1
In ( o )—xln(1+n)—|—ln(1 n:c)
Des calculs de développement limités a ’ordre 2 donnent :

in (252) = (= g = k) ol )
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La regle de Riemann donne la convergence de la série > In (—UZH)
n
b) Par télescopage on en déduit que la suite de terme général In(v,)

converge de limite notée £y, donc la suite (v, ) converge vers £ = e‘ > 0.

c) D’apres la question 2, on a par un argument de récurrence banal :
mn

Fopi(w) = Fi(2) [T (1- 4).

k=1

s . . 14
D’apres la question précédente, on a F,q(x ~ —_— ~
P q P +1( ) (n—+00) (n-l—l)l/x (n—+00)
14
nl/ac :
N T 1
D’ou 1— = ~ —————— car Fi(x) > 0.
k:l;[l( k.I) (n—+o00) Fl(I)nl/w 1( )
d) On a Fpq1(z) ~ L et comme 1/x < 1, la regle de Riemann

n—-+oo (n)l/x ’
montre que la série diverge.

Exercice 1.12.
xT

Soit @ la fonction définie sur R par ®(z) = / e~ /24t

1. a) Montrer que ® est une bijection de classe C! de R sur ]0, v/27].
b) On note ¥ la bijection réciproque de ®. Dresser son tableau de
variations.
2. Soit x réel.
a) Montrer ®(x) + ®(—x) = /2.
En déduire que pour tout y € |0,v27[ : —¥(y) = U (V27 — y).
b) Montrer que pour tout x réel négatif, on a :

e 2(1 - %) < —ad(2) < e
T

X X
: . L. w2 2
[Pour la minoration, on écrira, pour B < z, / e % /2du = / %xue w2y,
B B
avant de procéder a une intégration par parties|

¢) En déduire un équivalent de ®(x) lorsque = tend vers —oo, puis un
équivalent de v/2m — ®(z) lorsque x tend vers +o0.
3. Soit = un réel négatif. On pose x = U(y).

a) Dans quel intervalle se trouve y ?

b) Montrer que

_% —In|¥(y)| +1In(1- =) <Iny < V) —In [¥(y)|
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¢) En déduire un équivalent de ¥(y) lorsque y tend vers 0 par valeurs
supérieures.

Solution :

1. a) La fonction t e~t’/2 étant continue sur R, strictement positive,
I'intégrale étant clairement convergente, la fonction x — ®(z) est de classe

C'!, strictement croissante et comme on sait que Emé[) = /2m, elle réalise
[ee}

une bijection strictement croissante de R sur |0, v/27[.

b) Comme ®'(x) n’est jamais nul sur R, son inverse ¥ est également de
classe C, strictement croissante et réalise une bijection de |0, /27| sur R.

2. a) C’est une propriété de la loi normale. Par parité de t — e=t"/2 sur R,

O(—x) = V21 — ®(x), ce qui donne le résultat pour P.

Posons x = ¥(y). On vient de montrer que ®(—¥(y)) = V27 — y. En
composant par ¥, il vient —U(y) = V(21 — y).

b) Soit = < 0.

*PourtoutB<:U:/
B

w.e~"/2du < / 2.~ /2dy. Or :
B
/ w.e~"/2dy = [—e_“2/2]gc e T/2

Donc, —e~%"/2 < / z.e~ /2y = x®(z).

* Pour la minoration, une intégration par parties donne pour tout B < x :

x ) x ) w22, T _.2/9
e~/ 2dy = Loe2qy = [g] — e/ du
B U u B B 2

B u
- e—u2/2 T mu.e—u2/2d
= [ }B - 3 u
Uu B U

x 2 x 2
u.e " /2d / u.e” " /2 1 —u?/2]%
22 e—du < = e—du=—=5|—e "
/B e - 23 3 [ }B
En prenant la limite lorsque B tend vers —oo, il vient :

O (z) > _?1><e_f"2/2 + %xe_”ﬁ/2
T

ce qui est la minoration demandée.

Or :

c¢) Lorsque z tend vers —oo, les inégalités précédentes donnent un équivalent
—z?/2
de ®(z) qui est — € =

La relation ®(x) + ®(—x) = v/27 donne, lorsque x tend vers 400
—z2/2

V21 — ®(z) = &(—z) ~ & .
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a) On a:y € [0, ¥(0)[ = [0, /m/2].
b) Posons x = ¥(y). Les inégalités précédentes donnent :
1 W21 - L Y <p(T(y) =y < — =L xe”YW?/2
< y)) =y < xe

On remarque que —¥(y) = |¥(y)|. En passant au logarithme, il vient :
2 2
— @)+ (1= o) <ty < —F5 —mjw(y)

2 3 (y) 2
O lim W .
¢) On a lim, (y) = —o0
T (y) 1 1
Dongc, In |[¥(y)| = o( — etIn(l— —=—)~— :
( 2 ) ( ‘I’Z(y)) \112(y)
Ceci entraine qu’au voisinage de 0, In(y) ~ _‘I/T(y) et comme ¥(y) <0 :

U(y) ~ —/2In(y)

Exercice 1.13.

Soit n un entier, tel que n > 2.

On considere R™ muni de son produit scalaire canonique noté (.,.), de
la norme associée notée .||, et A € M,(R), symétrique réelle dont les
valeurs propres sont toutes strictement positives. On confond vecteur de

R™ et matrice colonne canoniquement associée et on pose, pour tout X €
R™", ®(X) =XAX.
1. Soit B un élément de R™. Montrer que I'équation AX = B d’inconnue

X € R™ admet une unique solution qu’on notera R.

2. Montrer qu’il existe deux réels a et [ strictement positifs tels que pour
tout X de R™

al X[]* < 2(X) < pIX]7
Dans la suite de l’exercice, on pose pour X € R" : F(X)=®(X) -2 'BX.
3. a) Déterminer le gradient VFx de F' en X.

b) Soient X et H deux éléments de R™. Montrer que
F(X+H)=F(X)+(VFx,H)+ ®(H)
c) En déduire que F possede un minimum sur R™. En quel point est-il
atteint ?

4. Soit X € R™ fixé, X # 0. Déterminer o € R de fagon a ce que F(X—aV Fx)
soit minimal. Calculer ce minimum.

5. Soit Xy € R™. On définit une suite (Xi)ren de vecteurs de R™ par, pour

tout k € N: Xy = Xy —a,VFx,,ouap = ”2(1)(?!)' si X # R et 0 sinon.
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a) Montrer que la suite (F'(Xg))ken converge.

b) Exprimer F(Xy4+1) — F(Xk) en fonction de oy, et de VF, .
6. Une suite (Yy)gen de vecteurs de R™ sera dite convergente vers un vecteur
Z € R™ si kETOO |Yr — Z|| = 0, ce qui revient a dire que les coordonnées de
Y. convergent vers les coordonnées corespondantes de Z.

a) Montrer que la suite (VFx, )ren converge vers 0.

b) En déduire la limite de la suite (X% )xken-

Solution :

1. La matrice A n’admet pas 0 comme valeur propre : elle est donc inversible
et 'équation AX = B admet comme unique solution R = A~!B.

2. La matrice A est orthogonalement semblable & une matrice diagonale :
1D = diag(\q, ..., \,) diagonale et P orthogonale telles que A = PD'P.
Les coefficients \; sont les valeurs propres de A, donc sont strictement positifs.
Ainsi, on posant Y = 'PX, il vient : ®(X) = VDY = i A\iyZ. De plus, la

i=1

2
matrice P étant orthogonale, on a : ||Y|| = || X]||. Donc :

min(A)[| X ||* = min(X;) __Zly? < ©(X) < max(Aq) ;yf = max(A;)|| X]]?

On peut prendre a = min()\;) et f = max(\;)

3. a) En écrivant F' en fonction des coordonnées du vecteur X, il vient :
n n n
F(X) =22 X aijwiry —2 ), xib;
i=1j=1 i=1
C’est un polynome en les n variables xq,...,x,. Les dérivées partielles
existent et sont continues en tout point X et pour tout indice 7 :

g%(X) = 2aiyixi + 2 ' Z .CLZ‘J‘LEJ‘ — 2b;
¢ J=1j#1
Matriciellement le gradient s’écrit donc
VFx =2(AX — B)
b) Par bilinéarité du produit scalaire, on a :
F(X+H)-F(X)=2HAX +®(H) - 2(B,H) = (VFx,H) + ®(H)
par la remarque précédente.

c) Les points critiques sont déterminés par VFx = 0. Le seul point critique
est donc le point R. De plus, pour tout H € R", F(R+H)—F(R) =®(H) >0
(question 2), donc au point R on a un minimum global de F'.
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4. En remplagant H par V F'x, on obtient :
g(a) = F(X)— (VFx,aVFx)+ ®(aVFx)
= a?®(VFx) — a(VFx,VFx) + F(X)
C’est un trindme du second degré en a.

2
Le minimum est atteint pour a = [V EX]]

IV Ex|[
20(VFy)

et vaut : F'(X) — 1BV EY)"

5. a) La question précédente montre que «ay, est choisi de fagon a minimiser la
fonction g pour X = Xj. Donc F'(Xj41) < F(Xj) et la suite est décroissante.
Elle est de plus minorée par F'(R) : elle converge.

b) On a :
_ _ 2 4 2 __IvEx [T
F(Xpy1) = F(Xg) — ap|[VFx, || + g @(VFx,) =

49(VFy, )?
a) On remarque que lim (F(Xgy1) — F(Xg)) =0.

k—+oo

4
Donc lim M
k——+o00 4<I>(VFXk)

Enfin par la question 2,

= 0.

IVEx I _|[VEx [
40(VFx,)* = 4B|IVFx,[*

Tout ceci montre que lim ||V FY,||*> = 0.
k—+oc0

b) Comme VFx, = 2(AX; — B), on a X} = %(A_1VFX,€) + R ce qui

montre, par exemple en revenant aux coefficients, que lim X; = R.
k—+o00

Exercice 1.14.

1. On considere une fonction ¢ positive, décroissante et de classe C! sur un
intervalle I = [a,b] C R et f une fonction continue sur I.

a) Justifier l'existence des bornes suivantes : m = inf{F(t),t € [a,b]} et
M = sup{F(t),t € [a,b]}, ou F(t) /f )dx.
b) Montrer que l'on a :

b
[ 1@ de = g0)F0) ~ [ @) d

a

/ f(z Mg(a).

d) Prouver qu'il existe ¢ € [a, b] tel que :

c¢) En déduire que :
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b c
/fwmuwm:gmwnazm@/fwwm

—+ o0
2. On considere la fonction ¢ définie sur R™ en posant : p(a) = /
0

Sin e—aw dl‘
x

a) Montrer que l'intégrale définissant ¢(a) est convergente, pour tout a0.

1—¢e —at
7/ t .
Etablir que h est une fonction de classe C! sur R% qui est décroissante et

positive. Montrer qu’elle est prolongeable en une fonction de classe C! sur
R,.

c) Soient x € R et A > 0, montrer qu’il existe ¢ € [0, A] tel que

b) Soient a € R* et h la fonction définie sur R%. en posant h(t) =

t

Prouver que la fonction ¢ est continue en 0.

A —tx
/ l1-e sin(t)dt = x[1 — cos (]
0

Solution :

1. a) Comme primitive d’une fonction continue, F' est dérivable et par suite
continue sur le segment [a,b], elle admet donc une borne inférieure et une
borne supérieure sur [a, b] (qui sont atteintes).

) On fait l'intégration par parties suivante :

b b
(/f m-/memm=wwWM—/¢uwmm
b
:awawi/g%waMw

a
c) Comme g est décroissante, sa dérivée est négative et en utilisant la
question précédente il vient :

b b
mﬁ@zwm@+m@w%ﬂwﬂzmgb+m/(1ﬂ@ﬂw</fwmwﬂr

a/f < Mg(b) + M (x))dz = Mg(a).

) On peut supposer g(a) # O. Avec la question ¢), on voit que ’égalité
souhaltee s’obtient en appliquant le théoreme des valeurs intermédiaires a la
fonction t — F(t)/g(a) sur l'intervalle [a, b].
sin x

x

a) Comme la fonction z — se prolonge par continuité en 0, il n’y a

pas de probleme de convergence en 0.



Analyse 33

Comme |SlTnte_“t| < e ™ on voit que si a > 0, l'intégrale considérée est
absolument convergente.
Lorsque a = 0, on voit avec une intégration par parties que :

X X X

/ SILT 70 — [—w}f—/ %daz = —cos 1+—COSX —/ Smfdaz.

1 7 x 1 X 1
Comme l'intégrale figurant dans la derniere inégalité est absolument conver-
gente, on en déduit que l'intégrale proposée est encore convergente.

at

b) Un développement limité a 'ordre 1 en 0 de la fonction ¢ — e~
permet de voir que h se prolonge par continuité en posant h(0) = a. Avec
un développement limité & 1’ordre 2 en 0 de la fonction ¢ — €%, on voit que

_ 2 2
M = _% + o(1), par suite, h est dérivable en 0 et h'(0) = —%.
—at t
Comme pour t > 0, h'(t) = (1 +at)tg L _ e_“tldl'at#, avec le
2
développement limité utilisé précédemment on trouve tlin(l) R (t) = —% et h
_>

est donc de classe C! sur RT (on peut aussi utiliser ceci pour montrer la
dérivabilité en 0). Le fait que h'(t) < 0 sur R est de notoriété publique. La
fonction h est donc décroissante et il est clair qu’elle est positive.

c) Comme les hypotheses nécessaires sont vérifiées, la formule prouvée au

cours de la premiere question, en prenant pour f la fonction ¢ — sint et pour g

1— e—t(E

la fonction ¢t — , donne bien I’égalité souhaitée. En majorant 1 —cosc

par 2 et en faisant tendre A vers oo, on obtient I'inégalité |p(z) — ¢(0)| < 2z
qui implique la continuité de ¢ en 0.

Exercice 1.15.
2

Pour n > 1 et z € R, on pose uy,(z) = (=1)"In (1 + m)
1. Pour n € N*, on note S, (z) = Y ug(x) la somme partielle de rang n de la
k=1

série de terme général ug(x). En considérant les sommes partielles de rangs

pairs et celles de rangs impairs, montrer que la série » u,(z) converge pour
n>1
tout réel x.

On notera u(z) la somme de cette série.

—+ 00
2. Pour n > 1, on pose R, (z) = Y. ug(x).
k=n-+1
Montrer que Vz € R, |R,(z)| < In(1 + L)

n+1
3. Montrer que la série de terme général (—1)" In(1+ %) est convergente. On

notera s sa somme.
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4. Montrer que xkr}rnoo u(x) = :Z::Oj(—l)" In(1+ %)
(on pourra considérer s,, = kil(—l)k In(1+ %), et utiliser le fait que :
u(z) = s| < |u(@) = Sn(@)] + [Sn (@) = sn| + |50 — 5] )
5. Montrer que pour tout n > 1, s, = In (%(Qn + 1)) et en utilisant
I’équivalence de Stirling : n! ) ( ) V/27n, déterminer xgrfoo u(x).

Solution :

1. La série de terme général u,, est une série alternée dont le terme général
décrot en valeur absolue. On sait alors que les sommes partielles de rangs pairs
et celles de rangs impairs forment des suites adjacentes, donc convergentes
de méme limite et la suite des sommes partielles converge.

2.0n a: R,(z) = u(x) — Sp(x) et comme u(zx) est compris entre S, (z) et
Sp+1(x), on a bien :

|Rn(2)] < [Snt1(@) = Sn(@)] =In (1 +

z? 1
(n+1)(1+x2)> Shn(l+ n-l—l)'

3. Méme démonstration que dans la question 1.
4. % On a |u(z) — s| = |u(z) — Sn(x) + Sp(T) — Sp + Spn — |
< |u(@) = Sn(@)| + [Sn () = snl +[sn —s] (1)

* Or, pour tout x réel, |u(z) — S, (x)| = |Rn(z)] < In(1+ %)
—+ o0
Isn —sl=| X (=1D)FIn(1 + %)} < In(1 + Ll) pour les mémes raisons
k=n+1 +
que dans la question précédente.

De plus , Ve > 0,3np € N*,2In(1 + }_1) g,donc

[u(z) = Sn(@)] + |sn — 5| < §

* Pour ng et ¢ > 0, il existe A € R tel que pour tout x > A, | Sy, () —$pn,| < %
puisque s,, = Er—fr—loo S ().

En écrivant 'inégalité (1) pour ng, on a le résultat.

b) Effectuons une démonstration par récurrence. L’initialisation est immédiate

et si la relation est acquise pour un certain rang n, alors :
_ _ 1 1

Sont+2 = S2n, — In(1 + 2n+1)—|—1n(1+ 2n+2)
_ (2n)? \ 1 2n 42 on + 3
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(2n)?(2n + 1)?
94n+2 (n!)4(n +1)?
(2(n + 1)!)2
270 (0 + 1))

Ce qu’il fallait. On conclut par le principe de récurrence
En utilisant la formule de Stirling, on trouve lim so, = \/g . Donc s = \/g .

n—oo

(2n + 22 (2n + 3) )

=In 22 (01 (20 + 2)%(n + 1)2

(2n+3)) =1In (

=1In( - (2n + 3))

Exercice 1.16.

On note C([0,1],R) I'ensemble des fonctions f : [0,1] — R continues sur
[0, 1].

A toute fonction f € C([0,1],R), on associe la suite (aj(f)) définie par :

1
VkeNag(f) = / o f(z) dx.
0
1. Montrer que pour f € C([0,1],R), la suite (ar(f))ren tend vers 0.

2. Soient « et B deux réels tels que 0 < a < # < 1. Montrer qu’il existe un
polynéme P € R[X] de degré 2 vérifiant les deux conditions suivantes :

i) pour tout x € |a, B[, P(x) > 1.

ii) pour tout xz € [0,a] U [3,1], 0 < P(z) < 1.

3. Montrer qu'un polynome P satisfaisant les conditions précédentes vérifie :
B

lim (P(x))"dx = +o0.

n——+00
4. Soit f € C([0,1],R).
a) On suppose qu’il existe trois constantes réelles ¢, a et § avec € > 0 et
0 <a<p <1 telles que 'on ait :
Vi € [a,pl, f(z) 2 e

Soit P un polynéme satisfaisant aux conditions énoncées dans la question 2.
Montrer que :

«

n—-4oo

lim /()f(x)(P(x))”dx=+oo.

b) On suppose que f appartient a C'([0, 1], R) et vérifie Vk € N, ax(f) = 0.
Montrer que la fonction f est identiquement nulle sur [0, 1].

5. Soit f € C([0,1],R). Soit = € [0, 1].

1
a) On pose F(x) = —/ f(t)dt. Exprimer ax(F}) en fonction de agy1(f).

1
b) Pour z € [0, 1], on pose Fy(x) = f(z) et Vi € N, Fj11(x) = —/ F;(t) dt.

x
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Soient k € N et i € [0, k]. Exprimer ax(f) en fonction de ap_;(F3).
c¢) On suppose qu'il existe un entier p € N tel que Yk > p,ar(f) = 0.

Prouver que F), est identiquement nulle sur [0, 1]. Que peut-on en déduire
pour f7?

Solution :

1. La fonction f est continue sur [0,1], donc bornée. On note M la borne
supérieure de |f(x)| sur [0, 1] Alors, pour tout k € N,

w0l < [ e < [k = A

Par encadrement, la suite (ax(f))r converge vers 0.

2. Le polynome P doit valoir 1 en a et 3, on le cherche donc de la forme
P(X) =14 XX —a)(8 — X). On voit alors que A = 1 convient (ou tout
autre nombre strictement compris entre 0 et 1)

3. Soit P un des polynémes trouvés a la question précédente. Soit [c,d] un
segment strictement inclus dans o, 5[ et m le plus petit des deux nombres
P(c) et P(d). Onam > 1 et

/jp@:)" dz / o)y de(d — hmt s oo

n— 00

a) Comme Vz € [, 5], f(x) > e ,0ona: / f(x)P"(z / P"(z)dx.
D’apres la question précédente, on a : lirf / f(z)P"(z)dr = +00.
n—-+0oo
D’autre part, pour tout z € [0,a]U[5,1], 0 < P(z) < 1, donc 0 <
D’ou, /f )P (x dx /|f |dxet’/f )P (x da: /|f )|dx.
Par sulte
lim f() "(z)dr = lim f )P"(x dw+/ /

b) On raisonne par l’absurde en supposant f non identiquement nulle.
Ainsi, il existe xg € [0, 1] tel que f(xg) # 0. Quitte a remplacer f par —f, on
peut supposer que f(xg) > 0. On pose alors € = %f(wo) > (0. Par continuité
de f sur [0,1], il existe un voisinage [a, 3] de zy dans [0,1] tel que pour
tout = € [a, Bl, f(x) = €. Nous sommes donc dans les conditions de 4.a et :

lim f( )P" (z)dx = 400.

n——+00
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, 2n
Ecrivons alors P(X) = Y A\ X* € Ry, [X].
k=0

1
Or, par hypothese, pour tout k¥ € N, 0 = ap(f) = / (x)dx. Alors, par
0

1
linéaritédel’intégration,/ f(z)P"(z)dz = 0,d’ou lim /f )P"(z)dx =
0

n—-+oo
0.

On obtient donc une contradiction. Ainsi, la fonction f est identiquement
nulle sur [0, 1].

1

5. a) Pour tout k € N, ai(Fy) = / 2¥ Fy (z)dx. On effectue une intégration
0

k41

par parties en posant u'(z) = z¥, et en prenant u(z) = l:g——l—l’ v(z) = Fi(z)
1

d’ou v'(x) = f(x). On obtient alors : ap(Fi) = ﬁ oL f(x)dr =
0

L _|_11ak'(F1)

b) En utilisant la question précédente, on montre par récurrence que pour
tout ¢ € [0,k], on a :
_ i k! a
ar(f) = (_1)1Wak—l(Fl)'

¢) Supposons qu’il existe un entier p tel que pour tout k > p, ar(f) = 0.
Alors, par la question précédente appliquée pour 7 = p et kK = p+u, on trouve
ay(Fp) = 0 pour tout u € N. Par la question 4, ceci implique que F,, = 0. Or,
on montre que f = Fy = (F,)®). La fonction f est donc identiquement nulle
sur [0, 1].

Exercice 1.17.

On considere les deux suites réelles (u,, )nen €t (Vn )nen+ définies par le premier
terme ug et par les relations de récurrence suivantes :

2+ 2 — Vun

pour tout n € Ny u, 41 = Sy Unt1 = 5

1. A quelle condition portant sur la valeur de wug, les deux suites (uy,)nen €t
(Un)nen+ sont-elles bien définies 7

Dans toute la suite, on supposera cette condition réalisée.

2. Montrer que pour tout n de N*, u2 4+ v2 = 1.

3. Montrer que (uy,) et (v,) sont deux suites monotones bornées.

4. a) En déduire la convergence de ces deux suites. On note « la limite de (u,)

et [ celle de (v,,). Exprimer 8 en fonction de « et montrer que @ <a<l.
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2+ Vi
2

b) Montrer que « est 'unique point fixe de Papplication f : ¢+
V2
51

c¢) Déterminer selon la position de ug par rapport a « le sens de variation
de chacune des suites (uy,) et (v,).

sur |

Solution :

1. Pour que les deux suites (uy,), et (vy,), soient bien définies sur N, il est
tout d’abord nécessaire que ug soit positif ou nul ainsi que 2 — /ug, c’est a
dire ug < 4 afin que u; et v soient définis.

Un raisonnement par récurrence montre clairement que dans ce cas (uy), et
(v )n sont bien définies, positives, avec 0 < u,, < 4.

On remarque que pour tout n € N*, ona: 0 < v, < u, <4.

2—|—\/un—|—2 /U no_ 1

2. Pour tout n > 0, un+1 + vn+1 =

3. D’apres ce qui précede, pour tout n > 1,0 < v,, < u,, < 1 et les suites u et
v sont effectivement bornées.
D’autre part, la suite récurrente (u,) est associée a la fonction f : x

%\/2 + /Z qui est strictement croissante sur RT.

Comme ug € RT, et que RT est stable par f, u est monotone, le sens
de monotonie étant donné par le signe de u; — ug, tandis que (v,) est
monotone de sens de monotonie opposé a celui de u, puisque pour tout n > 0,

\/2—@.

Un+1 = D)

4. a) Les deux suites (u,) et (v,) étant monotones et bornées, elles sont
convergentes. De plus, en passant a la limite dans les inégalités trouvées plus

V2 —Va \V 2+ Va
haut, on a 0 < a < 1etbiensrﬁ:T\/—,Enﬁn,a:T\/_donne
\/2+\/_2 o4 VI

2/ ?.Enﬁna<1donnea<#<1

\/T§<a<1

b) Pour z € [0, 1], f(z) = = est équivalent successivement & 2z = /2 + \/x
puis & 2+ /z = 422 puis A x = 4222 — 1)% et 222 — 1> 0, i.e. 7 >
Posons P(z) = 4z — 42% — % +1.0na:

, puls a+—5——
A1n51

oS
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P'(z) = 162° — 8z — 1, P"(z) = 4822 — 8 = 8(622 — 1).

— 1
P reste strictement positif sur I = [@, 1]; P’ est donc strictement
croissante sur [ et P'(1) = 8 — % > 0, P’(@) =42 — 8\/7§ _% = _le < 0.

V2

5 -

P est strictement décroissante sur [ﬁ,xg[ et strictement croissante sur
|zo, 1].

Avec P(ﬁ) _ V2 <0et P(1) = % > 0, on a aussi P(xg) < 0 et on en

2 8
conclut que P s’annule une fois et une seule sur I, ce qu’il fallait.

Il existe donc un unique xg de I qui annule P’ et xg >

¢) On sait que la suite (u,) est monotone et converge vers «. Donc :
e Siwuy < « alors (u,) est strictement croissante tandis que (v,) est
strictement décroissante.
e Siwug > « alors (u,) est strictement décroissante tandis que (v,) est
strictement croissante.
e Siug = « alors u est constante égale a a et v constante égale a £5.

Exercice 1.18.

4
Pour tout entier n de N, on pose u,, = / tan”(t) dt.
0

1. Calculer ug, uq et us.
2. Etudier la monotonie de la suite (uy,). En déduire que la suite (u,) converge.

3. Pour tout n € N, calculer w19 + uy,.

4. Pour tout n > 2, montrer que _ 1 < 1

SUn € 57—+
2(n+1) S S o0 1)
En déduire un équivalent simple de u,, lorsque n tend vers l'infini, puis la
nature de la série de terme général wu,,.

—+o0 (_1)n+1
5. On considere la série . Pour tout entier N € N*, on note Sy
n=1
N (_1)n—|—1
sa somme partielle de rang N, soit : Sy = > ~—~—
n=1
a) Préciser la nature de la série considérée.
N-1
b) Montrer que pour tout N € N*, > (—=1)P(ugpt3 + u2pt1) = %SN.
p=0

c¢) En déduire la valeur de la somme de la série.




40 ESCP-Europe 2012 - Oral

Solution :

1. Clairement ug = 7. Puis, u = [ — In(cos t)}g/él = —ln(g) = %111(2).

Enfin, comme pour tout ¢ € [0, %], tan’(t) = tan?(t) + 1, on trouve :

/4

0 1 -

AN

Uy = /ﬂ/4(tan2(t) +1—1)dt = [tan(t) — ¢]
0

/4
2. Pour tout entier n, u,11 — u, = / (tant)™(tant — 1)dt. Comme pour
0

tout ¢ € [0, %], 0 < tant < 1, il s’ensuit que u,11 — uy, < 0. La suite (uy)y

est donc décroissante. De plus, par positivité de U'intégrale, la suite (u,, ), est
minorée par 0. Ainsi, la suite (u, ), est convergente.

3. Pour tout n € N :

m/4 n+1
— n 2 _ (tant) m/4 _ 1
un+2+un—/o (tant)™(tan t—l—l)dt_[ T o = aa T

4. Soit n € N, n > 2. Par décroissance de la suite (uy),, on obtient d’apres
la question 3 :

2Up 2 Up + Upy2 = %H
De méme : 2u,, < Uy +Uyp—9 = ﬁ On en déduit les inégalités demandées.
4 1
Il en résulte que u, &) 20

Par la régle de Riemann, on en déduit que la série Y u,, diverge.

5. a) La regle spécifique aux séries alternées montre que la série converge.
Si on veut détailler, on étudie les sous-suites des sommes partielles d’indices
pairs et celles d’indices impairs et on montre qu’elles sont adjacentes.

) : 1
b) D’apres la question 3, pour tout p € N, ug,i3 + ugpr1 = prT
En multipliant par (—1)P, puis en sommant, on trouve que pour tout N € N* :
N—1 N—1 p N n+1
1 —1 1 —1
3 (1) (uzprs +uzprn) = 3 3 =15 EIE
p=0 p=0 n=1
d’ou le résultat.
c¢) Pour tout N € N* :
N—1 N—1 N
> (=D)P(uzpts + uzpt1) = 20 (=1)Pugpes + > (—1)Pugppa
p=0 p=0 p=0
Apres un changement d’indice, on obtient :

N—-1

N N
> (—1)P(uapes + tizpr) = — 3 (~1Puzpis + 32 (—1)Puzpin
p=0 p=1 p=0
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= uy + (—1)N+1u2N+1.
Comme la suite (u,), converge vers 0 (question 4), il s’ensuit que :

i — — oy = In2
]\}gnoo ( p;o( )P (uzpt3 + u2p+1)> U1 =5

On en déduit que la somme de la série proposée est In 2.

Exercice 1.19.

On considere une suite réelle bornée (ay),>0 et on pose, pour tout € I =

[0,1] :
+00
flx)= > anz”
n=0

On note (s, )n>0 la suite des sommes partielles définie par
VneN,s,=ag+- -+ ay.

On admet que si une suite (u,)nen converge vers £ et si z — K(x) est une

fonction définie sur I & valeurs dans N telle que lim K(x) = +o0, alors on
rz—1-

a lim UK (z) = L.
Tz—1—

1. Vérifier que la série définissant la fonction f est absolument convergente
pour tout x de I. La fonction f est donc bien définie sur I.

2. Soit N un entier strictement positif fixé. Montrer que
N N
(1—2) Y sp2™ = Y apa™ — syt
n=0 n=0

o
En déduire que la série > s,z™ est convergente pour tout = € I et que 'on
n=0

a
o
flx)=(1—2x) > spx™.
n=0
+o00
3. On suppose dans cette question que la série > a, est convergente et de
n=0

somme nulle.

a) Pour tout = € I, on pose K(x) = |1/4/1 — x|, ou [t]| désigne la partie
entiere du réel t. Vérifier que K (z) tend vers 400 lorsque = tend vers 1 par
valeurs inférieures.

b) On pose u,, = sup{|sg|,k = n}. Montrer que la suite (u,) est bien
définie et converge vers 0.
c¢) Montrer que l'on a :

[f(@)] < (1= 2)[(K(x) + Duo + kgj) 1 [sk|2*] < (1= 2)(K(2) + Duo + g (@)1
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d) En déduire que lim f(z) = 0.

r—1—
“+o00
4. On suppose dans cette question que la série > a,, est convergente et de
n=0

somme s. Prouver que f(x) converge vers s lorsque x tend vers 1 par valeurs
inférieures.

Solution :

1. L’ensemble {|ag|,k > 0} est borné, on peut donc considérer sa borne
supérieure M. On a |apz®| < Maz* puisque z € [0,1]. Le théoréme de
comparaison des séries a termes positifs permet alors de conclure.

2.0n a:

N N N+1 N
(1—2) Y 52" = Y 8,27 — > sp_12” = > apz™ — syaxV L
n=0 n=0 n=1 n=0
Comme |syz¥N T < (N + 1)MaN+H! 2. 0, on en déduit que la série de
— 00

terme général s,x" converge et on obtient a la limite la formule souhaitée.

3.a)Ona L 1< K (x), d’ou le résultat.

v1i—=z

b) Comme la suite (s;,)n>0 converge vers 0, 'ensemble {|s,|,n > 0} est
non vide et borné, il possede une borne supérieure, et il s’ensuit que u,, est
bien défini.
Si [ =] —r,r[ est un intervalle ouvert contenant 0, il n’y a qu’un nombre fini
de s, qui ne se trouvent pas dans U'intervalle | —r/2,r/2[ car la suite (sp)n>0
converge vers 0, et par suite il n’y a qu'un nombre fini de termes de la suite
(un)rn>1 qui ne sont pas contenus dans /. Ceci implique la convergence de u,,
vers 0.

c¢) En utilisant 1’égalité prouvée a la question 2), il vient :

f@)<@—z) X |snfz"+ (X —2) > |[snlz”
n=0 n=K(z)+1
<A —a)(K(x)+ Dug + (1 — T) UK (2)+1 >ooooan
n=K(x)+1
xK(m)+1
1—=x

< (1 —2)(K(z) + Duo + (1 — 2)ur(z)+1

d) On observe que :
(1 — 2)(K(2) + Duo + ug ()41 < (1 - x)(\/ll_—x + 1)ug + g (z)r1 — 0,

d’apres la propriété évidente admise dans 1’énoncé et la question 3. b).
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4. On se ramene au cas précédent en posant by = a9 — s et b, = a,, sin > 1.
En effet, on a :

+ o0 400 n
fa)=0—2) X (sp—8)z" +s5=(1—x2) S (3 bp)a* + s.
n=0 n=0 k=0
Exercice 1.20.
+oo 4
1. Montrer que l'intégrale / ° ml dt est convergente si et seulement si
1 € =

x> —1.

—tx

+o00
On définit alors la fonction f sur |—1, +oo[ en posant : f(z) = / & —dt.
1

et —1

2. a) Déterminer f(0) en utilisant le changement de variable u = ™.

. Donner la

b) Montrer que, pour z > 0, on a f(z + 1) — f(z) =
valeur de f(1).

3. Dresser le tableau de variations de f et préciser les limites aux bornes.

4. a) Montrer que pour tout réel x strictement supérieur a —1, l'intégrale

+oo _¢

te

/ 7 dt est convergente.
1 e —1

b) Etablir que pour tout réel h strictement positif, on a

+o0 it
\f(a:+h)—f(a;)|<h/l Le tldt

e_

—x—1
2 )

c) Etablir que, pour tout réel h strictement négatif et tel que h >
ona:
TOO, _(z—1)/2
Flas )= s < bl [t e
) _

e
d) En déduire que f est continue en tout point de |—1, +oo].

5. Comment pourrait-on démontrer que f est dérivable sur |—1, +o00[ et que,

+oo —tx
pour tout x strictement supérieur & —1, on a : f/'(z) = —/ tte 1dt.
I
Solution :
—tx
1. La fonction g : t — -£ est continue sur [1,4+o0[. Au voisinage de

e JE—
+00, g(t) ~ e~ @+t dont I'intégrale converge sur [1, +oo| si et seulement si
x4+ 1 > 0. Le critere d’équivalence pour les intégrales de fonctions positives
permet de conclure que 'intégrale définissant f(z) converge si et seulement
stz > —1.
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2. a) En sous-entendant le passage a la limite :
—+o0 400 ¢ .
£(0) = / _dt  _ / e dt — [In(1-e )] =-In(l-e)
1 e —1 1
=—Inle—1)+1
b) Pour tout z0, on a :

oo i(z41 SR too
fz+1) - f(z) = / e et / e o — / _ et gy
1 1

1 et—l et—l

soit : t1)
Flo+1) = flo) - €20

Avec z =0, on obtient : f(1) — f(0) = —%. Comme f(0) =1—In(e—1), on
af(l)=1-1 —Inle—1).

e

3.a) V(x,y) € R? tels que z >y > —1, on a pour t > 1, —tx < —ty, et par
croissance de la fonction exponentielle les bornes d’intégration étant dans
lordre croissant : f(z) < f(y), et méme f(z) < f(y) par continuité de la
fonction a intégrer, donc f est strictement décroissante sur |—1, +o0|.

b) xVt > 1, et —1>e— 1. Par suite :

+ o0
1 —tx _ 1 e’ 5N : _
0<f(x)<e—1/1 e dt—e_lxx.Dou.xgrfoof(x)—O.

*Vt>1,et —1<el et:

too g Fo0 —(x+1)
f(x)>/ £ dt:/ e t@tgt =€ " Dou: lim f(z)= +o0
1 1

e xr+1 o1+
—tx
4. a) La fonction ¢ : t — t.te_ est continue sur [1,4o00[. Au voisinage de
e JE—
oo, ona:@t)~te @) Siz > —1,ona lim t*xte @) =0, ce qui

t—+o00

+oo
montre que l'intégrale / ©(t)dt converge.
1

b) Pour h > 0 et t1, classiquement :

|e—t(w+h) _ e—tac| — e—tac(l _ e—th) < ht.e—tT

. o +oo |e—t(ac—|—h) . e—tw‘ +°Ot e—tw
Puis en intégrant : | f(z+h)—f(z)| < / — < h/ 7 1dt-
. e’ — 1

c) Pour h < 0et tl:
|e—t(a:—|—h) _ e—t:c| — e—t(m+h)(1 _ eth) < e—t(ac—i—h)(_th)
et comme h < %_1, let@th) _ete| L e_tmT_l(—th)
En intégrant comme précédemment, on a alors I'inégalité demandée.
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d) Le résultat a) donne la continuité a droite et le résultat b) la continuité
a gauche en tout point x.

5. En remplacant les inégalités usuelles sur la fonction exponentielle par
des inégalités de Taylor-Lagrange a un ordre plus élevé, on prouverait de la
méme fagon que f est dérivable sur |—1, +o0[ et que, pour tout z strictement

Foo —tx
supérieur a —1, on a : f'(x) = —/ t'te—ldt.
I

Exercice 1.21.

=

1. Montrer que pour tout ¢ > 0, arctan(t) + arctan(

) =

NS

2. Soit f la fonction définie par
Fy) = /+oo arctan(zt) — arctan(yt) .,
0

t
a) Montrer que f est définie au moins sur R x R7.

b) On suppose que x # y. Donner une expression simple de f(z,y).

A
(On écrira que f(z,y) = lim arctan(xt) — arctan(yt) dt ).

3. Soit g la fonction définie sur A = R* x R* \{(x, ),z > 0} par :

_ flz,y)
g(x,y) ==
Montrer qu’on peut prolonger g par continuité en tout point (z,z) de

R* x R*.

Solution :

1. Soit ¢ : t — arctan(t)+arctan(1/t), la fonction ¢ est dérivable sur R* , avec

"(t) = 1 + =1 _ 0. Elle est donc constante sur cet intervalle
¥ ( ) 11 ¢2 1 t12 X2
et vaut en t = 1, —4” + —4” = —2” .
arctan(xt) — arctan(yt)

t
supposer x > y, auquel cas, la fonction ¢ est positive sur R™*.

(z —y)t
t
limite en 0 : c’est donc une intégrale faussement impropre en 0.

2. La fonction ¢ : t — est continue sur R’ . On peut

e au voisinage de 0, un DL de arctan donne ¢(t) ~ qui admet une

e au voisinage de 400, la question précédente permet d’écrire que ¢(t) ~

L _t2y et la régle de Riemann donne la convergence de 'intégrale sur [1, +o00[.
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b) On écrit (il n’y a pas de probléme en 0, en prolongeant les fonctions par
continuité) :

/A arctan(zt) — arctan(yt) ,, _ /A arctan(zt) ,, /A arctan(yt) .,
0 0 0

t t t

Les changements de variable u = zt et u = yt (licites), ainsi que la relation
de Chasles permettent d’obtenir :
A A
/ arctan(zt) — arctan(yt) i :/ arctan(u) o
0 yA

t U

Par le résultat de la question 1, on écrit :

A arctan(u) dy— T xA@ B A arctan(1/u) du
u 2 u u
yA Yy yA

A
zA
— T (In() — In(y)) - / arctan(1/u) 5,

yA u

A
Enfin, lim arctan(1/u)

du = 0, comme reste d’intégrale convergente
A—+4oco yA u

ou en majorant la fonction a intégrer par % Donc :
u

f(z.9) = T(In(z) — In(y)).

3. g est définie par : g(z,y) = %x%, lorsque x et y sont strictement
positifs et différents.
Soit x > 0 fixé, on a lim g(z,y) = % On est donc conduit a poser :
y—)x
7w Inx—Iny .
Ax——< SsiyF#£x
glzy)=q 2 -y 7.
o siy=ux

La fonction g est évidemment continue sur A.
Pour zg > 0, posons ¢ = xg+ h,y = xog+ k, avec h et k assez petits pour que
xo+h>0et zg+ k> 0. Alors :
: In(zg + h) — In(yo + k) 1
_ 0 0 _r 1
_>Slh7ék79(33>y)—2>< (zo+ h) — (yo + k) 9%
entre zo + h et xg + k (théoréme des accroissements finis).

— Tandis que si h =k, g(z,y) = %Xx 1+h'
0

avec t compris

Ainsi, dans les deux cas :
|9(w0 + h,yo + k) — g(zo0,y0)| = %|

Ainsi  lim  g(xg + h, 2o + k) = g(x0, o) et g est aussi continue en tout
(h,k)—(0,0)

point (zg,xg) avec xg > 0.

1 1 N
P x—0‘7 ol |t — xo| < max(|h|, |k]).
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