
MATHÉMATIQUES - EMLyon E 2017

Proposition de orrigé par David Meneu

Lyée Champollion - Grenoble, pour

Exerie 1

On onsidère la fontion f : ]0; +∞[→ R dé�nie, pour tout x de ]0; +∞[, par :

f(x) = ex − e. ln(x).

On admet les enadrements numériques suivants :

2, 7 < e < 2, 8; 7, 3 < e2 < 7, 4; 0, 6 < ln(2) < 0, 7.

PARTIE I : Étude de la fontion f

1. a) La fontion f est bien deux fois dérivable sur ]0; +∞[ omme somme de deux fontions de référene

deux fois dérivables sur et intervalle, ave :

∀x ∈]0; +∞[, f ′(x) = ex −
e

x
et f ′′(x) = ex +

e

x2

b) Il est lair que : ∀x ∈]0; +∞[, f ′′(x) = ex +
e

x2
> 0, don f ′ est stritement roissante sur

]0; +∞[.

lim
x→+∞

ex = +∞ et lim
x→+∞

e

x
= 0, don lim

x→+∞
ex −

e

x
= +∞ = lim

x→+∞
f ′(x).

lim
x→0+

ex = e0 = 1 et lim
x→0+

e

x
= +∞, don lim

x→0+
ex −

e

x
= −∞ = lim

x→0+
f ′(x).

En�n, f ′(1) = e1 −
e

1
= e− e = 0. On en déduit le tableau omplet de f ′ sur ]0; +∞[ :

x
0 1

+∞

f ′

−∞

0

+∞

2. Le tableau de variations de f ′ et sa valeur en 1 permettent d'en déduire son signe : f ′(x) > 0 pour

tout x > 1 et f ′(x) < 0 pour tout x ∈]0; 1[, f ′(1) = 0. On en déduit le tableau de variations de f :

x
0 1

+∞

f ′(x)

f

0

− +

+∞+∞

e
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Justi�ation des limites :

lim
x→0+

ex = e0 = 1 et lim
x→0+

ln(x) = −∞, don lim
x→0+

ex − e. ln(x) = +∞ = lim
x→0+

f(x).

Au voisinage de +∞ : f(x) = ex
(

1 − e.
ln(x)

ex

)

, où lim
x→+∞

ln(x)

ex
= 0 par roissanes omparées,

don : lim
x→+∞

1− e.
ln(x)

ex
= 1− 0 = 1, don lim

x→+∞
ex
(

1− e.
ln(x)

ex

)

= +∞ = lim
x→+∞

f(x).

3. On trae l'allure de Cf en respetant ses propriétés fondamentales : sens de variation, l'axe des

ordonnées est asymptote vertiale à Cf , et la tangente à la ourbe en x = 1 est horizontale. Au

voisinage de +∞, f(x) ∼ ex, la ourbe de f suit ette allure exponentielle :

0 1 2 3−1
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

(Cf )

4. a) La fontion u : x 7→ f ′(x)− x est bien dérivable sur ]0,+∞[, et :

∀x ∈]0,+∞[, u′(x) = f ′′(x)− 1 = ex +
e

x2
− 1

Pour tout x > 0 : ex > 1 ⇐⇒ ex−1 > 0 et
e

x2
> 0, don par somme : ∀x ∈]0,+∞[, u′(x) > 0,

et la fontion u est stritement roissante sur ]0,+∞[.

lim
x→0+

f ′(x) = −∞, don lim
x→0+

f ′(x)− x = −∞.

Au voisinage de +∞ : f ′(x)− x = ex
(

1 −
x

ex

)

−
e

x
, où lim

x→+∞

x

ex
= 0 par roissanes omparées,

don :

lim
x→+∞

1−
x

ex
= 1 et lim

x→+∞
ex
(

1−
x

ex

)

−
e

x
= +∞ = lim

x→+∞
f ′(x)− x.

De la sorte, sur ]0,+∞[, la fontion u est :

� ontinue omme somme de fontions ontinues sur et intervalle

� stritement roissante

� à valeurs dans ]−∞,+∞[ qui ontient 0.

D'après le théorème de la bijetion, l'équation u(x) = 0 ⇐⇒ f ′(x) = x, admet une unique

solution α sur ]0,+∞[.

De plus : u(1) = f ′(1) − 1 = −1 < 0 et u(2) = f ′(2) − 2 = e2 −
e

2
− 2, où e2 > 7.3 et

e

2
+ 2 <

2.8

2
+ 2 = 3.4 : la di�érene de es deux nombres est don stritement positive.

Ainsi : u(1) < 0 = u(α) < u(2), don 1 < α < 2 par strite roissane de u sur ]0,+∞[.
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PARTIE II : Étude d'une suite, étude d'une série

On onsidère la suite réelle (un)n∈N dé�nie par :

u0 = 2 et ∀n ∈ N, un+1 = f(un)

5. Montrons que la propriété P(n) : ”un existe et un > 2", est vraie pour tout n ∈ N, par réurrene

sur n.

I. Le réel u0 = 2 est dé�ni par l'énoné de sorte que P(0) est vraie.

H. Supposons P(n) vraie pour un ertain n ∈ N, et sous ette hypothèse, montrons que P(n + 1)
l'est enore :

�������������������������������-

On sait (H.R.) que un > 2, don un ∈ Df , et un+1 = f(un) est bien dé�ni.

De plus, la strite roissane de f sur [1; +∞[ implique : f(un) > f(2) ⇐⇒ un+1 > e2 − e. ln(2),

où : e2 > 7.3, et e. ln(2) < 2.8× 0.7 = 1.96.

Il est don lair que e2 − e. ln(2) > 2, don par transitivité de l'inégalité, un+1 > 2 et P(n + 1) est
vraie si P(n) l'est.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don vraie pour tout entier n ∈ N, d'après le

prinipe de réurrene.

6. a) Soit la fontion g : x 7→ f(x)− x, bien dé�nie et dérivable sur [2,+∞[, ave :

∀x ∈ [2,+∞[, g′(x) = f ′(x)− 1 = ex −
e

x
− 1

Pour tout x > 2 : ex > e2 > 7.3 et

e

x
+ 1 6

e

2
+ 1 < 2.4, don la di�érene est stritement

positive : ∀x ∈ [2,+∞[, g′(x) > 0, et la fontion g est stritement roissante sur [2,+∞[.

Comme g(2) = e2 − e. ln(2)− 2 ave e2 > 7.3 et e. ln(2) + 2 < 4 d'après les aluls préédents :

g(2) > 0 et par onséquent, pour tout x ∈ [2,+∞[, g(x) > 0 ⇐⇒ f(x) > x.

b) Le résultat de la question 5. permet d'érire l'inégalité préédente ave x = un > 2 pour tout

n ∈ N :

∀n ∈ N, f(un) > un ⇐⇒ ∀n ∈ N, un+1 > un

e qui permet de onlure que la suite (un)n∈N est (stritement) roissante.

7. D'après le théorème de limite monotone : la suite roissante (un)n∈N est soit majorée et alors onver-

gente, soit divergente de limite +∞.

On raisonne par l'absurde en supposant que (un) est onvergente, et on note alors ℓ sa limite qui

véri�e : ℓ > 2.

La relation de réurrene : ∀n ∈ N, un+1 = f(un), la ontinuité de f sur [2,+∞[ et le prinipe

d'uniité de la limite onduisent à onlure que ℓ est alors solution de l'équation :

f(ℓ) = ℓ ⇐⇒ g(ℓ) = 0.

Or on a vu que la fontion g a un minimum g(2) stritement positif sur et intervalle : il n'existe don

auun réel ℓ solution de l'équation g(ℓ) = 0. On doit don onlure que (un) n'est pas onvergente,
mais divergente, ave :

lim
n→+∞

un = +∞.

8. Le programme habituel dans les épreuves de l'EML :

A = input('Donner un réel A : ')

u = 2

n = 0
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while u < A

u = exp(u) - %e*log(u)

n = n+1

end

disp(n)

9. a) On démontre les deux inégalités demandées par l'étude des fontions di�érenes

h : x 7→ x− 2 ln(x) et k : x 7→
ex

3
− x,

toutes deux dé�nies et dérivables sur [2; +∞[, ave :

∀x ∈ [2; +∞[, h′(x) = 1−
2

x
=

x− 2

x
> 0 ar x > 2. La fontion h est don roissante

sur [2; +∞[, don : ∀x ∈ [2; +∞[, h(x) > h(2) = 2 − 2 ln(2) = 2(1 − ln(2)) > 0 puisque

ln(2) < 1.

Pour tout x ∈ [2; +∞[, k′(x) =
ex

3
− 1 =

ex − 3

3
> 0 ar ex > e2 > 3. La fontion k est don

roissante sur [2; +∞[, et : ∀x ∈ [2; +∞[, k(x) > k(2) =
e2

3
− 2 =

e2 − 6

3
> 0 ar e2 > 6.

Les fontions h et k sont don positives sur [2; +∞[, e qui prouve bien les inégalités :

∀x ∈ [2; +∞[, x− 2 ln(x) > 0 et

ex

3
− x > 0 don 2 ln(x) 6 x 6

ex

3

b) On sait que pour tout n ∈ N, un > 2, don les inégalités préédentes s'appliquent ave x = un,

qui donnent :

∀n ∈ N, eun > 3un et ln(un) 6
un

2
⇐⇒ −e ln(un) > −

e

2
un

Par sommation membre à membre des deux inégalités de même sens, on obtient :

∀n ∈ N, eun − e. ln(un) > 3un −
e

2
un ⇐⇒ un+1 >

6− e

2
un

) L'inégalité préédente donne, par une réurrene simple :

∀n ∈ N, un >

(6− e

2

)n

.u0 ⇐⇒ ∀n ∈ N, 0 <
1

un

6
1

2

( 2

6− e

)n

par strite déroissane de

l'inverse sur R
+∗
.

Or : 6− e > 3 don 0 <
2

6− e
< 1 : la série

∑

n>0

1

2

( 2

6− e

)n

est don onvergente, omme série

géométrique de raison appartenant à ]0; 1[.

Le théorème de omparaison des séries à termes positifs assure alors que la série

∑

n>0

1

un

est

elle-même onvergente.

PARTIE III : Étude d'intégrales généralisées

10. L'intégrale

∫ 1

0

f(x)dx est impropre en 0. On pose don a ∈]0; 1[, et on alule :

∫ 1

a

f(x)dx =

∫ 1

a

exdx− e.

∫ 1

a

ln(x)dx =
[

ex
]1

a
− e.

[

x ln(x)− x
]1

a
= e− ea − e.

(

0− 1− a ln(a) + a
)

lim
a→0+

ea = e0 = 1 par ontinuité de exp en 0, et lim
a→0+

a ln(a) = 0 par roissanes omparées, don :
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lim
a→0+

∫ 1

a

f(x)dx = e− 1− e.(−1− 0 + 0), e qui prouve que l'intégrale impropre onverge, et vaut :

∫ 1

0

f(t)dt = 2e− 1

11. Comme lim
x→+∞

f(x) = +∞, le ritère néessaire de onvergene de l'intégrale n'est pas véri�é :

l'intégrale

∫ +∞

1

f(x)dx est don grossièrement divergente.

12. Utilisons à bon esient les inégalités de la question 9.a) : pour tout x > 2, ln(x) 6
x

2
6

ex

6
, don :

∀x > 2, f(x) = ex − e ln(x) > ex −
e

6
.ex ⇐⇒ f(x) >

6− e

6
.ex ⇐⇒ 0 <

1

f(x)
6

6

6− e
.e−x.

Or :

∫ +∞

2

e−xdx onverge (elle vaut : lim
A→+∞

[

− e−x
]A

2
= lim

A→+∞
−e−A + e−2 = e−2).

Par omparaison d'intégrales de fontions ontinues, positives sur [2; +∞[, on en déduit que l'inté-

grale

∫ +∞

2

1

f(x)
dx est onvergente.

PARTIE IV : Étude d'une fontion de deux variables réelles

On onsidère la fontion F : ]1; +∞[2→ R, de lasse C2
sur l'ouvert ]1; +∞[2, dé�nie, pour tout (x, y)

de ]1; +∞[2, par :
F (x, y) = f(x) + f(y)− xy

13. Les dérivées partielles d'ordre 1 de la fontion F sont dé�nies sur ]1; +∞[2 par :

∀(x, y) ∈]1; +∞[2, ∂1(F )(x, y) = f ′(x)− y et ∂2(F )(x, y) = f ′(y)− x

Les points ritiques de F sont les solutions sur ]1; +∞[2 du système :

{

∂1(F )(x, y) = 0

∂2(F )(x, y) = 0
⇐⇒

{

f ′(x)− y = 0

f ′(y)− x = 0
⇐⇒

{

f ′(x)− y = 0

f ′(x)− y = f ′(y)− x
⇐⇒

{

f ′(x) = y

f ′(x) + x = f ′(y) + y

Or sur ]1; +∞[, la fontion f ′ est stritement roissante, don la fontion x 7→ f ′(x) + x aussi ; une

telle fontion est alors injetive, e qui signi�e que l'équation f ′(x) + x = f ′(y) + y est équivalente

à : x = y.

Le système préédent est don équivalent à :

{

f ′(x) = y

x = y
⇐⇒

{

f ′(x) = x

x = y
⇐⇒

{

x = α

y = x = α

puisque α est l'unique solution de l'équation f ′(x) = x sur ]1; +∞[.

La fontion F admet don un unique point ritique sur ]1; +∞[2, à savoir (α, α).

14. a) Calul des dérivées partielles d'ordre 2 de la fontion F de lasse C2
sur ]1; +∞[2 :

∀(x, y) ∈]1; +∞[2, ∂2
1,1(F )(x, y) = f ′′(x), ∂2

2,2(F )(x, y) = f ′′(y), ∂2
1,2(F )(x, y) = −1 = ∂2

2,1(F )(x, y)

La Hessienne de F au point ritique (α, α) est don :

H =





eα +
e

α2
−1

−1 eα +
e

α2
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b) On herhe ii les valeurs propres de la Hessienne, les réels λ tels que :

H − λ.I2 est non-inversible ⇐⇒ det





eα +
e

α2
− λ −1

−1 eα +
e

α2
− λ



 = 0

⇐⇒
(

eα +
e

α2
− λ

)2

− 1 = 0 ⇐⇒
(

eα +
e

α2
− λ− 1

)(

eα +
e

α2
− λ+ 1

)

= 0

⇐⇒ λ = eα − 1 +
e

α2
ou λ = eα +

e

α2
+ 1

Puisque α > 0, alors eα > 1 don eα − 1 +
e

α2
> 0 et eα +

e

α2
+ 1 > 0.

Les deux valeurs propres de la Hessienne de F en (α, α) sont don stritement positives : la

fontion F admet par onséquent en extrémum loal en (α, α), et 'est un minimum loal.

Exerie 2

On note E = R2[X ] l'espae vetoriel des polyn�mes de degré inférieur ou égal à 2 et B = (1, X,X2)
la base anonique de E.

On note, pour tout polyn�me P de E :

a(P ) = P −XP ′, b(P ) = P − P ′, c(P ) = 2XP − (X2 − 1)P ′

En�n, on note : f = b ◦ a− a ◦ b.

PARTIE I : Étude de a

1. La linéarité de la dérivation entraîne elle de l'appliation a : pour tous polyn�mes (P,Q) de E et

tout réel λ :

a(λ.P +Q) = (λ.P +Q)−X(λ.P +Q)′ = λ.P + Q− λ.XP ′ −XQ′

= λ.(P −XP ′) + (Q−XQ′) = λ.a(P ) + a(Q)

De plus : pour tout P ∈ E = R2[X ], P ′ ∈ R1[X ] et XP ′ ∈ R2[X ] d'après les régles de alul ave

les degrés. Ainsi, P −XP ′ = a(P ) appartient à R2[X ] = E, et a est bien un endomorphisme de E.

2. a) On alule les images par a des trois éléments de B :

a(1) = 1−X × 0 = 1, a(X) = X −X × 1 = 0, a(X2) = X2 −X × 2X = −X2

don la matrie A de a dans la base B est bien :

a(1) a(X) a(X2)








1 0 0 1

0 0 0 X

0 0 −1 X2

b) La matrie A est diagonale, don son rang est égal au nombre de ses éléments diagonaux non

nuls, 'est-à-dire :

rg(A) = 2

On admet, pour la suite de l'exerie, que b et c sont des endomorphismes de E.

On note B et C les matries, dans la base B de E, de b et c respetivement.
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PARTIE II : Étude de b

4. La façon la plus rapide et la plus simple de prouver que l'endomorphisme b est bijetif, est de le

omposer ave l'appliation qui à tout élément Q de E, assoie Q+Q′ +Q′′, notons-la d :

∀Q ∈ E, b◦d(Q) = b(Q+Q′+Q′′) = (Q+Q′+Q′′)−(Q+Q′+Q′′)′ = Q+Q′+Q′′−Q′−Q′′−Q′′′ = Q

ar tout polyn�me Q de E étant de degré inférieur ou égal à 2, véri�e : Q′′′ = 0. Ce alul su�t

e�etivement à prouver que b est un automorphisme, de bijetion réiproque b−1 : Q 7→ Q+Q′+Q′′.

5. a) On érit ii la matrie B via les aluls :

b(1) = 1− 0 = 1, b(X) = X − 1, b(X2) = X2 − 2X

don : B =





1 −1 0
0 1 −2
0 0 1




.

La matrie B est ainsi triangulaire : ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux, don 1 est

la seule valeur propre de B, et aussi de b.

b) Le raisonnement est lassique, et toujours le même : si b était diagonalisable, il existerait une

base de veteurs propres pour b, tous assoiés à la seule valeur propre 1 de elui-i ; la matrie

B serait alors semblable à la matrie diagonale d'ordre 3 dont tous les éléments diagonaux sont

égaux à 1 : 'est la matrie identité d'ordre 3 !

La formule de hangement de base donnerait alors :

B = PI3P
−1 = PP−1 = I3

Mais B n'est évidemment pas égale à la matrie I3 ! Par onséquent, et par l'absurde, B n'est

pas diagonalisable, et b non plus.

PARTIE III : Étude de c

6. La matrie C est à nouveau obtenue à partir des aluls :

c(1) = 2X−(X2−1)×0 = 2X, c(X) = 2X2−(X2−1)×1 = X2+1, c(X2) = 2X3−(X2−1)×2X = 2X

Don : C =

c(1) c(X) c(X2)








0 1 0 1

2 0 2 X

0 1 0 X2

.

7. La matrie C est évidemment non-inversible, ar deux de ses olonnes sont identiques ; par onsé-

quent, l'endomorphisme c n'est pas bijetif.

8. a) Pour répondre à ette question, on herhe les valeurs propres de la matrie C ; remarquons qu'il

est déjà ertain qu'elle est diagonalisable, étant donné qu'elle est symétrique réelle. On éhelonne

alors, pour λ réel, la matrie C − λ.I3 :

C − λ.I3 =





−λ 1 0
2 −λ 2
0 1 −λ




L1←L2−−−−→





2 −λ 2
−λ 1 0
0 1 −λ




L2←2L2+λL1−−−−−−−−→





2 −λ 2
0 2− λ2 2λ
0 1 −λ





L2↔L3−−−−→





2 −λ 2
0 1 −λ

0 2− λ2 2λ




L3←L3−(2−λ2)L2

−−−−−−−−−−→





2 −λ 2
0 1 −λ

0 0 2λ+ λ(2− λ2)





7 ©



La matrie est désormais éhelonnée, est elle non-inversible (et C − λ.I3 aussi) si et seulement si

2λ+ λ(2− λ2) = 0 ⇐⇒ λ(4− λ2) = 0 ⇐⇒ λ = 0 ou λ2 = 4, et ainsi :

Sp(C) = Sp(c) = {−2, 0, 2}

La matrie C, arrée d'ordre 3, possède 3 valeurs propres distintes, e qui on�rme à nouveau

que C est diagonalisable, et de plus on sait désormais que ses sous-espaes propres sont tous de

dimension 1. Il su�t don de trouver un veteur propre pour haque valeur propre.

Pour ela, on résout le système (C − λ.I3)X = 03,1, d'inonnue X =





x

y

z




, pour haune des

valeurs λ ∈ {−2, 0, 2} : on peut d'ailleurs remplaer dans le système, C − λ.I3 par sa réduite de

Gauss préédemment alulée :

� Pour λ = 0 :

CX = 03,1 ⇐⇒





2 0 2
0 1 0
0 0 0









x

y

z



 =





0
0
0



 ⇐⇒

{

2x+ 2z = 0

y = 0
⇐⇒

{

x = −z

y = 0

Le veteur





1
0
−1




est ainsi veteur propre de C pour la valeur propre 0.

� Pour λ = −2 :

(C+2I3)X = 03,1 ⇐⇒





2 2 2
0 1 2
0 0 0









x

y

z



 =





0
0
0



 ⇐⇒

{

2x+ 2y + 2z = 0

y + 2z = 0
⇐⇒

{

x = −y − z = z

y = −2z

Le veteur





1
−2
1




est ainsi veteur propre de C pour la valeur propre −2.

� Pour λ = 2 :

(C−2I3)X = 03,1 ⇐⇒





2 −2 2
0 1 −2
0 0 0









x

y

z



 =





0
0
0



 ⇐⇒

{

2x− 2y + 2z = 0

y − 2z = 0
⇐⇒

{

x = y − z = z

y = 2z

Le veteur





1
2
1




est ainsi veteur propre de C pour la valeur propre 2.

La matrie R =





1 1 1
−2 0 2
1 −1 1




est ainsi la matrie de passage de la base anonique de M3,1(R) à

une base de veteurs propres pour C qui satisfait les onditions de l'énoné, où on a hoisi l'ordre

des olonnes de P de sorte que :

C = RDR−1 où D =





−2 0 0
0 0 0
0 0 2




est bien diagonale, à oe�ients diagonaux dans l'ordre

roissant.

b) L'endomorphisme c, représenté par la matrie C, est bien diagonalisable. La matrie de passage

ontient les oordonnées dans la base B, des éléments d'une base (P1, P2, P3) de veteurs propres
pour c :

P1 = 1− 2X +X2, P2 = 1−X2, P3 = 1 + 2X +X2
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PARTIE IV : Étude de f

9. Pour tout polyn�me P de E :

f(P ) = (b ◦ a− a ◦ b)(P ) = b
(
a(P )

)
− a

(
b(P )

)

= b(P −XP ′)− a(P − P ′) =
(

(P −XP ′)− (P −XP ′)′
)

−
(

P − P ′ −X(P − P ′)′
)

= P −XP ′ − P ′ + (P ′ +XP ′′)− P + P ′ +X(P ′ − P ′′)

= P −XP ′ − P ′ + P ′ +XP ′′ − P + P ′ +XP ′ −XP ′′

f(P ) = P ′

On pouvait aussi répondre à ette question en alulant la matrie représentative de f dans la base

anonique, à savoir :

BA−AB =





1 −1 0
0 1 −2
0 0 1









1 0 0
0 0 0
0 0 −1



−





1 0 0
0 0 0
0 0 −1









1 −1 0
0 1 −2
0 0 1



 =





0 1 0
0 0 2
0 0 0





Or il est faile de véri�er que ette matrie est elle de l'appliation P 7→ P ′ dans la base B.

Par uniité de la représentation matriielle dans ette base, l'appliation f est bien égale à l'appli-

ation de dérivation des polyn�mes de E : ∀P ∈ E, f(P ) = P ′.

10. La matrie AB−BA est, d'après les règles de la représentation matriielle, la matrie de l'endomor-

phisme b ◦ a− a ◦ b = f dans la base B. La matrie (BA−AB)3 est don la matrie représentative

de f 3 = f ◦ f ◦ f ; or pour tout P de E = R2[X ], la dérivée troisième de P est nulle !

∀P ∈ E, f 3(P ) = P ′′′ = 0

e qui implique que la matrie représentative de f 3
est elle-même nulle : (BA− AB)3 = 0.

Exerie 3

On onsidère une urne ontenant initialement une boule bleue et deux boules rouges.

On e�etue, dans ette urne, des tirages suessifs de la façon suivante : on piohe une boule au hasard,

on note sa ouleur, puis on la replae dans l'urne en ajoutant une boule de la même ouleur que elle

qui vient d'être obtenue.

Pour tout k de N
∗
, on note Bk l'événement : � on obtient une boule bleue au k-ième tirage �

Rk l'événement : � on obtient une boule rouge au k-ième tirage. �

PARTIE I : Simulation informatique

1. Rappelons ii que la fontion rand() simule la loi uniforme sur ]0; 1[, et pour tout réel p ∈]0; 1[, la
probabilité que rand()< p est justement égale à p.

On peut ainsi simuler la réalisation de n'importe quel événement onnaissant sa probabilité ; ii, à

tout moment, la probabilité d'obtenir une boule rouge est

r

r + b
ave des variables r et b atualisées

à tout moment :
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funtion s = EML(n)

b = 1 // b désigne le nombre de boules bleues présentes dans l'urne

r = 2 // r désigne le nombre de boules rouges présentes dans l'urne

s = 0 // s désigne le nombre de boules rouges obtenues lors des n tirages

for k = 1:n

x = rand()

if x < r/(r+b) then

r = r + 1

s = s + 1

else

b = b + 1

end

end

endfuntion

2. On exéute le programme suivant :

n = 10

m = 0

for i = 1:1000

m = m + EML(n)

end

disp(m/1000)

On obtient : 6.657. Cette valeur représente le nombre moyen (arrondi au millième) de boules

rouges obtenues en 1000 expérienes indépendantes de 10 tirages selon le protoole dérit dans et

exerie.

PARTIE II : Rang d'apparition de la première boule bleue et rang d'appar-

tition de la première boule rouge

On dé�nit la variable aléatoire Y égale au rang d'apparition de la première boule bleue et la variable

aléatoire Z égale au rang d'apparition de la première boule rouge.

3. a) La variable aléatoire Y a pour univers-image : Y (Ω) = N
∗
.

Le as partiulier : [Y = 1] = B1 donne P([Y = 1]) =
1

3
et pour tout entier n > 2 : [Y =

n] = R1 ∩ . . . ∩ Rn−1 ∩ Bn, don d'après la formule des probabilités omposées :

P([Y = n]) = P(R1)× PR1
(R2)× . . .× PR1∩...∩Rn−2

(Rn−1)× PR1∩...∩Rn−1
(Bn)

=
2

3
×

3

4
×

4

5
× . . .×

n− 1

n
×

n

n+ 1
×

1

n+ 2

=
2

(n+ 1)(n+ 2)
après simpli�ations

On remarque ainsi que

2

(1 + 1)(1 + 2)
étant égal à

1

3
= P([Y = 1]), ette formule générale est

bien valable pour tout entier n ∈ N
∗
.

b) La variable aléatoire disrète Y admet une espérane si et seulement si la série

∑

n>1

nP([Y = n])

est absolument onvergente. Il s'agit d'une série à termes positifs, où :

nP([Y = n]) =
2n

(n + 1)(n+ 2)
∼

n→+∞

2n

n2
∼

n→+∞

2

n
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Or la série

∑

n>1

2

n
est, au fateur onstant 2 près, la série harmonique qui diverge : par omparaison

de séries à termes positifs, la série

∑

n>1

nP([Y = n]) est de même nature, don divergente, et Y

n'admet pas d'espérane.

Comme Y n'admet pas d'espérane, elle n'admet don pas non plus de variane.

4. Sur le même modèle : Z(Ω) = N
∗
; [Z = 1] = R1 et P([Z = 1]) =

2

3
,

et pour tout entier n > 2 : [Z = n] = B1 ∩ B2 ∩ . . . ∩Bn−1 ∩Rn, où :

P([Z = n]) = P(B1)× PB1
(B2)× . . .PB1∩...∩Bn−2

(Bn−1)× PB1∩...Bn−1
(Rn)

=
1

3
×

2

4
×

3

5
× . . .×

n− 2

n
×

n− 1

n+ 1
×

2

n+ 2

=
4

n(n + 1)(n+ 2)

Lorsque n = 1, la formule préédente donne bien

4

6
=

2

3
= P([Z = 1]), don la formule est vraie

pour tout n ∈ N
∗
.

La série

∑

n>1

n.P([Z = n]) est à termes positifs, ave : nP([Z = n]) ∼
n→+∞

4n

n3
∼

n→+∞

4

n2
.

La série

∑

n>1

4

n2
est, à un fateur onstant près, une série de Riemann d'exposant α = 2 > 1, don

onvergente : par omparaison de séries à termes positifs, la série

∑

n>1

nP([Z = n]) est elle-même

(absolument) onvergente, don Z admet une espérane.

Par ontre : n2
P([Z = n]) ∼

n→+∞

4n2

n3
∼

n→+∞

4

n
; on en déduit omme préédemment que ette fois,

la série

∑

n>1

n2
P([Z = n]) est divergente :

par onséquent, Z n'admet pas de moment d'ordre 2, don pas de variane non plus.

PARTIE III : Nombre de boules rouges obtenues au ours de n tirages

On dé�nit, pour tout k de N
∗
, la variable aléatoire Xk égale à 1 si l'on obtient une boule rouge au

k-ième tirage, et égale à 0 sinon.

On dé�nit, pour tout n de N
∗
, la variable aléatoire Sn égale au nombre de boules rouges obtenues au

ours des n premiers tirages.

5. Il est lair que haque variable aléatoire Xk (1 6 k 6 n) qui prend la valeur 1, ompte pour 1 boule

rouge obtenue au ke

tirage, don :

Sn =
n∑

k=1

Xk

6. La loi de la variable aléatoire X1 est dé�nie par :

P([X1 = 1]) = P(R1) =
2

3
et P([X1 = 0]) = P(B1) =

1

3

X1 suit don la loi de Bernoulli de paramètre p =
2

3
, don d'après le ours sur ette loi usuelle :

E(X1) =
2

3
et V(X1) =

2

3
×

1

3
=

2

9
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7. a) L'univers-image du ouple (X1, X2) est {0, 1}
2
, et la loi onjointe est donnée par :

P([X1 = 0] ∩ [X2 = 0]) = P(B1 ∩B2) = P(B1)× PB1
(B2) =

1

3
×

2

4
=

1

6

P([X1 = 0] ∩ [X2 = 1]) = P(B1 ∩R2) = P(B1)× PB1
(R2) =

1

3
×

2

4
=

1

6

P([X1 = 1] ∩ [X2 = 0]) = P(R1 ∩ B2) = P(R1)× PR1
(B2) =

2

3
×

1

4
=

1

6

P([X1 = 1] ∩ [X2 = 1]) = P(R1 ∩ R2) = P(R1)× PR1
(R2) =

2

3
×

3

4
=

1

2

b) X2(Ω) = {0, 1}, et le alul de la loi marginale de X2 donne :

P([X2 = 0]) = P([X1 = 0] ∩ [X2 = 0]) + P([X1 = 1] ∩ [X2 = 0]) =
1

6
+

1

6
=

1

3

P([X2 = 1]) = P([X1 = 0] ∩ [X2 = 1]) + P([X2 = 1] ∩ [X2 = 1]) =
1

6
+

1

2
=

4

6
=

2

3

On remarque don que X2 suit la même loi de Bernoulli que X1.

) On onstate immédiatement que : P([X1 = 0] ∩ [X2 = 0]) =
1

6
6=

1

9
= P([X1 = 0])× P([X2 = 0]),

don les variables aléatoires X1 et X2 ne sont pas indépendantes.

8. Soient n ∈ N
∗
et k ∈ J0;nK.

a) Toujours d'après la formule des probabilités omposées :

P(R1 ∩ . . . ∩ Rk ∩Bk+1 ∩ . . . ∩ Bn)

= P(R1)× PR1
(R2)× . . .× PR1∩...Rk−1

(Rk)× PR1∩...∩Rk
(Bk+1)× . . . PR1∩...∩Rk∩Bk+1∩...∩Bn−1

(Bn)

=
2

3
×

3

4
×

4

5
× . . .×

k

k + 1
×

k + 1

k + 2
×

1

k + 3
×

2

k + 4
× . . .×

n− (k + 1) + 1

n + 2

=
2(k + 1)!× (n− k)!

(n+ 2)!

b) L'événement [Sn = k] est réalisé si et seulement si on obtient k boules rouges en n tirages. Il est

intéressant de onstater, omme dans le alul préédent, que e faisant on a systématiquement

rajouté n boules au total dans l'urne à la �n des n tirages, dont k rouges et n − k bleues. Au

niveau des probabilités, le numérateur vaudra toujours k! × (n − k)!, les fateurs n'étant pas

forément érits dans le même ordre, et le dénominateur vaut toujours

(n+ 2)!

2
.

Il y a

(
n

k

)

façons di�érentes (inompatibles !) d'interaler les k tirages d'une boule rouge ave les

(n−k) tirages d'une boule bleue parmi les n tirages. D'après e qu'on vient d'expliquer, [Sn = k]
est don l'union disjointe de tous es événements, tous de même probabilité que R1 ∩ . . . ∩ Rk ∩
Bk+1 ∩ . . . ∩Bn, e qui prouve bien que :

P([Sn = k]) =

(
n

k

)

P(R1 ∩ . . . ∩Rk ∩ Bk+1 ∩ . . . ∩ Bn)

=
n!

k!(n− k)!
×

2(k + 1)!(n− k)!

(n + 2)!

=
2(k + 1)

(n+ 1)(n+ 2)
CQFD
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9. La variable aléatoire Sn est �nie, d'univers-image Sn(Ω) = J0;nK, don elle admet une espérane qui

vaut :

E(Sn) =
n∑

k=0

kP([Sn = k]) =
2

(n+ 1)(n+ 2)

n∑

k=0

k(k + 1)

=
2

(n+ 1)(n+ 2)

( n∑

k=0

k +

n∑

k=0

k2
)

=
2

(n+ 1)(n+ 2)

(n(n + 1)

2
+

n(n+ 1)(2n+ 1)

6

)

=
n

n+ 2
×

(

1 +
2n+ 1

3

)

=
n

n+ 2
×

2n+ 4

3

E(Sn) =
2n

3

10. Soit n ∈ N
∗
.

a) Soit k ∈ J0;nK : si [Sn = k] est réalisé, alors avant le (n+ 1)e tirage, l'urne ontient n+ 3 boules,

dont k + 2 rouges et n− k + 1 bleues. La probabilité de tirer une nouvelle boule rouge est bien :

P[Sn=k]([Xn+1 = 1]) =
k + 2

n+ 3

b) On obtient P([Xn+1 = 1]) grâe à la question préédente et la formule des probabilités totales,

appliquée ave le système omplet d'événements

(
[Sn = k]

)

06k6n
:

P([Xn+1 = 1]) =

n∑

k=0

P([Sn = k])× P[Sn=k]([Xn+1 = 1])

=
1

n + 2

n∑

k=0

(

kP([Sn = k]) + 2P([Sn = k])
)

=
1

n + 2

n∑

k=0

kP([Sn = k])

︸ ︷︷ ︸

=E(Sn)

+
2

n + 2

n∑

k=0

P([Sn = k])

︸ ︷︷ ︸

=1

=
E(Sn) + 2

n+ 2

) La variable aléatoire Xn+1 est une variable de Bernoulli, d'univers-image {0; 1}, dont la loi est

donnée par :

P([Xn+1 = 1]) =
E(Sn) + 2

n+ 2
=

2n

3
+ 2

n+ 2
=

2n+ 6

3(n+ 2)
=

2

3

P([Xn+1 = 0]) = 1− P([Xn+1 = 1]) =
1

3

On remarque don que Xn+1 suit don la même loi de Bernoulli que X1 et X2 : 'est don la loi

ommune à toutes les variables aléatoires (Xn)n∈N∗
.
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PARTIE IV : Étude d'une onvergene en loi

On s'intéresse dans ette partie à la proportion de boules rouges obtenues lors des n premiers tirages.

On pose, pour tout n de N
∗, Tn =

Sn

n
.

11. Comme on l'a vu, la variable aléatoire Sn prend les valeurs entières omprises entre 0 et n, don
Sn

n
est une variable aléatoire dont les valeurs sont toutes omprises entre 0 et 1 (très onrètement : e

sont les valeurs 0,
1

n
,
2

n
, . . . ,

n− 1

n
,
n

n
= 1).

Par onséquent :

� Pour tout réel x < 0, [Tn 6 x] est l'événement impossible ar on aurait

alors [Tn 6 x < 0], don P([Tn 6 x]) = 0.

� Pour tout réel x > 1 : [Tn 6 x] est l'événement ertain puisque [Tn 6 1 6 x],

don P([Tn > x]) = 1 dans e as.

12. Soit x ∈ [0, 1]. Pour tout entier n ∈ N
∗
:

P([Tn 6 x]) = P
([Sn

n
6 x

])
= P([Sn 6 nx]) (n > 0)

= P([Sn 6 ⌊nx⌋]) =

⌊nx⌋
∑

k=0

P([Sn = k]) ar Sn est à valeurs entières

=
2

(n+ 1)(n+ 2)

⌊nx⌋
∑

k=0

(k + 1)
[j=k+1]
=

2

(n+ 1)(n+ 2)

⌊nx⌋+1
∑

j=1

j

=
2

(n+ 1)(n+ 2)
×

(⌊nx⌋ + 1)(⌊nx⌋ + 2)

2

P([Tn 6 x]) =
(⌊nx⌋ + 1)(⌊nx⌋ + 2)

(n+ 1)(n+ 2)

13. L'étude de la onvergene en loi de la suite de variables aléatoires (Tn)n∈N∗
, passe par l'étude de la

limite de la suite réelle

(
FTn

(x)
)

n∈N
, pour haque réel x. Comme dans les questions préédentes, on

distingue trois as :

� Pour tout x < 0 : lim
n→+∞

FTn
(x) = lim

n→+∞
0 = 0.

� Pour tout x > 1 : lim
n→+∞

FTn
(x) = lim

n→+∞
1 = 1.

� Pour tout x ∈ [0, 1] : la gestion de la partie entière passe par le rappel de la double inégalité

fondamentale qui lui est assoiée :

∀y ∈ R, ⌊y⌋ 6 y < ⌊y⌋+ 1 don y − 1 < ⌊y⌊6 y

Et ainsi :

∀n ∈ N, nx− 1 < ⌊nx⌋ 6 nx ⇐⇒ x−
1

n
<

⌊nx⌋

n
6 x

Puisque lim
n→+∞

x−
1

n
= x, le théorème d'enadrement donne : lim

n→+∞

⌊nx⌋

n
= x

et ainsi : ⌊nx⌋ ∼
n→+∞

nx. De la sorte :

(⌊nx⌋ + 1)(⌊nx⌋ + 2)

(n + 1)(n+ 2)
∼

n→+∞

(nx)2

n2
= x2

,

'est-à-dire que : ∀x ∈ [0, 1], lim
n→+∞

FTn
(x) = x2

.
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Bilan : ∀x ∈ R, lim
n→+∞

FTn
(x) =







0 si x < 0

x2
si 0 6 x 6 1

1 si x > 1

.

Notons alors F la fontion dé�nie sur R par les trois expressions limites obtenues préédemment : il

est évident que F est de lasse C1
sur ]−∞, 0[ et ]1,+∞[ omme fontions onstantes, et de lasse

C1
sur ]0, 1[ omme fontion de référene.

De plus, lim
x→0+

F (x) = lim
x→0+

x2 = 0 = F (0) = lim
x→0−

F (x),

et de même lim
x→1−

F (x) = lim
x→1−

x2 = 1 = F (1) = lim
x→1+

F (x).

Ainsi, F est ontinue en 0 et en 1, don sur R.

Par onséquent, F est la fontion de répartition d'une variable aléatoire à densité, notons-la T :

puisque lim
n→+∞

FTn
(x) = F (x) pour tout réel x, on en onlut que la suite de variables aléatoires

(Tn)n∈N∗
onverge en loi vers T , dont une densité f est dé�nie sur R par :

∀x ∈ R, f(x) =







2x si x ∈]0, 1[

0 sinon

On a, pour ela, dérivé F sur ] −∞, 0[, ]0, 1[ et ]1,+∞[ où elle est de lasse C1
, et en 0 et 1, on a

hoisi des valeurs arbitraires positives, en l'ourrene f(0) = f(1) = 0.
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