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Corrigeé
EXERCICE 1.
x a
1. (a) Soient X = |y | et Y = | b | alors on a les équivalences suivantes
z
T=a T=a 100
AX =Y & —2r+y=>b & y=2a+b & X=1[210]|Y
—y+z=c z=2a+b+c 211

100
donc la matrice A est inversibleet A™' =12 1 0
211

(b) On procede par récurrence.

1 00 1 0 0
Initialisation n = 0. On pose uy = vo = O alors A = [0 1 0] = |[2uy 1 0] donc
001 vy ug 1
I'initialisation est vérifiée.
Heéreédité. Supposons la propriété vérifiée au rang n alors :
1 0 0 1 0 0 1 0 0
At =A"A=(2u, 1 0)[-2 1 0)]=|24,—-2 1 0
Uy Uy 1 0 —-11 Vp — 22Uy, Uy, —1 1
On pose alors
2Up 41 = 2uy — 2 Unit = Up — 1
Un41 = Un — 2u, & v = — 2
Upg1 = Up — 1 n+1 n n
ce qui démontre la propriété au rang n + 1 et achéve la récurrence.
(c) La suite (uy),, est arithmétique de raison —1 donc pour tout entier n, u, = ug +n(—1) = —n.
(d) On procéde par récurrence.
1-1 0
Initialisation n = 1. Puisque 2 Z k=2 Z k=2 x0=0 = v, l'initialisation est vérifiée.
k=0 k=0

Hérédité. Supposons la propriété vérifiée au rang n alors

n—1 n
U1 = Up = 2up = <2Zk> +om =2k
k=0 k=0

ce qui démontre la propriété au rang n + 1 et achéve la récurrence.

(e) D’apres la question précédente, on a pour tout n > 1 :

n(n —1)
2

1 0
=nn—1)=A"= —2n 1
nn—1) —n

0
vy =2 0
1
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2. (a) Un calcul direct montre que

fl2) = (az+b)e™ — (ar’ +bx+c)e* =e* (—az’ +z(2a — b) + b —¢)

En posant
a; = —a a, -1 0 0 a a
by=2a—b = | |=]2 -1 0 bl =—-Alb
cg=b—c 1 0 1 -1 c c
a ay —ay
(b) Puisque A est inversible,ona [ b | =—-A71 b, | = —2a, — by
(&) 72041 — b1 —C1
3. D’aprés la question précédente, si 'on pose a1 = 0,0 =letcg =1l alorsa=0,b=—1et c= -2

alors la fonction
R(@) = (az’ +bx+c)e " =(—a—2)e "

vérifie R'(z) = r(z) donc il s’agit bien d’une primitive de r.
De méme, si 'on pose a3 =1, by =1 et ¢; =0 alors a = —1, b = —3 et ¢ = —3 alors la fonction

S(x) = (aa® +br+c)e ™ = (—a> -3z —3)e ™"
vérifie §'(z) = s(x) donc il s’agit d’une primitive de s.

4. On consideére la fonction g définie sur R par :
Ve <0, g(x)=0, V>0, g(x)=

(a) En utilisant la question 3, on a

/Xg(r)df = 71T(T)d’l‘ {@]XfR(X)*R(O)7(*X72)e*X+2
Dda = [ ria)de = - _

2 |, 2 2
X
= 75(3’){ e N+l
i il S@)1X S(X)—S(0) (—X2—3X —3)eX +3
/J:g(x)dx = /75(1;)511' = = =
2 2 |, 2 2
0 0
XZ
= X §Xe’X — e X 4 §
2 2 2
(b) Puisque lim X2 X = lim Xe ¥ = lim e X =0, la question précédente montre que
X—+o0 X—+00 X —+400
X X 5
li r)dr =1, li zg(x)de = =
W, fotndr =1 i frotde =g
0 0

+0o0 +o00
3
c’est-a-dire que les intégrales / g(x)dx et / zg(x)dx convergent valent respectivement 1 et 7

0 0
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(¢) La fonction g est continue sur R* (car elle y est nulle), continue sur R, (produit de deux
fonctions continues sur cet intervalle) et lim f(z) = lim 0 = 0 donc elle est continue par
z—0~ z—0~
morceaux sur R. La fonction g est positive sur R, pour tout réel X < 0, on a
0 0
/g(m)dm:/Odsz — 0
X——00
X X
0 +oo
donc / g(z)dx converge et vaut 0. D’aprés la question précédente, 'intégrale / g(z)dz con-
0

—00
+o0

verge et vaut 1 donc / g(x)dx converge et vaut 1. Par conséquent, g est bien une densité de

oo
probabilité.
(d) La fonction zg(x) est continue par moceaux sur R et I'intégrale suivante converge
+o0o +o0
/xg(z)dx = /xg(x)dx = g
—00 0

3
(méme argumentaire que pour ¢g) donc X admet une espérance valant 5

EXERCICE 2.

1. (a) On remarque que
r2l=2r-122x1-1=1
22— (20 —-1) (z—1)2

= f@)-l=——F —F—=0—1720=f2)>1
r+1 @+ D@r-1)-22  z-1
;- 0= 2020 — 1) “ -1

(b) Pour la premiére inégalité, on procéde par récurrence.
Initialisation n = 0. Puisque ug € [1, +o0] alors up > 1 ce qui justifie I'initialisation.
Hérédité. Supposons la propriété vérifiée au rang n alors

e 2 1= f(n) 2 16 s > 1
q

ce qui démontre la propriété au rang n + 1 et achéve la récurrence.
Pour la seconde s’obtient en remplagant « par u, dans la seconde inégalité de la question 1.

(c) Initialisation n = 0. Par hypothese, on a uy > 1 et comme
1
1+@(u0—1):1+(u0—1):uo>u0,
Iinitialisation est vérifiée.
Hérédité. Supposons la propriété vérifice au rang n alors, étant donné que wu, > 1, 'inégalité
de la question précédente montre que

1 1 1
Un < 5 Un 1<7 1 —(u—1 1
o < gl b )< (14 g1 +1)

1
= 1+W(u0—1)
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ce qui démontre la propriété au rang n + 1 et achéve la récurrence.

n—+o0

1 1
(d) Etant donné que lim on (up—1) =0, on a lilll (1 + o (uo — 1)> =1 et l'inégalité de la

question précédente permet d’appliquer le théoréme d’encadrement ce qui montre que lim w, =
n—-+4o0o

1.
1
- =1
1-0
2
T 1 T 1
2 (a)f(x)*%~1 T~ 39 ° 1 — +00
- <~ 1|
2 —+oo 20w
S
—0
T 2r — 1 2”1,i 217im~>+002
) 2x2 2 21)
T T r 20" —x(2x—1 T T 1 1 1 1
- = 2= = = S =
S R P 2020 - 1) 22 —1) 4] L 4] T aied
2z 2z
z 1 z? z 1 T 1 2z—(22-1) 1
———_ = - —_ = — = = =c=
@ @) = =11 2 1 21 1 d@e-1) dm-1 ‘1
r 1 1
(d) Etant donné que f(z) — (% + Z) — 0, on en déduit que la droite (D) : y = 5 + 1 est
asymptote a Cy et comme
z 1 1
- =—v— >,
@) (2*4) 2z-1)7 "
on peut affirmer que (D) est située sous la courbe Cy.
2z)(2r — 1) — 2%(2 222 —2r  2z(z—1
5 () o= 22D 22 a1
2z —1) 2z —1) 2z —1)
(b) Puisque x > 1, on peut affirmer que f’(x) > 1 pour tout & > 1 donc f est croissante sur
(1, 4o00].

(c) En trait gras, Cy, en trait fin (D) et en pointillé (7) : y = f'(1)(x — 1)+ f(1) = 1.

ol
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4. Etude d’une réciproque.

(a) La fonction f est continue et strictement croissante sur [1, +oo[ donc elle réalise une bijection
de [1,4o0[ sur

(0L bool) = |70t 7| = 1o,
(b) Le réel ¢ étant fix¢é > 1, 'équation considérée est du second degré, son discriminant vaut
A= (=22 -4t =4 — 4t =4t(t—1) >0
donc ’équation admet deux solutions qui sont

_2A VAT 2 /i)
et =Y

Ty 3

()

DN

(@)=t ?=t2r—-1) e 2> —2at+t=0<« z € {v,,z_}. Etant donné que z, >
14

=1t > 1 et que I’équation considérée n’admet qu’'une seule solution x > 1, on est assuré que
=,

Sho

EXERCICE 3.

1. (a) On note A I'événement «piocher deux boules de méme couleur» alors P (A) = = - (cas

favorable : on choisit une des deux couleurs, 2 choix possibles, puis on pioche les deux boules
de cette couleur. Cas possible : choisir 2 boules parmi 4 boules).

(b) Les tirages étant indépendant, Pexpérience étant identique a chaque tirage et N désignant le
nombre de succes de I'événement A, on peut affirmer que N suit la loi binémiale B (n, P (A)) =

B <n %) donc
et ruon- () ()

n 2n
E(N)=-, V(N)=—
© B =" vin=2
(d) Il s’agit en fait de I’événement (N > 1) donc

P(N>1):1*P(N7>1):17P(N:0):17(%)n

2. (a) Puisque 'urne U contient 4 boules, I'événement (X = 1) est impossible donc P (X =1) = 0.
L’événement (X = 2) se réalise si et seulement si on a pioché 2 boules de méme couleur au
premier tirage (au second tirage, les deux boules étant alors de méme tirage, 'urne est vidée a
lissue du second tirage) donc

L’événement (X = 3) se réalise si et seulement si on pioche au premier tirage deux boules de
couleurs différentes et qu’au second tirage on pioche deux boules de méme couleur (alors au
troisiéme tirage, les deux boules restant dans 'urne sont de méme couleur et 'urne U est vide
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a lissue de ce tirage).
On note alors pour tout entier ¢ > 1, on note A; : «au i-iéme tirage, dans I'urne U, les deux
boules sont de méme couleur» alors

2

P(X=3)=P (A NA) =P (A)Pr(4) =

21
339

En effet, la probabilité conditionnelle Py (Az) correspond au fait que la premiére pioche est
réalisée (donc 'urne U conserve sa composition initiale) et au second tirage on obtienne deux
boules de méme couleur.

(b) L’événement (X = n) se réalise si et seulement si les deux boules de méme couleur sont piochées
au (n— 1)-iéme tirage et pas lors des tirages précédents (sinon I'urne serait vidée avant le n-iéme
tirage). Avec les notations de la question précédente, on a

P(X=n) = PAN--NA,2NA,1)
P (A1) Py (A2) - P (Au-2) Papri 5 (Anea)
(l-a)x(1—a)x--x(1—a)xa=(1—-a)""a

(c) Pour tout entier n > 1, on a :
P(Z=n)=PX-1=n=PX=n+1)=(1-a)""a
donc Z suit bien la loi géométrique de parameétre a.

(d)E(Z):é, v(z):lc;“, E(X):E(Z+1):E(Z)+1:%+1., V(X)=V(Z+1) =

Vi(z)=1=2

A
3. Initialisation n = 2. (r*2 — §?72) = —/—— (1 — 1) = 0 = uy donc 'initialisation est vérifée.
r—s

r—s
Heérédité. Supposons la propriété vraie au rang n alors

(7’”72 _ 5n—2)
r—3s
A —s)r" 2+ A (r72 — s"72) ATl = Aer T2 4 AT — \gnl
r—s n r—s
Arnl - gt A
r—s r—s

Uppr = A" P su, = A" s

(cas favorables : choisir une couleur, 3 choix possibles, puis piocher les deux

O] =

6
)
boules de cette couleur, 1 seul choix, cas possibles : choisir 2 boules parmi les 6 disponibles).
(b) L’évenement (Y = 2) est impossible (il faut au moins 3 tirages avant de vider 1'urne) donc
P(Y =2)=0.
L’événement (Y = 3) se réalise si et seulement si on pioche & chaque tirage deux boules de
méme couleur.
On considére pour tout i > 1, 'événement B; : « au i-iéme tirage dans 'urne V', les deux boules
sont de méme couleur »En conservant les notations de la question 2.a, on a

P(Y =3)=P(B,NBy) = P(B) Py, (BZ):bazl—15.
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En effet, la probabilité Pg, (By) correspond au fait suivant : on vient de piocher deux boules
de méme couleur au premier tirage et on souhaite obtenir deux boules de méme couleur au
tirage suivant. L'urne V' contenant maintenant 4 boules, on obtient la méme configuration que
piocher deux boules de méme couleur dans 'urne U.

(c¢) En suivant l'indication de la question, on a
PY=n+1) = PBN({Y =n+1)+P (BN =n+1))

P(B)Pg(Y =n+1)+P(B)P5(Y =n+1)
bP(X =n)+ (1—b)P(Y =n).

En effet, la probabilité Pg (Y =n + 1) correspond au fait suivant : on vient de piocher deux
boules de méme couleur dans V' et on souhaite vider 'urne a l'issue du (n + 1)-iéme tirage.
Autrement dit, 'urne est désormais composée de 4 boules (assimilable & 'urne U pour le choix
des couleurs restantes) et il faut vider cette nouvelle urne a l'issue de n tirages (compte-tenu
qu’un tirage est déja effectué). La réalisation de cet événement est assimilable a la réalisation
de I'événement (X = n).

La probabilité Pg (Y =n + 1) correspond au fait suivant : on vient de piocher deux boules de
méme couleur et on souhaite vider 'urne a l'issue du (n + 1)-iéme tirage. Autrement dit I'urne
V conserve sa composition initiale et on veut vider I'urne en n tirages (compte-tenu qu’un tirage
est déja effectué). La réalisation de cet événement est assimilable a la réalisation de I’événement

(Y =n).
(d) Etant donné que P (X =n) = (1—a)" %a,on a

PY=2)=0, Vn>2 P =n+1)=ab(1—a)" > +(1-0bP(Y =n),

en choisissant A = ab, r =1 —a et s =1 — b, la question 3 montre que

ab

m ((1 — @)"72 _ (1 _ b)nfg)
ab

S (1—a)"?=(1-b)"?).

PY =n) =

(e) Etant donné que la série Z g™ converge pour |g| < 1, que sa somme vaut T et que 0 <
n=0

1—a<1, 0<1-=0b<1,onpeutaffirmer que les séries

da-a)? =, dl—a) et > (1-b)"? =, > oa-vt

n>2 k>0 n>2 k>0

convergent donc la série

Y P(Y=n)= bab d(—a)"?=(1-b)""?

—a
n=2 n=2

aussi et sa somme vaut (& I'aide du changement de variable k =n — 2) :

oo 400 +00
S (-t - - = (Z(l —a) =30 b)k)
k=0

k=0 k=0

_ab 1 B 1 7ab1717b7a71
“b—a\l-(1-a) 1-(1-0)) b—al\a b) b—a b—a
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(f) Etant donné que la série an"’l converge pour |g| < 1, que sa somme vaut et que

1
n>0 (1-9)?
0<l—a<1l, 0<1-b<1,on peutaffirmer que les séries

Zn(l—a)"fz:—z:n (1—a)"" et Zn 1-0)" Zn(l—b)’%l
nz=2 n=2 n=2 n}Z
convergent donc la série

ZTLP (Y=n)= b(ib Z (n(l—a)"*=n(1-b""7?

n=2 n=2

ab <X e ab <X e
EY) = b_gE:n(l—a) 2—b_02n(1—b) 2
S n=2 " n=2
ab 1 = et ab 1 = el
= . 1 — 1
b—al-—a n( ) b—al-— n( )

- a—bal—a ((1 l—a) 1(1“)1_15

1-1
b—al—b (1— 1—b —1a-9) >
__ab 1 (i_1> ab 1 (l—l)

b—a'l—a \a? b—a'l—0b \b?
_ab 1 1—a? ab 1 11—
B bfa'lfa'< a? >_bfa'1fb'( b? )
ab 1 (1-a)(l+a) ab 1 (1-0b)(1+b)
b—a'l—a a? S b—al1-b b?
b 1+4a a 1+b V*(1+a)—ad®(1+D)
b—a a b—a b ab(b—a)
¥ —a*+bt*a—a’h  (b—a)(b+a)+ab(b—a)
ab(b — a) n ab(b — a)
(b—a) a+b+ab

= g bt =0
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