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EXERCICE 1:

1) Limites
lim f(x) =00
x—0" =
lim (—x) =0 [~ Hmg(x)=
x—0'
Vxe]0,+oo[g(x):x(%—% thx—lj
lim ==0 21
S (,_ﬂ_lJ:_b lim g(x) = —cc
lim 2% =0 ' o )
X—o+0 x

2) Dérivée

La fonction g est dérivable sur]O, +00[ comme somme de fonctions dérivables sur]O, +00[

1 . .
Vxe ]O, +oo[ g'(x) = —2——1 <0, comme somme de termes strictement négatifs
X

3)
g continue puisque dérivable sur |0, +oo
g strictement décroissante sur |0,+o0[ + = I'équation g (x) =0 a une seule solution dans ]0,+o0]
g(]O, +oo[) = |00, +00[ qui contient 0

Cette solution est notée

4)
g(l):1>0
=l<a<
g(e):%—e<0 ¢

Deplus f(a)=g(a)+a=a
5)
La fonction f est dérivable sur ]0, +00[ (somme de fonctions dérivables sur]O, +00[)
-1
V. 0 "(x)=—<0
xe] ,+oo[,f (x) 7 <

La fonction f est donc strictement décroissante sur ]O, +00[
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6) P(n):"1<u, <e"

Initialisation : u, =1e [1,2] donc P(O) vraie

Hérédité : pourunn >0, P(n)vraie
Onaalors 1<u, <e=> f(e) = % < f(un ) < f(l) =2car f estdécroissante sur ]O, +oo[

On obtient 1<u

n+l

<edonc P(n +1)vraie

Conclusion : VneN,1<u, <e

7)

Vxe]0,+oo[,f'(x)=;—l<0
x
1

Alors Vx e ]O,+oo[,|f’(x)| =—

2x
Si1<x<ealors 1 < 1 < % (puisque la fonction inverse est décroissante sur]O, +oo[ )
e x
1 1
On adonc Vx € |0,40|,|f'(x)=—<—
Jo, el () =< 2

La fonction f* est dérivable sur([l,e]

e [1,e],|f'(x)| S% = pour tous réels a et b de [1,e],|f(b)—f(a)|§%|b—a|

Prenonsa=«a € [1, e] etb=u, e [1, e] pour tout entier naturel n

Il vient que Vn € N,|f(un)—f(a)| =

u —a|<lu -a
n+l _2 n

8) Q(n):"|un—a|3%(e—l)“

Initialisation : |u, —a|=[l-a| =a—let %(e—l):e—l
Commea <e,ona a—1<e—1doncQ(0)vraie

Hérédité : on suppose que pour unn >0, [u, —a| < %(e—l)

n+l

-a S2i|un = S%xzin(e—l) soit [u,,, —a| < %(e—l) donc Q(n+1) vraie

Alors|u

Conclusion : VneN, |u, —a|< %(e—l)

1 ! . 1 . .
9) > = (Ej — 0 puisque—1< < ldonc lim u, =« ; la suite(u, ) converge vers &

n—>+0 n—>+0
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EXERCICE2 :
I.  Calcul deu,

9 0 10
1) PO= [ ] ( lj = I, est bien une matrice diagonale

09 0
2 2
. 113 2|3 3 a6 0y |3 ° .
La matrice D = QAP = — =— = est une matrice diagonale
9] 2 2 1 9{0 -3 1
Z 0 ——
3 3

2) PQ=1,donc Pest inversible et P = Q
1
u
1 [ ! j =AX,
Uy +—U, = \Hun
3 9 3
En multipliant a gauche chaque membre de I’égalité Y, = QX par la matrice P on tire 1’égalité

PY =POX, soit PY, =X,

n+1 QXnH

n+2

u un+1 O
3) VneN‘,XM:[ ”*‘]: 1 2 |=|2
9

On a alors |Y,

4) Montrons par récurrence que VaeN',Y, =D"'Y,
Initialisation : DY, = DY, = ¥, = Y, donc la proposition est vraie pour n =1
Hérédité : pour unn > 1, on suppose que Y, = D"'Y,
AlorsY,  =DY,=DD""Y, = D"Y,, la propriété est bien héréditaire

Conclusion : ‘Vn eNY = D”’]Yl‘

o (4 (4

u 11 3 13 27

2 XU Y‘:9(—2 3] 41=5l4 7| 4
’ o) 3) &7

SRS ES
|

6) Onavuque X, =PY doncX, =

(2 n-1

* gl

vneN,Y =D"'Y, = H
0

n-l1 n—1 n-1 n-1
Onadoncu, = ﬂ(gj —ﬂ(ij = 4 (E] _ (;lj
9\3 9\ 3 9\ 3 3
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11 Probabilités
1))

a) On effectue n épreuves identiques et indépendantes.

\ . . 2
, . succes: on obtient pile avec la probabilité —
A chaque épreuve deux issues : 3
échec

La variable aléatoire X compte les succes donc X — B[n,gj

Vke X(Q)= 0,n ,P(X:k):(zj@jk [;jn—k

b) E(X)zn%;V(X)zn%

2)
a) On effectue des épreuves identiques et indépendantes

. . . 2
, ) succes: on obtient pile avec la probabilité —
A chaque épreuve deux issues : 3
échec

La variable aléatoire Y est le temps d’attente du premier succes doncY — G (gj

1 2

weri@y=w.rv=n={3] (3]

3 1 9 3
b) E(Y):E;V()()zgxzzZ
3)

v,=p(D,)=p (E NF, ) = p(F]) P (172) car les deux événements sont indépendants

2
Donc |v, =(2j =ﬂ
3 9
v, = p(E mfz mE) =p(F ) p(FZ) p(E) car les trois événements sont indépendants
Donc |v, =l><g><g:i
3 3 3 27
LIV S

+0=—=v,

Alorslv2 +zv1 ==x
379 39 27

4) Si au premier lancer on obtient pile, pour que I’événement D, , se réalise (c’est a dire

pour obtenir un double pile pour la premiére fois au rang n+2 > 3) il faut obtenir face
au deuxiéme lancer, il restera n lancers pour obtenir un double pile pour la premiére

fois.
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Vnz2,pp(D,,)=p (F,ND,,)=p_(F)p,

Ak

( n+2)
1

1
Pr(B)=p(F) =7t P (D) = p(D,) =v, et 9122, pg (D,.,) =3,

5) Si au premier lancer on obtient face, pour que 1’événement D, , se réalise (c’est a dire
pour obtenir un double pile pour la premiére fois au rangn+2 > 3) il restera (1 + n)

lancers pour obtenir un double pile pour la premicre fois

DOl’lC ‘Vn > 2 pl- ( »x+2) p( n+l) vn+l

6) Foet E forment un systéme complet d’événements, la formule des probabilités

donne :
Vnzz’vwrz :p(DHZ):p(FlmD”+2)+p(flﬁDn+2):p(Fl)pFl (Dn+2)+p( )ph( n+2)
1 1 2 1

. 2
Cequidonne : |Vn2=2,v,,,==X=v _ +=V, ==V  +=V
33 3 9 3

7)

9 n+]+:1§v

4 2 n—1 _1 n-1
La partie I permet d’écrire : vV, = P(Dn) = 9{(3] —(?] }

8) pourn>2, union d’événements deux a deux incompatibles
x)zl_p(in)zl_zvk
k=2

) p<E~>—l-Z;‘[(§f"-K?T B OREN
somemi=tt. (6138 (3] -(3) |--5{83] -85

Finalement p(En):l_f ——-—5
-3)

4 .
La suite v vérifie Vi =0:v, :g et VneN v, , =

=

On en déduit que pournZZ,p(E ) Zp doncp(

n—+o| 3 n—>+o

41 1 1 4 3 4 1
lim p(E )=1-——| —~—-——-——|=1——|3—-=|=]1-| ——=|=1-1=0
r(E) ( 4] [3 3]

R (66

Comme—1<§<let—l<%1<1, lim(gj :Oetlim(%lj =0
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EXERCICE 3 :
1) Vxe [O, +oo[ ,1+¢€" > 0(somme de termes strictement positifs), donc la fonction 1 est

dérivable sur [O, +oo[ (inverse d’une fonction dérivable ne s’annulant pas sur[O, +oo[)

—2e" ,
——— =h(x) = Vxe[0,+o0[,h(x)=—/"(x)
(1 +e* )
Vx €[0,+c[,1+¢ ™ >0, donc la fonction g est dérivable sur[0,+oo[ comme composée
1égitime de fonctions dérivables
2¢" 2¢"

Onavxe[0’+w[’g'(X):(l+e’x):e"‘(e‘+1):14—26 = Vxe[0,+0[,g'(x)=f(x)

2 VA [0l [ hxkiv=[=7 (0] ==/ (4)+7(0) =1/ (4)

Ona Vxe[0,+o[, /(x) =

VA €[0,4+] ,jo‘*f(x)dx{g(x)]j = g(4)-g(0)
3) Vde [0, +oo[ , posons u(x) =xetv'(x)=h(x)= —f'(x)

Ona u '(x) = letv(x) = —f(x) avec les fonctionsu etv de classe C' sur[O, +oo[ puisqueu est de
classe C' sur [O, +oo[ (fonction affine) etv est de classe C' sur[O, +oo[ (f estde classe C'sur

[0,4o0[ comme inverse d’une fonction de classe C'ne s’annulant pas sur[0,+o0] )

L’intégration par parties est possible et donne :

[y =[x £ ()], = [ =f () ==Af (A)+ [ f (x)dx=—a £ (4)+ g (4) - (0)
lim /2(x) =0
4) Hh (0)=0 = /i non continue en 0
lim & (x) = lim —2¢_ =1
e ST (1ve) 2
5)

a) La fonction / est continue sur]—oo, 0[ car nulle et la fonction / est continue sur]O, +oo[
comme quotient de fonctions continues sur]O, +00[ dont le dénominateur ne s’annule pas sur
]0, +oo[ : 1a fonction / est donc continue sur R sauf en 0 (question 4)

b) Vxe ]—oo, 0[ s h(x) =02>0et Vxe [O, +oo[ S h(x) > 0 donc la fonction / est positive sur R

Mathématiques ECRICOME

VISER PLUS HAUT

. EPREUVE ECRITE / EPREUVE SPECIFIQUE / OPTION TECHNOLOGIQUE /
14



CONCOUR
ECRlCOME

- CORRIGE

+00
c) _[ J. dx sous réserve de convergence

vxe|o, +oo[ f(x)—

-, 0, pulsque hme =+00
I+e"

Donc IOAh(x)dx:I—f( ) > 1

L’intégrale J' aix converge et vaut 1

Conclusion : la fonctlon h est une densité de probabilité

0 six<0
6) VxeR,H(x)=[" h(t)di= s e
- 20 h d =1- =1 —
six J. (t)t f(x) Co o
7 P(ZZln2)=1—P(Z<1n2):1—H(1n2):1—%:§

7 1 4
P(In2<Z<In8)=H(In8)—H(In2)=~—~ ==~
(Il n ) (Il ) (n ) 57370
P, (zslns):w:ixézz
(=) P(Z>ln2) 9 2 3

8) Vxe]—oo,O[,H(x)zO;t%

er LI Y SR , puisque Vx € [0,+oo[ ,1+¢" >0

Vxe[0,+oo[,H(x)= =3
e’ +

Nous avons donc H(x):%@e" =3<x=In3

| La médiane de la variable aléatoire Z est donc In3

9) Sous réserve de convergence E(Z) = fj:xh(x)dx = J‘(:wxh(x)dx

Or A e[0,+c]. [ "xh(x)dv =~ (4)+ g (4)-g(0)

24 2

VAe[0,+0[, Af(4)= - 0

I+e? 1 e 4w
7+7
A A

En effet lim 1_ Oet lim & = ++oo(limite usuelle)

X490y Xt x

Comme lim e =0, nous avons Alim g(A) =-2Inl1=0

X400

Conclusion IOA xh(x)dxA—> -g(0)=2In2

‘ La variable aléatoire Z admet donc une espérance £ ( VA ) et £ (Z ) =2In2
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