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Exercice 1

Partie I

1. On remarque que Q@ = ¢} = I3, o I3 désigne la matrice identité d’ordre 3. Ainsi la matrice  est inversible
et son inverse est 1 Q71 = Q.
2. Om calcule le produit de matrices :

111 1 1/2 1/4 111
p=1{o -1 —a)x={0 172 12] =0 -1 -2

00 1 D0 1/4 00 1

L1 191 111

o -1 a0 2 2)xfo -1 -2

o o 1 001 D0 1

L1 £ 092 1

7(0 -t 2] xfo =2 —

o o 1 0 0 1

La matrice I? est done bien diagonale.
On a alors :

s | =

400 1 0 0
020 0 1/2 0
00 1 0 0 1/4

D=QMQ=Q'DQ ' =M = QDQ =M = M =QDQ

3. Notons pour tout n € M, Hin) 1 « M™ = QD"Q »
e Pour n =10, on a M" = Iz et QD% = Q* = I3. Ainsi, Hi0) est vraie.
e Soit n = 0. Supposons que Hin) soit vérifiée. On a alors :

QD) QDY) = QDD = QO™

Mm+L = gy )

done H(n + 1) est vraie.
» Par récurrence, la propriété H(n) est vraie pour tout n = 0.

4. On a alors :
1 1 1 1 0 0 1 1 1
M™ =QDmg 0 -1 =2)={ 0 [%J“ 0 w |0 -1 -2
0o 1 0o HJ“ oo 1

111 11 1
0 -1 -2 =0 —(d) -2
001 0 0 (L)®

1., L, 1,
1 1—] 3) 1 ]2[“2_! t ']'.1|
0 (5r 2Az)" =25
0 0 [%;."

Partie 11

1. On lance une fois les deux pigces. Notons Py (reps. Pe) Pévénement « On fait Pile avec la pigce numéro 1
(resp. numéro 2} ». On a alors :

i
ay = P(A1) = P(FiN Fy) = P(R)P(Fy) = 5

ANNALES DU CONCOURS ECRICOME PREPA 2015 : EPREUVE DE MATHEMATIQUES TECHNOLOGIQUE - PAGE 7

Les sujets et corrigés publiés ici sont la propriété exclusive d’ECRICOME. Ils ne peuvent étre reproduits a des
fins commerciales sans un accord préalable d’ECRICOME.



INCOURS
PREPA

APRES
CLASSE PREPARATOIRE

1
b = P(By) = P(Py F3) + P(FL 1 Py) = P(P)P(Fy) + P(F)P(Py) = ; 4

| =
(R

1
ey = P{Ch) = P{A N FP) = PR P(Fs) 1
2. 8i A, est réalisé, on a obtenu 0 Pile a I'étape n, done on ne va lancer aucune piéce 4 'étape n+ 1. Ainsi,
on est certain que Ay sera réalizé,
Pa (A1) =1
Si B, est réalisé, on a obtenu 1 Pile 4 'étape n, donc on va lancer une pidee & I'étape n + 1. On obtient
A1 51 et soulement si cette piéce donne Pile, on a done :
1
Pg (Ann) 3
Si (7, est réalisa, on a obtenn 2 Pile & 'étape n, done on va lancer deux piéces & 'étape n+ 1. On est dans
la méme configuration que Pétape 1, donce :
Fo.(Ann) =3
Soit n = 1. On sait que (A,, B,,C,) forme un systéme complet d’événements, done d’aprés la formules
des probabilités totales, on a :

[N .P[.‘J!n.]__:l jl'.'l'l:‘,‘!“ N a‘tnrl..l t PI:.H,-, N .‘J!.n_rI.J 1 PI:CR M "J!ni'l,.l
PiAL P, (An1) + PIBL)Pe_ (Aps1) + PICL) P Anta)

1
%xjfbn\aifnxz

De méme, on obtient :
bn+1 = P(Bnt+1) = P{An N Bns1) + P{Bn N Brt1) + P(Ca N Bria)
PlAn)Pa, (Bra1) + P(BR) P, (Bay1) + P(CR) P, (Bata)

1 1
aﬂxﬂibnxﬁfrnxi

et
tn+1 = P(Cr+1) = PlAr N Crs1) + P(Bn N Cat) + P{Cr N Cata)
P(A4)P4,(Cas1) + P(Ba) P, (Cain) + P(Ca) P, (Cni)

(&)= (%)

un\D}bnxﬂ'{cnx—]

i
3. On a donc bien pour tout n = 1,

On+1 n + 3bn + 1n 1 1/2 1/4

( bat1 ) ( %b,, + %cn ) ( 0 1/2 1/2

Cntl %f:rz o 0 1 ."I-'i
1y @ a1

Pour n ].Dnabien(b]) Ig(bl) M1 l(h).
i | (=] (5]

Oy ay
Soit n = 1. Supposons qu'on ait | b, M1 by . Alors -

O (s |

Oyl i ay 2y

bata M| by MxM™ | b M

Crt-1 Cn C1 1
Done par récurrence, la formule est bien vérifiée pour tout n = 1.
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4. (a) En utilisant le résultat de la question 1.4, on obtient :

1 2 1
11— 1l—5—=+-— ' 2 , 1
[ ?n 1 :j'_rra 1 An—1 1:"-'1 1— =+ =
= = 27 2
b 0 o I 1/2 el
Cn - 1 ].I."-'l i
0 0 =
(b} On a bien :
2 1° 2 2
(“F‘FJ ' (z_n_.i_n) Pl
et on obtient directement que :
lim PiA,) =1, lim P(H,) lim FP(C,)=0
n—*-+00 Do n—*+00
Exercice 2
1. Par quotient, on a lim f{z) = 0.
x—#0
Par croissances comparées, on a lm  f(z) = oo
r—4toa
ar quotient, on a lim f(z) —oo (car lim In{z) = 07) Par quotient, on a lim f{z) too (car
T+l 1 11
lim In{z) =0%)
1t
Iln(z)—zL Infz)-1
2. Pour x € D, on a f'{x) : = ——
- iz (Inx)? (Inz)?
De plus, on sait que (Inz)? est toujours positif (c'est un carré), done f'{z) 20+ In(z) — 1 = 0.
3. (a)
r |0 1 e Fexa
(x) - |
] oo o
L
.r':-ﬂ“.l \ \ . 4
. S
—oo e

(b} La fonction f est continue et strictement croissante sur [e, +oo[, donc f réalise une bijection de
[e, +oo] sur f{[e. +oc]) = [f(e). lim fz)][= [, +oo].
+00
4. (a) Pour x € D, on a :
. L] . . (x#0) | . .
flz) =2 — D) rier=rhir)<— z(l-Infz))=0="In{z)=1+=r=¢
] "_|
Ainsi 1 & = {e].

(b} Pour x € D, on a :

) -z = L g 201002
In{x) In(z)
On en déduit le tableau de signes suivant :
] 0 1 € o
1 —In{x) - - []] 4
In(x) - f 1
flr) - : - 0 t
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Ainsi, f(z) —z £ 0 pour = €]1, ] et fz) —r 2 0 pour = €]0, 1[Ue, +oo].
(a) = g = 3, donc on a bien uy = e.
e Soit n € M. Supposons que s = e, alors, d’aprés la question précédente, f(un) — e = 0, donc

flun) 2 up Z e, b0 upyy Z e
# Par récurrence, on a done bien que : Yo € M, u, z e

F.'I

(b} Pour tout n = M, on a u, = e, done toujours d’aprés la question (b), on a :
WnelM, flu,) —u, =0, e Uup.y = U,

La suite (uy,) est donc décroissante.

{e) La suite (uy,) est décroissante, et minorée (par e), done converge vers un réel £ qui vérifie £ = e. De
plus, puisque Yn € M, 1,1 = flu,) avec f continue en £, par passage i la limite lorsque n — +oo,
on obtient que £ = f{f), donc d'aprés la question 4{a), on a nécessairement { — e.

6. (a) On a pour tout = = e,

L 1,2\ 1 1/ 4 1 1 L -1,
171\ Thm) 171\ W Mg/ W [ (g \x)

-
(b} Pour tout r Zz e, puisque ll (] - m) z0,ona:

1 1 2 3¢ 1
¥ I — = = 2
o =571 (1 ln{r}) =7

De plus, f est croissante sur |e, +oof, donc on a f'(z) = 0 pour x = e, donc

1 1
Vrze 0< file) <4 done|fi(z) < g

4

7. (a) La fonction f est continue et dérivable sur [e, +ocf, et ¥z € [e,+ool, [f'(z)] £ {, done d’aprés
Finégalité des accroissements finis, on a :

\ . . 1
Ya,b € [e, +oo, |fla) — fib)] < —1|u —b|
En particulier pour a = u,, (pour n £ M) et b = e (qui vérifie f(e) =), ona:
1
Ve M, |up —e E|uﬂ—e|

(b}  ug = 3, donc on a bien Jug — | £ 1 = .
£

e Soit n £ F. Supposons que |u, — g == alors, d’aprés la question précédente, |up; — | =

ar
-}—|ﬂn—f|s§;%\{; 171,-

. . . 1
# Par récurrence, on a donc bien que : Wn € M, |u, —e| = T

(e} Puisque lim %,, 0, on en déduit par encadrement que ]irrn ([t —e) =0, e (u,) converge vers e.
n—*-+00 n—*+0od
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Exercice 3

Partie I

1. (a} On répéte ici 100 fois une méme épreuve succés/échec (un succés — recevoir un appel concernant le
produit A, de probahilité (.05, et un échec = recevoir un appel concernant le produit B, de probabilité
0.95) de maniére identique et indépendante, et X compte le nombre de suceés lors de ces 100 appels.
A suit done une loi binomiale B{100;0.05). On a done :

X(Q) = [0,100] et VkeX(R), P(X — k) — (IEU) (0.05)%(0.95) 100k

(b} Ona E(X)=100x0.05=>5et ViX)=100:=x 0.05 = 095 = 4.75

Il ¥ a un nombre X d’appels pour le produit A, ce qui génére done 95X euros.

Il ¥ a également un nombre 100 — X d’appels pour le produit B, ce qui génére alors 5(100 — X) euros.
On a done :

Y =95X + 50100 — X'} = 90X + 500

On a alors £(Y) = 00E(X) + 500 = 950 et V() = 002V (X)) = 38475,
51 on approche la loi de X par & qui suit une loi de Poisson de paramétre A, telle que F{Z) = E(X), on
a alors nécessairement A = 5. On en déduit que :

P(X 2 10)=1— P(X <9) = 1 — 0,068 = 0,032

Partie 11

1. (a} On aicl une répétition (infinie) d’épreuves sucebs/échec (un suceés = recevoir un appel concernant le
produit A, de probahilité 0.2, et un échec = recevoir un appel concernant le produit B, de probabilité
0.8) de maniére identique et indépendante, et X4 désigne le rang d’apparition du premier suceés.
Ainsi, X 4 suit une lol géométrique de parametre 0.2, On a done ;

Xa() =N et VYkeX(), P(Xq=Fk) = (085! x02
0.8

On a alors E{X4) = LI_’ =bet V{Xa)= — =120
On a enfin E(X2) = V(X) + (E(X4))? = 20 + 57 = 45.
(b) De méme, Xg suit une lol géométrique de paramétre 0.8 :
Xp() =N et VkeX(Q), P(Xp
onaFE(Xg) = ﬁ =125 et V(Xpg) = % =0, 3125.
On a enfin E(X3) = V(Xg) + (E(Xg))® = 0,3125 + 1.252 = 1.875.

k)= (0251 %08

2. (a) (L=n)n{Xpg=n+1) correspond & I'événement AA.. AdABolilvaeun « Aspuisl « B =,
De méme, (L =n)N (X4 =n+1) correspond & 'événement BB .. . BBAohil yaeun « B » puis
| R
(b) Om a donc :

PiL=n)=FP{L=anXas=n+1])+ P{[L =n]Nn[Xg=n+1]) (événements incompatibles)
=PXa=n+1)x Fy,—nyiL =n)+ P(Xp=n+1) x Py _pn (L =n)
=PXa=n+1}=x1+PXp=n+1)=x1
=0.8" x0.2+02" x 08
= 0.8 % (08" 1 % 0.2) +02 % (02" ! x 0.8)
=08xPXs=n)+02x PiXp=mn)
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3. On a donc pour N = 1

N N N
S nP(L=n)=08% nP(X,=n)+023 nP(Xg=n)
n=1

n=1 n=1

— DBE{X,)+02E(Xg)
. ]
dome L admet une espérance qui vérifie
E(L)=08xE(XA)+0.2 x E{Xg) =425

De méme, pour N =1,
N N N
S n*P(L =n) =083 n°P(Xa=n)+02% n’P(Xg=n)
n=1 n=1 n=1
— 0BE(X3)+02E(XE)
N—+oo
done L2 admet une espérance qui vérifie

E(L%) = 0.8 x E(X2) + 02 x E(X}) = 36,375

On a donc finalement V(L) = 36.375 — 4.25* = 183125,

Partie 111

1. Omn sait que ;

Yr e R, fix) { 0 sz <l et F(x) { § siz<0

e maxzl l—e= sixzzl
2. Soit bz 0. On note pour tout £ € [0,5] :

u'(t) =1

t

. 1 2E
vt —& 4+ —E
. 3

Les fonetions u et v étant dérivables sur [0, 5] de dérivée continue, on a :

fi{ﬁf—ﬁﬁjdf. [—fe?’i—h? 'E] 1] (ci——c 2*)
o 2 o 1] 2
B 1 1

0

1 1

—he by Tpe T _ by e

i 4

3. Par croissances comparées, on en déduit que :

b 1
lim tef—e ®)dt=0+0-0+0+1—-
b—+oa 4

o0
done intégrale [ i |:4? e ﬂ]- dt comverge et vaut —1
]
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4 Powrzz0,ona (M < z)=(D < z)n(Dy £ 7).

. Par indépendance de [ et D, on a done pour = 2= 0,
PIMgzi=Pl(Ih€z)n(Ds £ 2)) =P £ 2)P{Dg £ 1) P[rj"Z

De plus, puisque P(M £ z) =0 pour = < 0, on a bien P(M £ x) Fiz)® également pour = = 0.

6. Pour obtenir une densité de M, il suffit de dériver P(M = =) (la o1 cela est possible). Or, on a ici :

(1—e )2 5z
YreR, PIM<xr {‘] )" siz 20

0 SN0

done une densité g de M est :

) Qe Tl —eT) sixzl
Yre R, gz . e
g(x) { 0 EINon

oo Do
7. Om regarde si [ tg(t)dt converge ahsolument, i.e. si f (e f_ o ™) converge. [Paprés la question
i f —oo ]
3, c'est hien le cas, et on a donc :

E(M) 9[ He ™t — e HydE =2
S0

e | g
(o]
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