CORRIGE

MATHEMATIQUES

VOIE ECONOMIQUE ET
COMMERCIALE

OPTION TECHNOLOGIQUE



B ESPRIT GENERAL

Vérifier chez les candidats I'existence des bases nécessaires pour des études supérieures

de management.

Apprécier I'aptitude a lire et comprendre un énoncé, choisir un outil adapté et I'appliquer

(théoréme)

Apprécier le bon sens des candidats et la rigueur du raisonnement.

B SUJET

Trois exercices indépendants portant sur les trois domaines du programme.

B EVALUATION

Exercices de valeur sensiblementégale.

B EPREUVE

Aucun document et instrument de calcul n’est autorisé,

Les candidats sont invités a soigner la présentation de leur copie, a mettre en évidence
les principaux résultats, a respecter les notations de I'énoncé, et a donner des

démonstrations complétes (mais bréves) de leursaffirmations.
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EXERCICE 1

(b3 1)(

Ainsi, P est inversible et P~! =

Partie I : calcul matriciel
6 0 0 1
—Q 3 = 0 6 0 =613=-P><(EQ)=IE
-2 4 00 6
1
E

1

2
2. o En notant X = 2 |ona:X1|7é'DetM'Xl= 10 | =5X,.
3 15

Alnsi, Xy est un vecteur propre de M pour la valeur propre 5.

1 1
-Ennota.nth=( 0 )1cna:Xg%UetﬂfX-2=( ] )=X2.
-1 -1
Alnsi, X2 est un vecteur propre de M pour la valeur propre 1.
2 4
lEnnot:LntX3=( 1 )1ona:.?{3%[]etﬂf.x3=( 2 )=2X3.
-3 —6

Ainsi, X3 est un vecteur propre de M pour la valeur propre 2.

3. La matrice M étant de taille 3 avec 3 valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable. La matrice PP
comportant dans ses trois colonnes trois vecteurs propres associés i des valeurs propres distinctes, en

a0 2

meéme ordre, on a done :

5 00
notant [ = ( 010 ) la matrice diagonale comportant les valeurs propres correspondantes dans le

M =PDP'=PD (%Q) - %PDQ

1
4. Notons pour tout n € M, P(n): « M" = EPD“Q .
1
o Pour n =0, on a M" = I3 et également EPD'DQ = PIP~! = [, ainsi, P(0) est bien vraie.

e Soit n = [} fixé. Supposons que pour cet entier i, on ait P(n) vraie. Alors :
n+1 m 1 T 1 1 n 1 1 i1
M =M™ x M = EPD Q F‘DQ —F‘D EQP De) = EPD )

et amsi, P(n + 1) est vrale.
o Par récurrence, pour tout entier n = 0 la propriété P(n) est vrale.

5 0 a0 0
5. La matrice I étant diagonale, on sait que : Vne M, D"=| 0 1 = o0 1 0 |.
o0 a o

0
0
2
1
Caleuler la premiére colonne de M™ revient 4 multiplier a droite par ( 1] ) En écrivant donc le produit,
]
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et en caleulant successivement de droite 4 gauche les produits de matrices

1 1(1 1 2 00 1 1 1

Mﬂ(0)=§ 20 1)(0 1 D)(Q -9 3)(

0 V3 -1 -3 g o0 2 -2 4 -2
1(1 1 2)(5"0 1})(1)
==} 2 0 1 0 1 0 g
5\3 -1 -3 0o o 2= -2

f1 12 5m L -2iag
=2 0 1 0 |-z 26"-27
\3 -1 3/ \ 2t (5" +271) — 9

Partie II : étude de 'entrainement dun athléte au triathlon

1. L’athléte démarrant son entrainement par la natation au jour 0, on a donc ag = 1, bg =0, ey = 0.
Suivant les régles de Pentrainement, au jour 1, on a alors ay = 1/5, by = 1/5, ¢y = 3/5.

2. Soit n € M fixé. La famille (Ag, Bn, Cy) forme un systéme complet d’événements, et avee la formule des
probabilités totales :

Gptl1 = P{AMIJ = PI:A,-_\FI An+l.]' +P{Buﬂfln+1:| +P{Cnr-| An+l.]'
= P(An) Py, (Ant1) + P(Bn) Py, (Ans1) + P(Cn) P, (Ansr)
1 2

=§an+§ﬁn+ﬂxcn

De méme, on caleule P{Byq) et P(Chyq) :

1 3 1
byi1 = P(Ap) Py, (Bryi) + P(By) P, (Bniy) + P(CR) Poy (Bny) = Fon + g'bn + £6n
et 3 4
ent1 = P(An)Pan(Cos1) + P(Bn) Pro(Cas1) + P(Ca) Py (Catt) = gan +0 X b+ zen
3. On a done :

i1 Lag+ 2by +0 5 e 1/5 2/5 0 an
s | = | daatdmtden | ={1/5 35 15 || b
Cnt1 Lan + 0% by + 2en 35 0 4/5 Cn

g
1/5 2/5 0 1 L agn
En notant A= | 1/5 3/5 1/5 =gl1:f,onadunc bien:WYrel | byyr | =A| b |.
3/5 0 4f5 Catt n

an
4. Notons pour tout n € M, ¥, = ( Bn )

n

1 1
. Pourn=[],0nahien}’u=(EI)=£EM”:'(U)_
0 0

e Soit n = 0 fixé, Supposons que pour cet entier i, on alt montré que : Y, = BErM'“(

1 1 ! 1 L
Yo =AY, = (M) =M"| 0 | = M™ o
5 ) 5n o gr+l o

(= =]

) Alors @
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1
s Par récurrence, on a done bien que : Vo € M, ¥, = sinM'" ( 0 )
0

1
5. Comme M™ ( ] ) correspond i la premiére colonne de M™, on a d'apres 1.5 :

0
iy 1 gn —ant? 4 g
by | = = 2(5™ — 2™ .
£n : KT L Ry

On en déduit done que :
_5"—2“+2+9_1 2 fayT g IR
w=—gxs -5 3(35) *°\5) "
n

2(5" -2 1 2
= =§‘2(§) '-
_3{5“+2“+l}—9_1+(2)n 3(1)n
6 x 57 2 \5 205/ °
1" p AN
6. Comme —1 < 1/5 < let -1 < 2/5 < 1, ona lm (—) =0 et lim (—) = (0. Un en dédumt
n—+oo \ 5 n—+toa 4 5

finalement que :

1 1
hm ap, == lim ==
n—4oo " 67 n—)+mbﬂ i i— o0

EXERCICE 2
Partie I : tirages dans une urne

1.(a) On reconnait icl une épreuve succes/échec qui se répete dans des conditions identiques et indé-
pendantes, la probabilité du succés étant a chagque épreuve de 1/4 (un succes étant de tirer la
boule noire). La variable X comptant le nombre de succes sur les 400 épreuves sumt donc une

loi binomiale 5 (401} %)

On a done X(€) = [0,400] et : ¥k € X(2), P(X =k) = (420) G)k (g)m_k,
1 3

(b} L'espérance de X est alors 400 x i = 100 et la variance est 400 x 1 b 1~ T5.

ot

2, (a) On est toujours dans le cadre d'une répétition d’épreuves succes/échec identiques et indépendantes,
la probabilité du succés étant a chaque épreuve de 1/4 (un succés étant de tirer la boule noire). La

variable ¥ déterminant le rang d’apparition du premier suceeés suit done une lol géométrique G (1) .

k—1
Onadone Y{(Q)=M*et:VEcW* PY=E§ = (%) (i)

1 3
ib) L'espérance de ¥ est alors + = 4 et la variance est i_} =12.
1 (7)
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3. (a) 51 on tire les boules sans remise, £ ne peut prendre que les valeurs 1,2, 3,4 :

[2(2) = {1.2,3,4}]

Notonrs By (respectivement Np) « le k-ieme tirage donne une boule blanche (resp. noire) =».

o P(Z=1)=P[Ny) = %

3 1 1
o P(Z=2) = P(BinNo) = P(B))Py,(No) = 3 x 5= 1
3 2 1 1
e P(Z=3) = P(BiNBy"\Ns) = P(By)Pa, (Bo) P (Na) = X 3 % 5 = 5

¢ et nécessairement P2 =4)=1-P(Z=1)-P(Z=2)-P(Z=3)=
Ainsi Z suit une loi uniforme sur 'ensemble {1,2,3,4}.

2_
(b) L'espérance de & est donc 1+4 = 5 et la variance est £ = E

2 2 12 4

1
T

Partie II : tirages dans une urne choisie au hasard

1. Sur les deux tirages effectués on peut avoir tiré (), 1 ou 2 fois la houle noire. Ainst T(0) = {0,1,2}.

2. Notons F I'événement « la pitce donne Face set F I'événement « la piece donne Pile ». Alors :

2 2
P(T = 0) = P(F)Py(By 1 By) + P(F)P{By 1 Ba) = = x (%) +é . (%) _ %

bz

2 2
P(T = 2) = P(F)Pr(N; N N3) + P(F)P={N, 1 Ng) = % x (%) +% X G) - 35—9

On en déduit que :

13 5 14 7
P{T=1j=1_P(T=D}_P{T=2)=1_ﬁ_ﬁ=ﬁ=ﬁ

T .,5_12_3
16 3216 47

51 7" sutvait une lod binomiale Bin, p), on aurait alors nécessairement n = 2 (vu 7)), E(T) = 2p, done

4
3. E(T)=Y_kP(T=k)=P(T =1) +2P(T = 2) =
k=0

p = = Mais alors on devrait avoir P(T = 2) = p?, ce qui n'est pas le cas ici. Done T ne snit pas une loi
binomiale.

4. Remarquons que s1 F' se réalise, alors la lol de T est binomiale de paramétres (2,1/2). On a done par

e TR CAN A AN A A N |
ra-n-(1)(3) (3) ~27572

PIE\Pp(T=1) Lixi
Br_y(F) = (;{TF{: iy ) = ‘z;g

_ 4 3
¢ d déduit que Pp_yy(F) =1- = = =.
= Onc On en me que r]"'_1]|: j 7 7

Dione :

Finalement, s1 [T" = 1] est réali=é, il est plus probable d'avoir obtenu Face avec la piece.
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if grand(i,1i,"uin",1,2) == 1 then
for k =1 : 2
if grand(i,1,"uin",1,4)<2 then
T = T+1
end
end
else
for k =1 : 2
if grand(1,1,"uin" ,1,4)<3 then

T = T+1
end
end
end
disp(T,"Une simulation de T donme :"}

cXERCICE 3

Partie I : étude d’une fonction

1. Pour tout réel z, In(x) existe si et seulement si = = 0. De plus, sur |0, +00| le dénominateur ne s’annulant

pas, f(x} a bien un sens pour tout = = (.
Df =:D, +DC|[

2. Pour tout réel = > 0, on a = = 0 donc

f[;);n<=}412iﬂ 204=In(r) 20131

3. Ona ll.ng In(z) = —cc et lu:g z* = 0, done par quotient lu:g flx) = —ox.

La courbe représentative de f admet done une asymptote verticale d’équation = = 0.

Par ailleurs, par croissances comparées, on sait que lm S22 _ g
s P P s q e T T8

La courbe représentative de f admet done une asymptote horizontale en +oo d'équation y = 0.

4. La fonction f est dérivable sur |0, +o00 et on a :

4173 — Aln(x)3s® 4271 — 3ln(x))
(%) - i

Le signe de ' dépend done du signe de 1 — 31n(x) :

Y E:D,-I-OG[,. .fFl:I:I =

l—3|.n(.£]l}U<=}3]n[z}{l:}ln{r}ﬂég}_ﬁﬁ;e“ﬂ

La fonction f est done croissante sur |0, &'/% puis décroissante sur |e!/?, +o0a[.
La fonction f admet done un maximum (global) en &3, qui vaut : f(e'/?) = e
£

La fonction f admettant —oo comme limite en 0%, elle n’est pas minorée et n’admet done pas de minimum.
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5. La tangente 4 Cy au point d’abscisse 1 admet comme équation :

y=FE-1)+fQ1), ie[y=4z 4]

[y

-1

-2 jair

Partie II : étude d'une variable aléatoire 4 densité

1. Soit A = 1. On pose :
{ u(z) = In(x) u'(z) = l
4 T,
' -2
2

Vi) =— v(z) =

On a alors en utilisant 'imtégration par parties :

Adin(z) , [ 2Wm(=)]*, fAr2Y\, -2W(4)  [-1] . 1 2k(4)
[ [ (3o R ] 20

I

2. La fonction h est continue sur B car f est continue sur [1, +co| et on a bien f(1) = 0.
La fonction h est positive sur B puisque, pour = 2 1, f(z) = 0.
De plus, en utilisant les croissances comparées :

+exa ey
h(z)dx =j; f(z)dr = lim (1 L ?hifli) -1

A—=toon AE A2

Ainsi, b est bien une densité de probahilite.
3. (a) Pour z < 1, F(z) =0.
Pour x = 1, en reprenant le calcul de la question 1,

2In(x)

T2

Fa) = [ ntoae= [ foae=1- % -
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i| function calcul=F(x)
if x < 1 then

calcul 0

caleul 1 - 1/(x"2)-2%log(x)/(x"2)

2

a

1 else
o

[ end
T

endfunction
alfor 1=1:300, a(il)=-2+T*i/300; b(i)=F(a(i));

1| end
u|pleot(a,b)

(¢} L'exécution des lignes 9 & 11 permet de tracer la fonction F sur 'intervalle [—2:3].

4, Soit A2 1. Ona: B .
4In(x)
jl- chiz)dr —/1- g dx

En faisant une intégration par parties, comme dans la question 1, en posant :

{ u(z) = 11':1{1} 1 u'(x) =%
=

v(z) = () = —
o) = —
on obtient :
A A A A
—4In(x) f 4 —4In(A) 4 4  4In(A4)
chiz)dr = | ——— —dr = ——— ——| =4-—=-
‘/1- zh(x)dz [ T 1 * = A : | A A
A
Par croissances comparées, on en déduit done que : f chir)dr — 4.
1 A—+oo
Ainsi, intégrale chiz)dr = f chiz)dr converge.
1

La variable X admet donc bien une espérance et on a :E(X) = 4.

5. Lavariable X admet une variance si et seulement si E{X?) existe, c’est-a-dire sif 2 h{x)dr converge.
1
Or,
A A A
f 2h(x)ds =f Aln(z) 4y — [Q(mx}ﬁ’-] =2(In(4))) — +4oo
1 1 I 1 A—stac
+oo
L'intégrale f 2h(zr)dzr est donc divergente, X2 n'admet pas d’espérance, et donc X n'a pas de
1
variance.

6. Pour 4 =1, ona:

Pog(X > 24) = D> AN >24)  PX>24) 1 FQ4) o+ et 142In(24)
X=A = = = = T =
=4 PX = A) P(X = A) 1— Fi(A4) Ly ZIA{A} 1+ 8m(A)

Enfin, on a :

1 In(2)
21n(A) (— = +1)
i P,y (X >24) = _lim 1+2n(2) +2In(4) . Tn(A) | In(A) =%

A=t 4+ 8In(A) T 8 (#[M ’ 1)
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