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ESPRIT DE L’EPREUVE

B ESPRIT GENERAL
Vérifier chez les candidats I'existence des bases nécessaires pour des études supérieures

de management.

Apprécier I'aptitude a lire et comprendre un énoncé, choisir un outil adapté et I'appliquer

(théoréme)

Apprécier le bon sens des candidats et la rigueur du raisonnement.

B SUJET

Trois exercices indépendants portant sur les trois domaines du programme.

B EVALUATION

Exercices de valeur sensiblementégale.

B EPREUVE

Aucun document et instrument de calcul n’est autorisé,

Les candidats sont invités a soigner la présentation de leur copie, a mettre en évidence
les principaux résultats, a respecter les notations de I'énoncé, et a donner des

démonstrations complétes (mais bréves) de leursaffirmations.
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SUJET

Exercice 1

Partie I : Calcul matriciel

1 1/2 1/4 1 1 1
On considére les trois matrices : M 0o 12 121, Q g -1 -2 et = QMQ.
oo 1/4 o o0 1

1. Calenler @ = . En déduire que € est inversible et expliciter Q1.

]

Caleuler [ (on vérifiera que I est une matrice diagonale).
Justifier que M = Q).

3. Démontrer par récurrence que : Yne M, M™ = QID"().
4. Expliciter les neuf coefficients de la matrice M™.

Partie I : Etude d'une expérience

On dispose de 9] méces de monnaie aquilibrées, oest-a-dire que la probahilité d’avoir Pile en lancant 'une d

ces ploces vant 3
On effectue des Tancers successifs selon le protocole suivant :

a l'étape 1, on lance les 2 pisces,

A l'étape 2, on lance les pitcos ayant amend Pile & I"étape 1 (s'il en exista),

a l'étape 3, on lance les pieces ayant amené Pile & I"étape 2 (s'il en existe],
et ainsi de suite. On suppose que les lancers successifs éventuals d'une méme piéee sont indépendants et que le
deux piéces sont indépendantes 'une de autre,

(On considére, pour tout entier naturel n non nul, les événements ;
A, = obtenir 0 Pile i I'étape n =,
B, : « obtenir 1 Pile & U'étape n =,
Cn 1 « obtenir 2 Piles & "étape n =,
et on note a, = P{A,), b, = P(B,) et &, = P{C,).
1. Caleuler ay, b ot ry.

2. Soit m un entier natural non nul.
Calculer les trois probabilités conditionnelles Py (A1), Pr, (Ant1) et Po, (An) -
I'n arpumentaire ezt aftendu pour expliguer les valeurs de chocune de ces probabilifés,
3. A I'aide de la formule des prohahilités totales, prouver que ;

1 1
ﬂ'.nl'l. in 1 ﬁbn } Ef-lﬂ1
1 1
#n? ]‘ b:l!-] E i} I Ef.'-n,
1
Cr+1 Hl’_‘n.
4. (a) Vérifier que :
In+1 an
Wnxl, bo+1 M| by
r-'n.rl Cn

ol la matrice M a été définie dans la partie 1.
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(b} Démontrer, par récurrence, que :

g ay
Wnoxl, b M| by
Cn i |
5. (a) En déduire que :
Wn21, P(A)=14-n— o P(By)=m—— P(C)=—
= & (An) = o=t (Bn) =37 =7 nl = qm-

(b) Vérifier que la somme de ces trois probabilités est égale 4 1 et donner la limite de chacune d'elles.

Exercice 2

On rappelle que ¢ = &' ~ 2.7,
On considére la fonction f définie sur D =0, 1] U |1, +eof par :

. T

Yee D, fix) W)
ainsi que la suite (un), -y définie par :

lin

Lo 3 at I'n'.‘r]'t': N: Un+1 _F.[L[n._l ]]'I[—L[n_l

1. Calculer les limites suivantes : lim f(z), lim f(z), lim f(z)et lim f(z).
T—%+o0 1 41+

—0H

[

Pour x € D, Calculer /' (x) puis justifier que f* () est du méme signe que In (x) — 1.

3. (a) Dresser le tablean de variations de f sur D en le complétant par les limites de f anx bomes de D.
(b} Montrer que f réalise une bijection de [e, +oo| sur [e, +oo].

4. (a) Résoudre 'équation f(zr) = r d'inconnue x, pour = € 1.

(b} Donner le signe de f{x) — = lorsque = € 1.

F.'I

(a) Prouver par récurrence que :
YneM, u,=e
(b} Justifier que la suite (uy),_p est décroissante.
() Démontrer que la suite (i), converge puis que lim  un = e,
T Fo0

6. (a) Montrer que :

y 1 1 2 3
Vr € [e, +oo|, ' (z) rﬂ“m) '
(b} En déduire que :
. 1
vr € [e,+ool.  |fiz)| = T

7. (a) Montrer, i I'aide de I'inégalité des accroissements finis, que :

1
YrneM, |unt —c|5;_1|un—c|.
(b} En déduire que :

o 1
Wn e M, |Lc,,_—e?|s§__l—n.

() Retrouver ainsi la convergence de la suite (i, Jnen.
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Exercice 3

Une société posséde un serveur vocal qui regoit des appels (que I'on supposera conséeutifs) soit pour le produit
A, soit pour le produit B. On suppose que les sujets des appels (produit A ou produit B) sont indépendants
d'un appareil & Pautre.

Les trois parties de cet erercice sonf indépendantes

Partie | : Etude de 100 appels
On suppose dans cette partie que le serveur vocal regoit 100 appels. On suppose que 5 % des appels recus par
le serveur concernent le produit A et 95 % des appels concernent le produit B. On note X la variable aléatoire
agale au nombre d’appels concernant le produit A au cours des 100 appels recus.
1. (a) Donner la loi de X. On précisera X (Q) ainsi que P(X = k) pour k& € X (12).
['ne réponse argumenicée est attendue.
(b} Donner I'espérance et la variance de la variable aléatoire X,

2. On suppose que chaque appel concernant le produit A permet 4 la société d’engranger un bénéfice net de
95 euros et chaque appel concernant le produit B permet a la société d'engranger un bénéfice net de 5
eurog. On note ¥ le bénéfice total de la société pour 100 appels.

Justifier que ¥ = 90X + 500. En déduire 'espérance et la variance de Y.

3. On suppose que I'on peut approcher la loi de la variable X par la lol d'une variable aléatoire £ suivant
une lol de Polsson de méme espérance que X .

Déterminer la valeur du paramétre de cette lol de Poisson.
A V'aide de la table de valeurs ci-dessous, calculer une valeur approchée de P{X z 10).

FONCTION DE REPARTITION DE LA LOI DE POISSON DE PARAMETRE A

Par exemple, s1 [ suit la loi de Poisson de parametre A = 3 alors P(I7 < 4) =0,815.

A1l 2 3 ] ] [H 7 ] 9 10
Ef0 [0368 ] 0,135 | 0,05 [0,018 | 0,007 | 0,002 [ 0,000 | 0,000 [ 0000 [ 0,000
1| 0,736 | 0406 | 0,199 ) 0,002 | 0,040 | 0,017 | 0,007 | 0,003 | 0,001 [ 0,000
210920 | 0,677 | 0.423 | 0,238 [ 0,125 | 0.062 | 0,030 | 0.014 | 0,006 | 0,003
3 [ 0931 | 0857 | 0,647 [ 0,433 | 0,265 | 0,151 | 0,082 | 0,042 | 0,021 | 0,010
4 | 0996 | 0,947 | 0,815 [ 0,62% | 0,440 | 0,285 | 0,173 | 0,100 | 0,055 | 0,030
5 (0,999 | 0083 | 0,916 [ 0,785 | 0,616 | 0,446 [ 0,301 | 0,191 | 0,116 | 0,067
R 0,005 [ 0,966 | 0,230 | 0,762 | 0,606 | 0,450 [ 0,313 | 0,207 [ 0,130
T |1 0,999 | 0,988 | 0,049 | 0867 | 0,744 | 0,500 | 0,453 | 0,324 | 0,220
B [1 1 0.996 | 0,979 | 0,932 | 0.847 | 0,720 [ 0,593 | 0,456 | 0,333
R 1 0,999 1 0,992 | 0965 | 0,916 | 0,830 [ 0.717 | 0,587 | 0,458
101 1 1 0,997 | 0,986 | 0.957 | 0,901 | 0.816 | 0,706 | 0,683

Partie II : Etude de la premiére série d’appels

On suppose dans cette partie que le serveur vocal recoit une infinité d'appels conséeutifs. On suppose également
que 20 % des appels concernent le produit A et 80 % des appels concernent le produit B, On dit que le serveur
posside une premidre série d’appels de longueur n 51 les i premiers appels concernent le méme prodult et
le (m+ 1)-iéme appel concerne Pautre produit. On note :
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— X 4 la variable aléatoire érale an nombre d’appels nécessaires pour obtenir le premier appel concernant le
produit A ;
— Xp la variable aléatoire égale aun nombre d'appels nécessaires pour obtenir le premier appel concernant le

produit B;
— L la variable aléatoire égale 4 la longueur de la premiére série d’appels.
Par exemple, si les 3 premiers appels concernent le produit A, les 2 appels suivants le produit B, les 4 appels
suivants le produit A, . .. on symbolisera ces appels sous la forme AAABBAAAA. .. . Danscecas, ona X, =1,
AXp=4et L=3.
1. (a) Donner la loi de X 4. On précisera X 4(12) ainsi que P(X, = k) pour & = X 4(12).
['ne réponse argumentde est attendue.
Donner l'espérance E{X 4) et la variance V(X 4) de X 4. En déduire Pespérance de X3, notée E(X3).
(b} De méme, donmer la loi de X' g, ainsi que son espérance E{X g) et sa variance V(Xg). En déduire
Iespérance de X3, notée E(XF).
2. Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 1.
(a) Décrire l'événement (L = n)M (Xg =n + 1) & aide d'une suceession de lettres A et B.
Décrire 'événement (L = n) N (X, =n + 1) 4 Paide d'une succession de lettres A ot B.

(b} En déduire I'expression de P (L = n) en fonction de n et vérifier que :
Wn =1, PiL=n)=08xPXa=n)+0.2xP(Xp=mn).

3. A Paide de la question précédente, montrer que les espérances de L et de L? sont données par -

E(L) 0.8 x E(X4)+0,2xE(Xg),
E(L*) = 08xE(X3)+0.2xE(X§).

En déduire la valeur de 'espérance £ (L) et de la variance V' (L) de la variable aléatoire L.

Partie I1I : Etude de la durée d’appel

Dans cette partie, on suppose que lors d'un appel au serveur vocal, la durée de celui-ci en mimites est une
variable aléatoire I qui suit une loi exponentielle de paramétre 1. On considére les deux premiers appels,
dont on supposera les durées indépendantes. On note [ la durde (en mimutes) du premier appel et Ds la
durde (en minutes) du second appel. On note M la durée maximale des deux premiers appels, c'est-a-dire
M = ]TlZL\:{Dl: Dg] .

1. Donner une densité [ de I ainsi que sa fonction de répartition F.
E
2. Soit & un réel positif. A 'aide d'une intégration par parties, calculer [ t(E" — e'z'} di.
Jo

+oo
C - o _ _ 3
3. En déduire que I'intégrale f t(e t_¢ 3’) df converge et vaut T
i
4. Soit x un réel positif. Exprimer Pévénoment (M < ) en fonction des événements (I < x) et (D £ =)
5. En déduire 'expression de P (M £ z) en fonction de F (z) lorsque = z 0.
Vérifier que ce résultat reste valahle s1 ¢ < 0.
6. On admet que M est une variable aléatoire & densité. Vérifier qu'une densité g de M est donnée par :

DeTf] — g i
Vr R, g{r}={ae e :t;ig

7. Etablir que M admet une espérance et donner sa valeur.
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