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ESSEC MATHEMATIQUES I

Dans la correction j’évite les identifications et je rectifie les quelques erreurs... ‘

Dans la suite, si H est une matrice de M,,(R), nous noterons fy endomorphisme de R™ dont la matrice dans la
base canonique By de R™ est H ; nous dirons que fy est 'endomorphisme canoniquement associé a H.

Pour moi < .,. > est le produit scalaire canonique de M,, 1(R) et ||.|| est la norme associée. Dans la suite je note
< .,. >gn le produit scalaire canonique de R™.

Partie I: Etude d’une suite de vecteurs.

C1

C2
Soit C'=| . | un élément non nul de M,, 1(R).

Cn
a) C appartient & M,, 1 (R) et ‘C est un élément de M; ,(R). Ainsi C*C est un élément de M,,(R).
Soient i et j deux éléments de [1,n]. La i®™ ligne de C est (¢;) (!) et la j°™° colonne de *C est (c;).

Ainsi I'élément de C*'C situé a l'intersection de sa i ligne et de sa j°™° colonne est ¢; ¢;.

’ C'C est une matrice de M,,(R) et C*C = (¢; ¢;). ‘

H(CtO) =1(*C) *C = C'C. Ainsi C*'C est une matrice symétrique et réelle de M,,(R). Alors:

’ C*C est diagonalisable. ‘

b) Notons que CC = [|C||2. Alors (C*C)° = (C*C)(C'C) = C(*CC)'C = C(|C|]?)C = ||C|)? CtC.

(ctc)® = |c|? cte.

c) Considérons le polynome P = X? — ||C[|? X. P(C'C) = (C'C)? — ||C|*> C'C = O, (&)-

P est un polynoéme annulateur de C*C et les racines de P sont 0 et [|C||?. Ainsi:

’ toute valeur propre de C'C est égale & 0 ou a ||C]|?. ‘

d) Ici nous supposerons n supérieur ou égal a 2 .

Montrons que 0 est valeur propre de C*C et déterminons le sous-espace propre associé.

Soit X un élément de M,, 1(R). Notons que ‘CX =< C, X >.
(CtC)X = OMHJ(R) < C(tCX) = 0Mn,1(]R) < C(< C,X >) = OMn,l(R) < C,X > (C = OMn,1(R)'
Rappelons que C n’est pas nulle. Ainsi: (C'C)X = 0pq, ,r) =< C, X >=0+= X € (Vect(C’))L.

Comme Vect(C) est une droite vectorielle de M, 1(R) et que n > 2, (Vect(C))" est un sous-espace vectoriel de
M, 1(R) de dimension n — 1 non nulle. Ainsi:

0 est valeur propre de C!C et le sous-espace propre associé est l'orthogonal de la droite vectorielle
engendrée par C.




Sin est égal a1, 0 n’est pas valeur propre de *CC.

En fait il n’y a aucun calcul & faire. C*C' est une matrice diagonalisable de M,,(R), 0 en est une valeur propre et le
sous-espace propre de C*C associé a 0 est de dimension n — 1. Nécessairement C*C posséde une seconde valeur propre
(mais pas plus) dont le sous-espace propre associé a pour dimension 1.

Nous avons vu que les seules valeurs propres possibles de C*C sont 0 et ||C||2. Par conséquent ||C]|? est la seconde
valeur propre de C'C.

Le sous-espace propre associé SEP (C’tC, HC||2) est un supplémentaire de SEP (C*C,0).
Mieux, comme C'C est symétrique, SEP (C*'C, [|C||?) et SEP (C*C,0) sont orthogonaux.

Ils sont donc supplémentaires et orthogonaux. On peut alors dire que SEP (CtC ,|C ||2) est le supplémentaire orthog-
onal de SEP (C'C,0) = (Vect(C))™ ; ¢’est donc Vect(C).

En particulier : C*CC = ||C|]? C'!'!

C'CC = ||C|*C, ||C]]? est une valeur propre de C'C et le sous espace propre associé est la droite

vectorielle engendrée par C.

Sin vaut 1, |C||? est la seule valeur propre de C'C' et le sous-espace propre associé est toujours Vect(C') !

e) Rappelons que 1'on note fcotc 'endomorphisme canoniquement associé & C*C, c’est & dire I’endomorphisme de R™

dont la matrice dans la base canonique By est C*C.

CtC est symétrique et By est une base orthonormale de R™ donc :

’ I’endomorphisme canoniquement associé a C*C' est un endomorphisme symétrique.

Supposons C' unitaire et notons ¢ I’élément de R™ de matrice C' dans la base canonique de R™. ¢ est unitaire.
VX eM,1(R), C'CX =C("CX)=C <C,X >=<C,X > C.

Ainsi Vo € R™, foie(x) =< ¢, >gn ¢. Comme ¢ est unitaire, foto est la projection orthogonale sur la droite
vectorielle engendrée par c.

’ Si C est unitaire, I’endomorphisme canoniquement associé & C*C est une projection orthogonale.

a) Soient X et Y deux éléments de M, 1(R).
XY =< X, Y >=<Y,X >='YX. Rappelons que A est symétrique ; alors :

EXAY =< X, AY >=< AY, X >=1(AY)X = VTAX =Y AX =< Y, AX >=< AX,Y >.
EXY =YX donc: (XY)? = ((XY)(*XY) = (XY)('Y X) = ' X (YY) X.

De méme (*XY)* = ((XY)(*XY) = (‘Y X)(*XY) = 'V (X' X)Y.

XY =YX | 'XAY =< X, AY >=< AX,Y > | | ((XY)? = 'X(Y'V)X = V(X' X)Y

b) A est une matrice symétrique de M,,(R) donc il existe une base orthonormale (Uy, Us,...,U,) de M, 1(R) con-
stituée de vecteurs propres de A.

Alors pour tout élément i de [1,n], il existe un réel \; tel que AU; = \; U;.

Concluons dans les termes de la question (!!).

Il existe une base orthonormale de vecteurs Uy, Us, ..., U, de M, 1(R) pour lesquels existent des réels
)\1, )\2, veey /\n tels que AUl = )\1 Ul, AU2 = /\2 U27 caey AUn = )\n Un

c) Soit X un élément de M,, 1(R) et (a1, o, . .., @) les coordonnées de X dans la base orthonormale (Uy, Us, ..., Uy).



X=> U Vie[ln], <Up,X >=<U;, 3 apUp>= 3 ap <Up,Up > = ;.
h—1 k=1 k=1

Ainsi X =) < U;, X > U;. De méme AX =Y <U;, AX > U,

i=1 i=1

VX € Mpa(R), X =) < U, X > Ujet AX = < U;, AX > U,.

i=1 i=1
(U1,Us,...,U,) est une base orthonormale de M,, 1(R). Les deux égalités précédentes donnent alors :
VX € Mpa(R), [X]|= | <UL X >%et |AX| =, |Y <U;, AX >2.
i=1 i=1

Observons que AX =Y <Uj, AX > U;=)» <AU,X>U;=» <NU,X>U=Y» X\ <U,X>U.
=1 i=1 i=1 =1

On a alors:

VX € M1 (R), szi N < U X > Uy et ||AX| = zn: (/\i < Ui,X>)2.

i=1 =1

n n
X=> <U,X>U;, AX = Z Ai <U;, X > U; et (Up,Us,...,U,) est une base orthonormale.
i=1

i=1

n
Alors < X, AX >= 3" (( <ULX>)x (N <UpX > )). Finalement :

=1

VX € Mpi(R), < X, AX >=) "N\ <U;, X >°.

=1

d) Posons, pour simplifier les écritures, R = Z U;tU; et S = Z X UtU;.

i=1 =1

n n n
Rappelons que:VX € My (R), X =Y <Up, X > Ujet AX =Y <U,AX > U;=>» X\ <U,X>U,.
=1

i=1 i=1

n n n
VX € Mpa(R), RX =) U'U; X =Y U; <U, X >=)Y <U;,X>U=X=IX.

i=1 i=1 i=1

Ainsi: VX € M, 1(R), RX = IX. Alors Vz € R", fr(z) = fr(z).
Par conséquent les endomorphismes fr et f; = Idg~ sont égaux.
Leurs matrices dans la base canonique By de R™ sont également égales. Donc R = I.

n n n
VX € Mpa(R), SX =) NUU X =) NU; <U, X >=Y_ X\ <U;, X > U; = AX.

i=1 i=1 i=1

Ainsi:VX € M, 1(R), SX = AX.

Un raisonnement anologue a celui fait plus haut donne alors A = §.

I = Z UitUl‘ et A= Z )\z UitUi.

=1 =1

Soit i un élément de [1,n]. Notons, pour simplifier, p; I’endomorphisme canoniquement associé¢ a U;'U;. Notons u;
I’élément de R™ de matrice U; dans By. u; est unitaire car |U;]| = 1.



VX e ./\/ln’l(R)7 UitUZ‘X =U; <U;, X >=<U;,X > U;. Donc Vx € R™, pi(l‘) =< Ui, T >R Uy

p; est alors la projection orthogonale de R™ sur la droite vectorielle engendrée par u;.

Pour tout élément i de [1,n], Pendomorphisme canoniquement associé & U;'U; est la projection orthogonale sur la

droite vectorielle engendrée par le vecteur de R™ de matrice U; dans la base canonique.

e) Posons m = Mél (A\i) et M = Max (\;).

1<ign 1<ign
Soit X un élément de M,, 1(R). Vi € [1,n], m <A\ < M et (< U, X >)* >0,

AinsiVie [Ln], m (< Uy X >) <\ (<UL, X >) <M (<U, X >)%

En sommant il vient : m Z ( <U;, X > )2 <

i=1 7

MN(<ULX>) <MY (<UnXx>)"
1 =1

Alors m || X|? << X, AX > < M || X|?. Finalement :

-

VX € M, 1(R), Min ) IX]? << X,AX > < Max ()| X%

Notons que si X est un vecteur propre de A associé a la plus grande (resp. petite) des valeurs propres
de A alors < X, AX >= Max ()\;) | X||? (resp. < X, AX >= Min (X\;) || X]?).
1<i<n 1<i<n

X, AX X, AX
Ainsi Max % = Max \; et Min % = Min \;.
XEMu 1 (R)—{0p, v} I X]| 1<i<n XEMu 1 (R)—{0p, ;) I X]| 1<i<n
tXAX IXAX
Ou Max v v = Max \; et Min ——— = Min ).
XEMpa(®R)— {0, )} *XX 1<i<n XEMu1(R)—{0p, )} XX 1<i<n
4 -1 0 --- O
-1 4 7 :
f) Notons que A=| ¢ -, -, .. | est une matrice symétrique de M,,(R).
. 1
0 0 -1 4
Z1
T2
Soit X = un élément de M,, 1 (R).
Tp—1
Tn
4 -1 0 0 1 Axq — 34
-1 4 . ] —1’1+4$2—ZL'3
EXAX = (z129 ... Tp_1T0) 0o . . .0 =(z1T2 ... Tp_1Zp)
: . . ] Tp—1 —Tp—o+4Tp_1 — Ty,
0 c. 0 —1 4 Ln —ZTn—1 + 4xn
n—1 n n n—1
IXAX = 41‘% — T, 29 + Z Ti(—mi—1 + 4@ — Tig1) — Tp Tp—1 —|—4xi =4 Z xf — Z T; Xi—q — Z TiXit1-
i=2 i=1 i=2 i=1

n n—1
Un petite translation d’indice dans la deuxiéme somme donne alors | {XAX = 4 Z xf -2 Z TiTig1 |
=1 =1

Vie[l,n—1], 22 +2z; 2,11 +x12+1 = (z;+xip1)? = 0et 22 — 21, 2,41 +m12+1 = (z; —wi11)? = 0.

Alors Vi € [1,n — 1], —a? — 2}, | < =2z, xi41 < 27 +22,4.



n—1 n—1

n—1
En sommant on obtient : — Z x; — Z sz -2 E T Tip1 S Z 7 + Z xzqul'
i=1

i=1 i=1 =1
n—1 n n—1 n
Ce qui donne encore : — E x? — E 2 < -2 g TiTit1 S g z? + g x?.
i=1 i=2 i=1 i=2
n n—1 n n—1 n n
Mais alors: —2 E 7 < — g r? — ri < —2 g Ti Tit1 S E 7+ E r7 <2 g z7.
i=1 i=1 i=2 i=1 i=2 i=1

n n—1 n n
Finalement : —2 Z r; < —2 Z Tixip1 <2 Z :z:f En ajoutant 4 Z :17,2 il vient :

i=1 i=1 =1

n

n n n—1 n n
2||XH2:4Z:U3—2Zx?étXAX:4Zx?—2 inxi+1 <4Zm?+22x?:6\|X”2.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Donc 2 || X||? < IXAX =< X, AX >< 6 X

VX € M1 (R), 2] X2 <TXAX =< X, AX >< 6 || X%

Soit A une valeur propre de A et X un vecteur associé.
<X, AX >=< X, A X >= ) < X, X >= )| X]|]?. Donc 2 || X|* << X, AX >= )| X|? <6|X]|>*

En divisant par || X||? qui est un réel strictement positif on obtient:2 < X < 6.

4 -1 0 -+ 0
o4 . .
Les valeurs propresde A= | o -, -, .. | sont dans l'intervalle 2, 6].
.
0 0 -1 4

a) Soit X un élément de M,, 1(R).

Nous avons vu plus haut que AX = Z N < X,U; > U,
i=1

Comme (Uy,Us,...,U,) est une base orthonormale de M,, 1(R):

VX € Mna(R), |AX|? =D N < X,U; >2.

i=1

X7 =" < X,U0; >, Vi€ [Ln], 0<|Ni| < p(A) et Vi € [1,n], < X,U; >2> 0.
=1

Alors [|AX|[? = z A2 < X,U; >2< ) p(A)? < X,U; >2 = p(A)? X < XU >2 = (p(A) | X])°.

i=1

Ainsi ||AX]| < p(A) || X]| car ||AX|| et p(A) || X || sont des réels positifs ou nuls.

| ¥X € M1 (R), JAX] < p(4) |X]. |

Il existe un élément ig de [1,n] tel que |A;,| = 11\</[_a<x [Ail = p(A).

[AUio || = [|Aio Uio | = | Ao 1 Uio [| = p(A) Ui |-

Si ip est un élément de [1,n] tel que |\;,| = 11\</Ia<x [Ai| = p(A), alors tout vecteur propre U;, de A, associé & la
<in

valeur propre \;,, est un élément non nul de M,, 1 (R) qui vérifie: ||AU;, || = p(A) [|Us, |-
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b) » Supposons i. c’est & dire que pour tout élément X de M,, 1(R), la suite (APX) tend vers 0 quand p tend vers
+00.

Il existe un élément iy de [1,n] tel que |A\; | = 11\4[&); [Ai| = p(A).

Posons X =U,, et A = \;,. AX = A X. Une récurrence simple donne alors Vp € N, APX = AP X.

Par hypothese la suite (AP X) tend vers zéro. Il en est alors de méme la suite (AP X).

Ainsiona:0= lim ||\ X[ = Lim (N[[X])=Tm (AP ]X]).

Or || X|| n’est pas nul(le) donc pEI}»loo [A[P =0 ce qui exige |A] < 1. Or |A| = |A;y| = p(A). Par conséquent p(A4) < 1.
» Supposons ii. c’est & dire que p(A) < 1. Montrons ii.

Soit X un élément de M,, 1(R). Montrons que la suite (AP X) tend vers 0.

Montrons par récurrence que : Vp € N*, |APX|| < [p(A)]" || X]|.

C’est vrai pour p = 1 d’apreés a). Supposons U'inégalité vraie pour un élément p de N* et montrons la pour p + 1.
|APFLX || = [JA(APX)|| < p(A) ||[APX . L’hypothese de récurrence donne : || AP X|| < [p(A)]p | X

Ainsi 471X < p(A4) 147X | < pl(A) [p(A)]” 1K = [p(A)]" " 1X])

|APHLX|| < [p(A)]pJrl IX]| et la récurrence s’acheéve.

Vp e N*, 0 < ||APX || < [p(A)]p [IX]l. Or 0 < p(A) < 1donc lim [p(A)]p =0.

p——400

I vient alors par encadrement : lirf |APX|| = 0. La suite (APX) tend vers 0 quand p tend vers +oo.
pP— o0

Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

i. Pour tout élément X de M,, 1(R), la suite (APX) tend vers 0 quand p tend vers +oc.

i, p(A) < 1.

p(A) est le rayon spectral de la matrice A. Le résultat précédent vaut en fait pour une matrice quelconque
de M, (K) (K étant R ou C).

Partie II : Un probléme de minimisation.

Soit f une fonction numérique continue sur un segment [b,c] de R (b < c).

|f| est également continue sur le segment [b, c| donc |f| posséde un maximum sur [b, c] que nous noterons M[bax] |7 (@)
telb,c

Alors la partie {|f(t)|/b < t < ¢} posséde un plus grand élément donc une borne supérieure que 'on note usuellement

Sup [f(t)].

te(b,c]

Retenons que Sup{|f(¢)|/b <t < ¢} = Sup |f(¥)| = M[I;ax] | ()| (... dans la mesure ou f est continue sur le segment
te(b,c] telb,c
[b, c])-

Dans la suite nous appellerons un max un max (!) et nous utiliserons le plus souvent la notation M[ax] |f(t)| de
telb,c

préférence a Sup{|f(t)|/b < t < ¢} ; sauf dans quelques conclusions et ceci pour étre agréable au concepteur.

a) Montrons & l’aide d’une récurrence “d’ordre 2”7 que, pour tout élément p de N, T), est une fonction polynéme
de degré p.

e La propriété est vraie pour p=0et p=1car Vt € R, Tp(t) =1 et T1(t) =¢.

e Soit p un élément de N*. Supposons la propriété vraie pour p — 1 et pour p. Montrons la pour p + 1.
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T, est une fonction polynéme de degré p donc ¢t — 2t T,(t) est une fonction polynoéme de degré p + 1. Comme T),_;
est une fonction polynéme de degré p—1, Tp1q :t — 2t T,(t) — Tp_1(t) est alors une fonction polynéme de degré p+ 1
et la récurrence s’acheve.

Pour tout élément p de N, T}, est une fonction polynéme de degré p. ‘

Pour tout élément p de N, notons 7, le coefficient de ¢t dans T,,. Notons que yp =1 = 1.

Soit p un élément de N*. Le coefficient de tP*! dans Tpiq1:t — 2tT,(t) — Tp—1(t) est le coefficient de ¢P! dans
t — 2tT,(t) car T)—1 est de degré p — 1.

Ainsi le coefficient de tP™! dans T}, 11 est 27,.

Par conséquent Vp € N*, v,11 = 27,. (7p)pen+ est une suite géométrique de raison 2 et de premier terme 1.

Ainsi Vp € N*, ~, = 2P~ 1,

Pour tout élément p de N*, le coefficient de tP dans T}, est 2P~ 1.

b) Montrons & ’aide d’une récurrence “d’ordre 2” que, pour tout élément p de N et pour tout réel 0, T},(cos §) = cos(p ).
e VO e R, Ty(cosh) =1=rcos(00) et V8 € R, T}(cosf) = cos(f). La propriété est donc vraie pour p=0et p = 1.

e Soit p un élément de N*. Supposons la propriété vraie pour p — 1 et pour p. Montrons la pour p + 1.

V8 € R, T,(cosf) = cos(ph) et V8 € R, T,,_1(cosf) = cos((p — 1)6).

Alors V0 € R, Tpy1(cos) =2 cosfT,(cost) —T,_1(cosd) =2 cosb cos(pfd) — cos((p — 1)0).

Or VO € R, cos((p —1)0) = cos(p8) cos(d) + sin(p8) sin().

Alors V0 € R, Tpy1(cos@) = cosf cos(p8) — sin(p0) sin(d) = cos(pd + ) = cos((p+ 1) 9).

Ceci acheve la récurrence.

’ Pour tout élément p de N et pour tout réel 6, T),(cos8) = cos(p9). ‘

c) Soit p un élément de N. |T},| est continue sur le segment [—1, 1] donc posséde un maximum sur ce segment que nous
noterons Max |T),(%)|.
Maxe [1,0)

L’image du segment [0, 7] par la fonction cos est le segment [—1, 1].

Ainsi Max |T,(t)| = Max |T,(cos8)| = Max | cos(p8)].
te[—1,1] 0€l0,m 6€[0,7]

Or V0 € [0, 7], |cos(pd)| < 1=|cos(p0)]. Alors Max |T,(t)| = Max |cos(pf)| =
te[-1,1] 0e(0,x]

Vp eN, 1\[/[a1X1} |T,(t)] = 1. A fortiori Vp € N, Sup{|T,(t)|/ -1 <t <1} =1
te[-1,

Soit p un élément de N*. Si z est un élément de [—1, 1] il existe un unique élément 6 dans [0, 7] tel que x = cos¥.
Il est alors légitime de chercher les zéros de T}, dans [—1, 1] sous la forme cos 6 avec 6 dans [0, 7).

Soit # un élément de [0, 7.

k
Tp(cosﬁ):0<:>cos(p9):0<:>pGEg[]<:>E|k:€Z p0—§+k7r<:>EIkGZ 0—2L+i
p p
. N ) T kw
Or 6 appartient & [0, 7]. Par conséquent T},(cosf) =0 <= Fk € [0,p — 1], 6 = 2 + ?
k 2k +1
Des lors posons Vk € [0,p — 1], 0 = TR @k+Dm et 2z, = cos 0.

2p p 2p

20, 21, ..., Zp—1 sont les zéros de T, dans [—1,1]. Montrons qu'ils sont distincts.



0<6y<b<---<B,1 <m et la fonction cosinus est strictement décroissante sur [0, 7).

Alors 1 > cosfy > cosfy > --- >cosbp_1 >—1loul>zg>21 > > 2,1 > —1.

Ainsi zg, 21, ..., zp—1 sont les p zéros distincts de T}, dans [—1, 1].
Notons que zp, 21, ..., Zp—1 sont tous les zéros de T}, car T, est de degré p.
En particulier 7, n’a pas de zéro dans R — [—1,1].
T 3 2p—1)m
Si p est dans N*, T, admet dans [—1, 1], p zéros distincts qui sont : cos <2>, cos (2>, .oy COS <(p2))
P P p

p—1
2k +1
Notons que | Vp € N*, T}, = 2P~ ! H (X — cos <(+)7T>>

k=0 2p

Soit p un élément de N*. On peut de la méme maniére trouver tous les éléments de [—1, 1] qui réalisent
le maximum de |T)p| sur [—1,1].

Soit x un élément de [—1,1]. II existe un unique élément 6 de [0, 7] tel que x = cos 6.

|T,(z)| = 1\[/[a1X1} |T,(t)| <= |Tp(x)| =1 <= |T(cosf)| =1 <= |cos(ph)| =1 <= cos(ph) =1 et cos(pf) = —
te[-1,

TI' . jm
T, = M T, = =0|— i€z, §="—-
Ty ()] te[fal).,{l]| p(t) = pl=0[1] <= 0=0 {p} <~ 3JjcZ, 0 )
Or 0 appartient a [0, 7] donc: |T,(z)| = 1\{/[&1)(1} |T,(t)| < 3j € [0,p], 6 = IT
te[-1, p

Finalement x réalise le maximum de |T,| sur [—1, 1] si et seulement si il existe un élément j de [0, p] tel que
x=cos|*— |-
b
Avant de commencer éclairons le probleme avec quelques remarques.
A Soit p un élément de N*. |a| > 1 donc T),(a) n’est pas nul. La définition de S, est légitime.
C’est encore le cas pour p = 0 car Ty(a) = 1.

A Soit p un élément de N. Notons £, ensemble des éléments de R,[X] prenant la valeur 1 en a.

£, = {Q € R,[X] | Qa) = 1} |

Ty

est le
Tp(a)

et que S, =

Dans cette question on cherche & montrer que M1£n ( l\[/[ax |Q(t )|> existe, vaut
QEL, \te[-1,1

1
Tp(a)l

seul élément de £, qui réalise ce minimum.

A Réglons d’abord le cas ot p vaut 0. V& € R, Ty(t) = So(t) =

Notons que Sy est le seul élément de Ry[X] qui prend la valeur 1 en a; ainsi Lo = {Sp}.

Alors Min ( Max |Q( )|) existe, vaut 1 =

Alix | et Sy est le seul élément de Ly qui réalise ce minimum !
€Lo 1,1

1
To(a)]
Dans toute la suite de cette question nous supposerons que p est un élément de N*.

T,
A Observons encore que S, = T (pa) est un élément de R,[X] tel que S,(a) =1; donc S, € L,,.
P
De plus Max |5,(8)] = 77 Max [Ty(0)] = prr car Max [T,(0)] = 1 dapris Q1 o)
e plus Max = —— Max car Max =1 d’apres Q1 ¢).
P tel-1,1] ¥ |Tp(a)| te[-1,1] T, (a)| te[-1,1 P

Pour faciliter les écritures dans la suite, posons: Vj € [0, p], ; = cos <M>
p




Notons que 1 =z > 21 > --- > xp_1 > xp = —1.

a) Supposons donc qu’il existe une fonction polynoéme P de R,[X] telle que P(a) =1 et telle que

1

Max |P(t)| < ‘
S0 PO < )
Alors ¥t € [—1,1], |P(£)] < ——— Ainsi V¢ € [~1,1], — —— < P(t) < —

ors —-1,1], ——— Ainsi -1,1], —————
|Tp(a)l Ty (a)l Tp(a)l
1 1
Par conséquent V¢ € [—1,1], —P(t)>0et — —P(t) <0
Tp(a)] Tp(a)]
1
Alors pour tout élément j de [0, p] : — P(z;) >0 et ————— — P(z;) <0.
|Tp(a)l ! |Tp(a)l !

Soit j un élément de [0, p].

e =5 (e (7)) = 5 7 (= (5)) = i = (7)== =

- (
Ainsi Sp(z;) — P(x;) = To(@) P(x;)
Si (—1)? T,(a) est strictement positif: S, (z;) — P(x;) = m — P(z;) >0
P
. 1
Si (—1)? T(a) est strictement négatif: Sp(x;) — P(z;) = A P(z;) <0.
P

Pour tout élément j de [0,p], S, (cos (N>) -P (cos <M>) est strictement positif (resp. strictement négatif)
p p

si (—1)7 T,(a) est strictement positif (resp. strictement négatif).

Ainsi pour tout élément j de [0,p], (S, — P)(x;) est strictement positif si (—1)7 T),(a) > 0 et strictement négatif si
(=1)? T,(a) < 0.

Soit j un élément de [0,p — 1]. j et j + 1 sont de parités différentes donc (S, — P)(x;) (Sp — P)(z4+1) < 0.

Comme S, — P est une fonction continue sur l'intervalle [z;1,;], le théoreme des valeurs intermédiaires montre
'existence d’au moins un réel y; appartenant & |z;1,z;[ tel que (S, — P)(y;) = 0.

Ainsi yo, y1, ..., Yp—1 sont p racines distinctes de S, — P appartenant & U'intervalle | — 1,1].
(Sp — P)(a) = Sp(a) — P(a) =1 —1=0 et a n’appartient pas & | — 1,1[ car |a| > 1.

Ainsi yo, y1, ..y Yp—1, @ sont p + 1 racines réelles distinctes de S, — P.

’ Sp — P a au moins p + 1 racines réelles distinctes. ‘

Sp — P est alors un élément de R,[X] (comme différence de deux éléments de R,[X]) ayant au moins p + 1 racines
réelles distinctes donc S, — P est la fonction polynéme nulle.

1
Alors P = S,,. Or tel\/[[jxlﬁ] |P(t)] < @] = teM[iaf::l] |Sp(t)]. Ceci induit une légere contradiction !
1
Il n’existe pas d’élément P de R,[X] prenant la valeur 1 en a tel que Max |P(t)] < .
te[-1.1] |Tp(a)]
1

b) Ce qui précede montre donc que si P est un élément de £, = {Q € R,[X] | Q(a) = 1} alors 1\[/[alxl] |P(t)| > o)

te[-1, P

1
Comme S, est un élément de £, tel que Max |S,(t)| = on peut alors dire que:
p P t€[71,1]| P( )| ‘Tp(a”
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1
“Sup{|Q(t)]/ — 1 <t < 1} ou @ décrit R,[X] et vérifie Q(a) = 1 est minimal pour S, et vaut ————— ”

Tp(a)]
En clair
Si Ly ={Q e Ry[X] | Qa) =1}
1
1. Mi M iste et t .
Qelcr; (te[ zaulx1 |Q(t )) existe et vau @]
2. 5;, est un élément de £, qui réalise ce minimum.
1
Ne “reste” plus qu’a montrer que .S, est le seul élément de £, tel que tel\/[[jil)fl |Sp(t)] = )] .
1
c) On suppose donc que P est une fonction polynéme de R,[X] telle que P(a) =1 et 1\[/Ialx1] |P(t)] = T i
te[-1, »(a

On se propose de montrer que 3 (P + S ) a encore ces qualités.

1
P et S, sont deux éléments de R,[X] donc 3 (P + Sp> appartient également & R,[X].
P(a) = Sy(a) = 1 donc 5 (P+S )(@) =1.

1
3 (P + Sp) est un élément de R,[X] qui prend la valeur 1 en a. Donc — (P + 5, ) est un élément de L.

1 1
2b t déja de di M —(P t)| = .
Q2 b) permet déja de dire que [_alxl] 2( —|—Sp>()‘ 7, (@]
Rappel Max [P(t)] = Max |S,(8)] = ——— Done ¥t € [—1,1], |P(E)] € ——— et |S, (#)] < ——
appelons que Max = Max = - Donc —1,1], < e
PP A S rel=1) I, (a) L] & 7S ()]
1 1 1 1 1 1
Ainsi Vt € [-1,1], |=(P+ S (t)‘ = ([P@)]+|Sp(t)] ( + ): :
=11 [5(P s o) < 5 (POl ) <2 (man * man) = mw
1 1
Donc Max |- (P < .
one te[fal),(l] 2( +Sp)(t)‘ [T, (a)|
Finalement : —— < Max 1(P—!— S )(t)‘ < 1 Ainsi Max 1(P—I— S, )(t)’ -
Tp(a)|] ~ tel=1]|2 P | Ty(a)] te[-1,1] | 2 p |T,(a)]

1
Si P est un polynéme satisfaisant au probléme de minimisation de b) il en est de méme de 3 (P + Sp).

1
En clair si P est un élément de £, qui réalise Clg\/lin < 1\[/Ialx | |Q(¢ )|) alors il en est de méme de 3 (P + Sp).
€L, 1

Ici il y a visiblement une erreur de conception car il n’est pas simple de montrer que pour tout élément j de

0.7 ‘P ( (7 )> 5 ( <T>>! B |Tp1<a>|'

Voici une démonstration standard dans ce type de question.

Dans ce qui suit ||.]|s est la norme infinie dans l'espace vectoriel des fonctions numériques continues sur [—1, 1].

Ainsi si f est une fonction numérique continue sur [—1,1], || f|lco = Sup |f(z)] = I\{Iax | |f(z)].
[-1,1 ze[—1,1

1
Posons U = i(Sp + P). 1Splloc = [[Plloc = IU]lco = d’apres ce qui précede.

L
T(@)
0 (cos (25))| = 10 = oy = 10

L’objectif est de montrer que Vj € [0, p],
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Soit b un élément de [—1,1] tel que |U(b)| = I\{Iax |U(z)| = |U|lso-
re

—1,1]
2 20U (b)| = S,(b) + P()] < 1S, (0)] + [P(D)] € e b = 2
T, (@) v v @] " T@] )
, . _ _ 1 .
Nécessairement |S,(b)| = |P(b)| = T a)]

En particulier |T,(b)| =1 = Max | |T,(t)| et ainsi il existe jo dans [0, p] tel que b = cos (‘70 > = xj,.
—1.1 P

Donc |U] ne réalise son maximum sur [—1, 1] qu’en des points de I'ensemble {zo, z1,...,2p}.

Pour montrer que Vj € [0,p], |U(z;)| = il ne reste plus alors qu’a montrer que |U| réalise son maximum sur

T()I
(

|Z;(a)]
[—1,1] en au moins p + 1 points de [—1,1] (qui seront nécessairement xg, &1, ..., Tp).

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Alors |U| réalise son maximum sur [—1,1] qu’en exactement k points aq, ag, ...,

ap de [-1,1] avec a; < az < --- < aj et k < p.

L’interpolation de Lagrange assure l’existence (et l'unicité) d’un polynéme H de degré au plus k tel que H(aq) =
H(az)=---=H(ag) =0et H(a) =1 (a1, ag, ..., ag, a sont k + 1 réels deux & deux distincts...).

1
SiL=(X—-a1)(X —ag) (X —ax), H= mL convient.
a
Notons que H est un élément de R,[X] et que H(a) =

Soit € un réel strictement positif. La continuité et la nullité de H en aq, as, ..., ax permet d’obtenir I'existence d’un
réel a strictement positif tel que Vi € [1,k], Vz € [-1,1]N]a; — o, a; + o, |H(x)| < €.

Posons Q. = U la; — a,a; + af. Q¢ est un ouvert de R comme réunion de k ouverts de R.
1€[1,k]
Soit ¢t un élément de ]0,1[. Posons U; = (1 —¢) U +t H.
1
Tp(a)l
e Si z appartient & Q. N[—1,1], |[Uy(x)| = |1 —8)U(x) +tH(x)| < (1 —t)|U(x)| +t|H(z)| < (1 =) ||U||oo + te.

Uy est un élément de R,[X] tel que U(a) =1 donc ||Ui]|co = = |U|lso-

e Soit z un élément de [—1,1] — Qq, |Uy(2z)| = |U(z) + t (H(z) — U(z))| < |U(z)| + t||H — Ul|0o-
|U| est continue sur le fermé borné (ok ?) [—1,1] — Q. donc |U]| posséde un maximum M, sur [—1,1] — Q..
Alors |Us(z)| < M +t|H — Ul oo-

Observons que M, < ||U||s car [—1,1] — €. est contenu dans [—1,1] et les seuls point ou |U| prend la valeur |U]|co
sont ay, asg, ..., ar qui n’appartiennent pas a [—1, 1] — Q..

Des lors choisissons ¢ strictement positif et strictement inférieur & ||U]|co-

Comme M, < ||U]|e il est possible de trouver un élément ¢y de ]0,1[ tel que M. + to ||U — Hl|oo < ||U]|oo (en effet
lim (M +t|U = Hl|x) = Me < [|U]|oc)-

Nous avons alors:Vz € [—1,1] — Q., U ()] < [|U]] co-

De plus : Vo € Q- N [=1,1], [Us, ()| < (1 = t0) [Ulloo +toe < (1 = t0) [Ulloc + to 1U]lcc = [[U]lcc-

1

Donc Vz € [—1,1], |Uy(2)] < [|U]|oo. Ainsi Uy lloo < [|U]loc = @) ce qui donne une contradiction car Uy, est un
P

élément de R,[X] qui prend la valeur 1 en a.

Ainsi U réalise son maximum ———- en %o, 21, ..., Tp. | kkk

| Tp(a)l
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sl g |P () +5 ()= gy
ot g dment e ok = 3 P(i) + Syt < 5 (1Pl +15,62)]) < §<|Tp1<a) ’ Tp1<a>|) - |Tp1(a>
(DCCiCngC|}j($j)‘+;sp($j)|::|}j($j)4‘|5¥($j)Ct|})(xj)|::Sb(xj)|::|1;taJ|.

Rappelons que si a et b sont deux réels, |a + b| = |a| + || si et seulement si ab > 0.
Alors |P(xj)| = |Sp(z;)| et P(z;) Sp(x;) = 0 done P(z;) = Sp(x;). Ainsi (P —Sp)(z;) =0.

Vi € [0,p], (P — Sp)(xzj) =0. P— S, est donc un élément de R,[X] ayant au moins p + 1 racines distinctes donc
P — S, est le polynéme nul et :

P=5,

S, est I'unique élément de £, = {Q € R,[X] | Q(a) = 1} qui réalise Min ( Max Q(t)|>
QeL, \te[-1,1]

Posons £}, = {Q € R,[X] | Q(0) = 1}. On cherche a montrer que Min ( Max Q(t)|> existe et que ce minimum

QEeLy, \t€[a,p]
2t—a—4
T 112 Tp ( 57&“ ) /
est réalisé pour le seul élément t — ————* de L],
T (a-i-ﬂ)
P\a-p
. . 2t —a—f :
Nous allons pour ce faire utiliser Q2 en remarquant que ¢ — o applique [a, §] sur [—1,1].
-«
2t—a—f : . : .
posons Vt € R, u(t) = »37 u est continue et strictement croissante sur R. De plus . 11+Hl u(t) = +oo et
— — T 00

. lim w(t) = —oo0.

1
Ainsi u est une bijection de R sur R. Un calcul simple montre que Vt € R, u™'(t) = 3 ((ﬂ —a)t+a+ ﬁ).

u étant continue et croissante sur [, 3], u([a, B]) = [u(a),u(B)] = [~1,1]. Alors u=([-1,1]) = [«, A].
a+ 0
Posons alors a = u(0) = 3 et L, ={Q € R,[X]| Q(a) =1}.
o —
«a > —a car « est strictement positif. Alors 5+ a > 3 — a > 0. Ceci donne gjz > 1. Ainsi a = gtg < -1
1
Par conséquent |a| > 1. Q2 montre que clgvélzi <tel\[/lal>’<1] |Q(t)|) existe et vaut m.
T, 14 C o -
De plus S, = T,(a) est le seul élément de £, qui réalise ce minimum.
»la

Posons VQ € L, Vt € R, o(Q)(t) = Q(u(t)) et VQ € L}, Vt € R, (Q)(t) = Q(u~'(t)).

Soit @ un élément de £,. @ appartient & R,[X] et u est un élément de R;[X] donc ¢(Q) = @ o u est clairement un
élément de R, [X]. De plus ¢(Q)(0) = Q(u(0)) = Q(a) = 1. Par conséquent ©(Q) est un élément de L.

Ainsi ¢ est une application de £, dans E;. On montre de méme que ¥ est une application de E; dans L.

VQ € Ly, V€ R, 0(p(Q) (1) = (#(@) (w7 (1) = Qu(u (1)) ) = Q). Ainsi YQ € £y, $(4(@) = Q.
Alors 1 o p =Idz,. On montre de méme que ¢ o1 = Id%.

@ (resp 9) est alors une bijection de £, (resp. L) sur L, (resp. L£,) et o' =1 (resp. ! = ¢).

Rappelons que u((a f]) = [~1,1]. Done ¥Q € £,. Max [o(Q)(t)] = Max [Q(u(t))| = Max Q)]
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Comme Min ( Max |Q(t )) existe et vaut
QeL, \te[-1,1]

Max cp(Q)(t)|) existe et vaut également

1 1
Min .
[T, ()] GeL, (te[a 5 Tp(a)]

1
Or L) = € L,}, donc Min ( Max ) existe et vaut ———-
§4 {90( ) Q LD} QEL:' 75]|Q( )l |Tp(a)|
Supposons que @ soit un élément de £, qui réalise ce minimum. Rappelons que u([-1,1]) = [a, 3]
1

= Max Q)] = Max [Q(u'(@))| = Max [v(Q)(a).

IT,(a)]  tefa, ze[-1,1] z€[-1,1]
1
(Q) est un dlément de £ tel que M [4(Q)(a)| = 7 Ainsi ¥(Q) = . Done Q = ().
)
T, (u(t) Tp (“p=a
VtER, Q(t) = @(Sp)(t) = Sp(u(t)) = pT( ) ( )
p(a) Tp (Lw)
a—f3
5 (M)
Min (Max |Q(t)|) existe. Ce minimum est réalisé pour le seul élément ¢t - ——— % de
QE{PER,[X]|P(0)=1} \t€[a,f] T, (Lfg)
I'ensemble {P € R,[X]| P(0) =1} et il vaut ———-
T (a8
p (a—ﬁ
p—1
2k+1
Soit p un élément de N*. Rappelons que : T, = op—1 H (X — cos ((2—;)71-)>
k=0
2t—a—ﬁ Qk+1)m
p—1 — =T
T, <2t__aa_ ) 2 H ( cos( % >) p—1 thi—ﬁ — cos ((2]@5;)1)#)
Soit t un réel. " = = H " riD)
B (et (@) A e
a—p0 2p
k=0
TP(W)_p—l —2t+a+ﬂ7(a7ﬁ)cos(%) _1’1:[1 X 9 .
T, (%) k=0 a+ 3 —(a—p) cos (W) k=0 a+f3—(a—p)cos (%)
T 2t—a—p p—1
Ao 2
Vp € N* vt € R, M:H 1-— TEETE
Tp (%:’g) k=0 o+ ﬁ + (ﬁ — Oé) CcOS (Tﬂ—)

PARTIE III: Résolution itérative d’un systéme AX = B.
0 n’est pas valeur propre de A donc A est inversible. Ainsi:

il existe un unique élément X* de M, 1(R) tel que AX* = B; X* = A~'B.

a) Soit p un élément de N*.
Xpr1—X*=X,+a(B-AX,)— X" =a(AX*"—AX,)+(X,—X") = —a A(X,— X")+(X,—X*) = ([—a A)(X,— X™").
Ainsi:VpeN, X, 11 - X* =T —aA)(X, — X*).
Une récurrence simple donne alors Vp € N, X, — X* = (I — a A)P(X, — X*).
]vp EN, X, — X* = (I —aA)P(X,— X*). \

b) A est symétrique et réelle donc A est diagonalisable. Mieux il existe une matrice inversible P de M,,(R) telle que
M O -0
P~ AP soit la matrice diagonale D = O

0 -+ 0 M\,



14

D =P 'APdonc A= PDP~ ' Alors —aA=1—aPDP~'=PIP ' —aPDP ' =PI -aD)P L

l—aX 0 - 0
Ainsi I — o A est semblable a [ —a D = O
: . . 0
0 N N

Alors les valeurs propres de I — a A sont les valeurs propres de la matrice diagonale I — o D. Ainsi

’ les valeurs propres de ] —a Asont 1 —a A, 1 —aldsg, ..., 1 —al,. ‘

Posons Vi € [I,n], pi=1—aX. My <A<~ < Apeta>0done py > pg =+ = .
Alors Vi € [1,n], —|pn| < pn < pi < pa < |pa]- done Vi € [1,n], —Max([pa], [pa]) < pi < Max(|pal, |pn])-

Ainsi Vi € [1,n], |p:| < Max(|p1], |pn]). Par conséquent : p(I — a A) = 11\éla<x |pi] = Max(|pa |, |pen])-
<ign

’p([—aA) = Max(|1 — a A1, |1 — a,]). ‘

Précisons encore en supposant pour commencer que Ay < Aj,.

H—aXM|<[1-aX|<= 1-aM)?’<(1-al)?<=1-2al +a?X <1-2a)\, +a?)\2.

2
H—al|<[1—aX|<=0< 20N —A)+a2 D +2)A = A1) <= 0< a(A, — M)A+ A1) <a ) ‘

Y
2
Or a (An — A1) (A + A1) est strictement positif done [1 —aM| < |1 —ad,| <= a > SV
1 n
Ainsi p(T — @A) = |1 —an|sia> —— et pI—aA) = [1—al]|sia<—
insi p(I — =l —a),|sia> — =1 i < .
si p a aAn| st o> et p « ahf st < S
Ob L2l el —anm=l-ahsia<—ectque|l—at]=at —Tsia>-
servons que — < <—,quell—aM|=1-alsia< —etque|l—a)|=a), —1sia>—:
e S S ! ! PV A

Alors p(I —aA)=1—aX; sia < et p(I —aA)=al,—1sia>

2
AL+ A A4 A,

2 1
Notons que ceci vaut encore pour A\; = A, car dans ce cas S et p(l —ad) =1 —aM| =1]1—ai,]
1 n 1
Finalement :
2
1—a) sia< N
p(I —ad)= 5
ar,—1 sia>
An + A1
f:t— p(I —aA) est donc affine et strictement décroissante sur }0, )\—H\} et affine et strictement croissante sur
n 1
2
[)\Jr/\’ 400 [ Le tracé de la courbe représentative ne pose pas franchement de probleme...
n 1
. . . . 2
Notons que f possede un minimum sur |0, +oo[ atteint en le seul point S
n 1
2 2 An — A ) An — A
f ()\n +/\1) =1- m)\l = )\n+)\1 donc le minimum de f:¢ — p(I — a A) sur ]0, +oo[ est donc . +)\1~

c) Si Xo=X* VpeN, X, =X* Lasuite (X,)pen converge alors clairement vers X* et ceci pour toute valeur
de a. Il convient donc de reformuler la question.

2
Montrons que la suite (X,)pen converge vers X* pour tout choix de Xg dans M, 1(R) si et seulement si o < o
n

Pour cela nous allons utiliser I Q3 b). Remarquons d’abord que I — a A est une matrice symétrique de M., (R).
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Rappelons que Vp e N, X, — X* = (I —a A)P(Xo — X*).

Par conséquent la suite (X,),en converge vers X* pour tout choix de Xy dans M, 1(R) si et seulement si la suite
((I —aA)P(Xg — X*)) converge vers 0y, | (r) pour tout choix de Xo dans M,, 1(R).
peN ’

Or dire que suite ((I —a A)P(Xg — X*)) , converge vers O, . (r) Pour tout choix de Xy dans M, 1(R) équivaut &
pE ' i

dire que la suite ((I - aA)pX)  converge vers O, (r) Pour tout choix de X dans M, 1(R).
S :

D’apres I Q3 b ceci équivaut a dire que p(I —a A) < 1.

Ainsi la suite (X),)pen converge vers X* pour tout choix de Xy dans M,, 1(R) si et seulement si p(I — o A) < 1.

. 2
SlaE}O,)\n_’_)\l{,p([—aA)—f(a)—l—a)\1<1.

2 2
Siae [M,—i—oo{:f(a):p(l—a/l)<1<:>a)\n—1<1<:>a<)\n-

2 2
< — on peut dire que p(I — a A) < 1 si et seulement si &« < —- Finalement :

En remarquant que
D W W M

2
La suite (X,)pen converge vers X* pour tout choix de Xy dans M,, 1(R) si et seulement si o < o
n

I — a A est une matrice symétrique de M, (R) donc, d’aprés I3 a) VX € M,, 1(R), |[(I —aA)X| < p(I —a A) || X]|.
Alors ¥p € N, [ X1 — X*|| = (I — a A)(X, — X*)]| < plI — @ 4) | X, — X°].
Une récurrence simple donne Vp € N, [| X, — X*|| < (p(I — aA))p X0 — X*[. ()

Alors la convergence est d’autant plus “rapide” que p(I — « A) est “petit”.

2
Ainsi la convergence est optimale si p(I —a A) = f(«) est minimum donc si « = PUISY comme nous ’avons vu plus
n 1
haut.
An = A A=A\

Dans ce cas p(I —a A) = f(a) = N, +>\1 et VpeN, [| X, - X*|| < (>\n Jr)\i) X0 — X*.

L t optimale si 2 _p VvpeN, ||X X*||<(A”_A1)p 1 X0 — X*|

a convergence est optimale si « = ————- Dans ce cas , — < — .
g p M+ N p P W 0

Notons que la majoration (&) est la meilleure possible pour « fixé dans R** et X quelconque.

Nous allons le montrer en trouvant un Xy qui transforme cette inégalité en une égalité.

Soit k un élément de [1,n] tel que |pu| = 11\</I_a<x |i| = p(I —a A) et Z un vecteur propre de I — o A associé a la valeur
<i<n
propre pi.

(I —aA)Z = i, Z. Une récurrence simple donne Vp € N, (I —a AP Z =il Z.

Considérons la suite (Xp)pen définie par Xo=Z + X* et Vp e N, X,11 = X, + a (B — AX,).

VpeN, X, — X* = (I —adP(Xo—X*)=T - aAPZ=pl7Z=p (Xg— X*).

Alors ¥p € N, | X, = X*|| = [l (Xo = X*)]| = ] [ Xo — X*]| = [P [|Xo — X*|| = ((T — o )" [[ Xo — X*|.
Alors Vp €N, || X, — X*|| = (p(I — aA))p X0 — X*|| et (d) est une égalité...

Cela rend également optimale la majoration obtenue juste plus haut.
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a) Soit p un élément de N*. Rappelons qu’il existe une matrice inversible P de M,,(R) telle que P~*AP soit la

M O -0

matrice diagonale D = O . D=P7'AP donc A= PDP L.
: . .0
0 -+ 0 M\,

AlorsVie [0,p—1], I —a; A=1—a; PDP~' = PIP~' — a; PDP~' = P(I — a; D)P~".
Ainsi P,(A) =T —agA)I —a1 A) - (I —ap—1 A)=P(I —agD)P*P(I —ay D)P™'--- P(I — a1 D)P~1.
Donc P,(A) = P(I —agD)(I —a1 D)---(I —a,—1 D)P~' = PP,(D)P~1L.

Par conséquent P,(A) est semblable & P,(D). Ces deux matrices ont alors les mémes valeurs propres.

M O -0
De plus comme D est la matrice diagonale 0 o il est aisé de montrer que P,(D) est la matrice
0 0 A
P,(A\) 0 - 0
diagonale
: IR 0
0 o 00 Pp(An)

Les valeurs propres de P,(D) sont donc P,(A1), Py(A2), ..., Pp(A,). Finalement :

’ les valeurs propres de P,(A) sont P,(A1), Py(A2), ..., Ppy(An). ‘

Posons Vi € [1,n], v; = Py(\;). Vi € [1,n], M < A; < A, done Vi € [1,n], |vi] = |Py(\i)| < 1[\§a>§ ]|Pp(t)|.
te[A1,An

Par conséquent Max |v;] < Max |P,(t)|. Ainsi:
1<isn tE[A1,An]

b) Soit p un élément de N*.
Xpi1 — X* =X, +a, (B — AX,) — X* = o (AX* — AX,) + (X, — X*) = —a, A(X, — X*) + (X, — X*).
Xpi1 — X7 = (I — ap A)(X, — X*).

VpeN*, X,11 —X*=(I—a,A)(X, — X*). Une récurrence trés simple montre alors que:

] VpeN*, X, — X* = P,(A)(Xo — X*). ‘

Soit p un élément de N*. A est une matrice symétrique donc pour tout élément k de N, A* est une matrice symétrique.
Ainsi P,(A) est une matrice symétrique de M,,(R) comme combinaison linéaire de matrices symétriques de M,,(R).
Alors I Q3 a) permet de dire que VX € M, 1(R), [|[P,(A)X]| < p(P,(A)) || X].

En particulier | P,(A)(Xo — X*)|| < p(P,(A)) [ Xo — X

Ainsi Vp € N*, || X, — X*|| = || P, (A)(Xo — X7)|| < p(Pp(4)) [ Xo — X*|| < o |[Pp()] [ Xo — X7

tE[A1,An]

c) Nous supposerons dans la suite que Ay < A,

’ Fixons p dans N* | Observons que P, est un élément de R,[X] tel que P,(0) = 1.

¥p e N', || X, — X*[| < Max [P, (1)][|Xo — X
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En appliquant IT Q3 nous pouvons dire que |Q(t)|) existe et que ce minimum est réalisé

Min ( Max

QE{PECR,[X]|P(0)=1} \tE[A1,A\n]
2t—A1—An
Tp( >\n_>\1 )

pour le seul élément H), :t —
T (A1+An)
P\ XA

2
t
A1+ A+ (A — A1) cos (%)

p—1
Nous avons également montré que:Vt € R, H,(t) = H 1—
k=0

2k+1)m

)2—1et)\n—/\1>0.
2p

Observons que cos (

2k +1
Donc A, + A1 + (A, — A1) cos ((;p)ﬂ) > A+ M= — A1) =2X >0.
2
Dés lors en posant : Vk € [0,p — 1], ag = onaVk e [0,p—1], ax > 0et P, = H,.
A1+ A+ (A — A1) cos (%)
Ainsi Max |P,(t)| est minimum.
te[AI)An]
On rend Max |P,(t)| mini en posant :Vj € [0 1] 2
n ren X minimum en posant : p—1], a; = _ .
teda] " ’ " A+ O — A cos (22£07)
. 2
Supposons Vj € [0,p — 1], o = I
i T
)\1 + )\n + ()\n - )\1) COS (T)
1 .
tel[\)/{fa,);n} | P, ()] = tel[\ﬁ\lgfn} |H,(t)| = W b) permet alors de dire que:
P\ X, =x
* 1 *
1, — X' € e X0 — X7
7 (353
P\ An—X\1
L’équivalent proposé est faux. Cherchons le bon!!
An + A . o , . o
Posons x = ﬁ Comme ici A\, > A1 >0, A, + A1 > A, — A1 > 0. Ainsi x est un réel strictement supérieur a 1.
n — A1

Nous allons calculer T),(x) pour tout élément p de N.

Posons Vp € N, uy, = Ty (z).

uy=To(x) =1, uy =Ti(x) =x et Vp € N*, up1 =Tpi1(x) =22 Tp(x) — Tp—1(x) =22 up — up_1.

(up)pen est une suite définie par une récurrence linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique z € C et 22 -2z 2+1 = 0.
Cette équation admet deux racines réelles distinctes x + ViZ—letxz — 22 — 1.

Alors il existe deux réels v et § tels que:Vp € N, up:’y(er\/ﬁ)ané(xf :EZfl)p.
1:u0:7+5etm:u1:7<x+m>+5<x—\/m>:(7+5)x+(7—5)M:x+(7—5)m.
Alors v +0 =1et (y—6)v22 —1=0. Comme 22 — I n’est pasnul: 7+ =1et y— 6 = 0. Ainsi’yzéz%
VpEN,Tp(x)zup=%<x+\/x27—1)p+%(x— .1‘2—1>p.

En fait pour tout réel x tel que |x| > 1 on a encore Vp € N, Tp(x):%(x—i—\/ﬁ)p—i—

P
x? — 1) ... et méme pour |z| = 1. A titre d’exercice on pourra traiter le cas ot |z| < 1.

(v -

N
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—VzZ -1 r— Va2 —1 !
O0<z—VvVz2—-1<zxz++vVz?2—-1donc0 < < 1. Alors lim |1+ | ———— =1.
T+ V2 — p—+oo T+ -1

P
1 2 —1 1 P
_ 2 /2 el ~ = 2
Or Vp e N, U;D—2(£L'+ ) ( <x—|—\/x27> ).A1n51uppﬂ+002(x+ T 1) .
2 2 _ _ 2
_ An + A1 donc 1‘2 1= An + M1 - (/\n + )\1) (/\n )\1) _ 4 M, M1 .
An— A1 An— A1 (A —A1)? (A — A1)?

[ _Aath 2&7@_(“*‘&)2_ ezl _ VAt VA
Alors = + )\ _/\1 An — M o A — M _(\/EJM/H)(\/E_\/H)_\/E_\/E

PP ¥ Gt

o (ntM) L (VA VA
P /\n_)\l p——+oo 2 \/)\nf\/)\il

-t ()
T, (2530)| 72 \Wh VA

) . Par conséquent :

s (B5R)

An + A1
o (250)

Notons que

A — A\
Dans Q1 un bon choix de a donne:Vp € N, ||X, — X™|| < (}\ n )\1) X0 — X*|-
1
Dans Q2, pour p fixé dans N* un bon choix de o, aa, ..., a,—1 donne: || X, — X*|| < |1 Xo — X

X
Ant+A1
xe=n]

A — A1
‘ < i 1> ou les suites de termes généraux et

Comparons donc les suites de termes généraux

1 <\//\n_\/X)p ()\n_/\1>p 1
5 —_— et car

A1

An+A1
<)\n_ 1)
1

(R

VAR + VA An + M1 W}J—H—m W\ +\/7
n A1l
Novevsvy
i | (VD= V)t M) Mt M At _ 2 /A
EVES Vi /MR VTS W W Rl 1V VIRV, W R W) WFIC BV, v VIR WS WSSV, o vl
Vie—va \ 7 L (m-m)p
Ainsi lim | 222 g Alors lim YN g
ptoo | gl p—-+oo ()\71—)\1)
nTA An+A1

Van = VA
Van + VAL

An — A
———  est négligeable devant la suite de terme général < 2 1) .
T (35| At

n AL

La méthode itérative optimale développée dans cette question laisse donc espérer une convergence plus rapide que

Ao — A
) est négligeable devant la suite de terme général ( 2 1) donc la

La suite de terme général —
& ( Aot M

suite de terme général

la méthode itérative optimale a o constant développée dans la question 1.
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Je propose de modifier le texte de la manieére suivante.
e On fait passer la partie III en partie IV en donnant le bon équivalent (et une petite indication pour l'obtenir).

e On supprime II Q2 ¢) et on supprime le mot unique dans Q3. On crée alors une partie III montrant 'unicité dans
le probléme de minimisation (que I'on peut rendre facultative pour les éleves qui ont des difficultés).

Cette partie III pourrait étre la suivante.

PARTIE II1: De ’unicité dans le probléeme de minimisation

Dans cette partie p est un élément de N*. On pose Vj € [0,p], z; = cos <J7T>
p

Dans la suite si f est une fonction numérique continue sur [—1, 1], on note || f||o le réel zES[l_ul)J] |f(z)] = zé\{l—aﬁ] |f()].
On se propose de montrer que S, est le seul élément de R,[X] qui prend la valeur 1 en a et qui vérifie ||Sp|/cc = Tpl(a) .
On consideére alors un élément P de R,[X] qui prend la valeur 1 en a et qui vérifie ||P|/o = |Tp1(a) :

Montrer que U = % (P + Sp) a les mémes qualités que P.

Soit b un élément de [—1,1].

a) Montrer que |S,(b)| = Tpl(a)| si et seulement il existe un élément j de [0, p] tel que: b = z;.

b) Montrer que si |U(b)| = |Tp1(a)| alors il existe un élément jo de [0, p] tel que:b = x;,.

Ici on veut montrer que Vj € [0,p], |U(z;)| = |Tp1(a)|. D’apres ce qui précede il suffit de montrer que |U| réalise
son maximum sur [—1,1] en au moins p + 1 points de [—1, 1] (qui seront nécessairement g, 1, ..., Tp).

On raisonne par I’absurde et on suppose que |U| réalise son maximum sur [—1, 1] en exactement k points aq, ag, ...,
ap, de [-1,1] avec a; < az <--- < apet 1 <k < p.

a) Montrer qu’il existe un polynéme H de degré au plus k tel que H(a1) = H(az) =---=H(ar) =0et H(a)=1. H
est ainsi un élément de R,[X] qui prend la valeur 1 en a.

b) Soit & un réel strictement positif et strictement inférieur & ||U]|co-

Montrer qu'il existe un réel « strictement positif tel que: Vi € [1,k], V& € [-1,1]N]a; — o, a; + af, |H(x)| < e.

On pose: Q. = U lai — a,a; + af. Q. est un ouvert de R.
1€[1,k]

¢) Soit ¢t un élément de ]0,1[. On pose U; = (1 —¢t)U +t H.

Montrer que |U| posséde un maximum sur [—1,1] — ., que nous noterons M., et que ce maximum est strictement
inférieur a ||U|| co-

Montrer que Vo € Q. N [—1,1], |U(z)| < U]l et que Vz € [-1,1] = Q., |U(z)| < M +t||H — Ul o-

d) Montrer que l'on peut trouver to dans ]0, 1] tel que ||Us, || < |U]||oo et en déduire une contradiction.

1
Des lors Vj € [0,p],|U(z;)| = m~ Montrer que Vj € [0,p], (P — Sp)(z;) = 0 et en déduire que P = S),.

Que dire du polynéme de IT Q37




