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Partie I - Construction de la fonction arctan.

Remarque Cette partie surprend un peu car la définition et la dérivation de la fonction Arctan (notation ”officielle”)
sont au programme de la classe...

1) Posons V¢ € R, ¢(t)

1 x
“ire ¢ est continue sur R donc pour tout réel x, /0 p(t) dt existe.

Ainsi arctan est définie sur R. Notons que arctan est la primitive sur l'intervalle R de la fonction ¢, qui prend la
valeur 0 en 0.

arctan est donc dérivable sur R et arctan’ = (.

© étant une fonction rationnelle définie sur R, ¢ est de classe C* sur R. Alors arctan’ est de classe C* sur R donc
arctan est de classe C* sur R.

Soit « dans R, —z est également dans R!

t — t étant de classe C! sur R nous pouvons faire le changement de variable u = —t dans ce qui suit.

Tdt “ (—du) * du
arctan(—x) = 5 = 5 == 5 = —arctan .

0 1 + t 0 1 =+ (—’LL) 0 1 +u

Ve € R, —z € R et arctan(—x) = — arctan  donc arctan est impaire sur R.

. . , . . . ! 1

La fonction arctan est bien définie sur R, impaire, de classe C*° sur R. Vz € R, arctan’(z) = T2
x
Tode . . .
2) Vo € R, arctanz = T2 donc pour montrer que arctan admet une limite finie en +oo il suffit de montrer
0

“+o0
que / 1t 2 converge.
0

1
® p:t— —— est continue sur [0, +ool.

1+t

1

cvl), v @
1

+oo
. / = est une intégrale de Riemann convergente car 2 > 1.
1

Ce qui précede et les regles de comparaison sur les intégrales impropres de fonctions positives donnent la convergence

+o0 too
de / (t) dt et méme de / (t) dt.
1 0

+oo z
/ ©(t) dt converge donc z — / ©(t) dt admet une limite finie en +oc.
0 0

Toode
Ainsi z — / T e admet une limite finie en 4+o0o0. Alors:
0



arctan admet une limite finie en +o00 provisoirement notée L.

Ceci permet également de dire que:

“+oo

t

/ 5 converge et vaut L.
0 1+1¢

e arctan est continue sur l'intervalle R.

1
e arctan est dérivable sur R et Vz € R, arctan’ z = T2 > 0. Donc arctan est strictement croissante sur R.
x

e arctan admet une limite finie en +oo qui vaut L et est impaire sur R.

Alors —L = — lim arctan(z) = lim (—arctanz) = lim arctan(—z).
r——+00 T—+00 r— 400
Ainsi hm arctan(—z) = —L donc lim arctanz = —L. arctan admet une limite finie en —oo qui vaut —L.
T——400 r— —00

Les trois points précédents et le théoreme de la bijection montrent que :

’ arctan est une bijection de R sur | — L, L. ‘

T

3) Posons Vx € }—5, ) [, H(z) = arctan [ tan(z)]. tan est dérivable sur }—7,

g [ et arctan est dérivable sur R.

Donc par composition H est dérivable sur }fg 'y [ et Vz € ] [, H'(z) = (tan’(z)) arctan’ [ tan(z)].

2
1

[, H'(z) = (1+ (tanz)?) 1T (ana)? 1

V:ce} gg[,H(I):H(x)fO:H( /H’ :/xldt:[t]gzz—O:x.

Vxe} g

, . ™ T
Pour tout réel = appartenant a } ~33 {, arctan [ tan(z)| = .

lim tanz = +oo et lir}ra arctan z = L. Par composition lim arctan [tanz| = L.
[1}*)%7 z—+00 wﬂgf

m
Alors L = lim arctan [tan :c] = hm x = —- Par conséquent :
z—5 z—Z

T
L t -
vau 5

Ceci permet également de dire que:

“+o0
™ p
5 converge et vaut —- Un énorme SCOOp non ?
o 1+t 2

Remarque 1l est grand temps de retomber sur nos pieds rt de retrouver notre cous. Notons s la restriction de tan a
T

Pintervalle } -, =

272

e s est continue sur l'intervalle ]

ol 3

72T [, s'(z) = tan’(x) = 1 + tan®(x) > 0 donc s est strictement

oy Nl

e s est dérivable sur l'intervalle ] [ et Vo € }

w\ﬁ

T
croissante sur ] [
272



e lim s(z)= lim tanz=—o0 et lim s(z)= lim tanz = +oo.
z—>—%+ z—>—%+ z—=5~ z—% -

T
Les trois points précédents et le théoréme de la bijection montrent que s est une bijection de } —g 5[ sur R.

571 est une bijection de R sur } —g, % [
Tw
Rappelons que Vz € } ~55 [ z = arctan [ tan 2].

Donc Vz € R, s~ '(z) = arctan [tan(s™'(z))] = arctan [s(s™'(z))] = arctanz.

Ainsi arctan est égal & s~!. Inoui, non ?

1 1
4) arctan est dérivable sur R et Vt € R, |arctan’t| = |——| = .
14162 1+1¢2
1
2 T _
VieR, 0<1< 14t done Vt € R, |arctan’t| = e < I—l.
L’inégalité des accroissements finis donne alors : V(z,y) € R?, |arctanz — arctany| < 1 x |z —y| = |z — y|.

V(z,y) € R?, |arctanx — arctany| < |z — y|.

1
5) Posons Vx € R, D(x) = arctan z + arctan —-
x

*

1 1
x — — est dérivable sur R% et arctan est dérivable sur R. Alors par composition # — arctan — est dérivable sur R

x x
. * * ! / 1 !/ 1
Par somme D est dérivable sur R%}. De plus Vz € RY, D'(z) = arctan’z + ( —— | arctan’ —.
x x
1 1 1 1 1
Ve e RY, D'(z) = —— —-= = — =0.
T € + (:E) 1+x2+< 1'2) 1_|_(l)2 1+$2 $2+1

Alors D' est nulle sur intervalle R’ donc D est constante sur R . Il existe un réel ¢ tel que Vo € RY, D(x) = c.

1 T us
lim arctan — = arctan0 = 0 (car arctan est continue en 0) et lim arctanz = —- Alors lim D(z) = —-
r— 400 €T r——+00 2 r——400 2
s 1 T
OrVz e RY, D(z) =cdonc lim D(z)=c. Ainsic= - et Vo € R}, arctanz + arctan — = D(z) = -
z—+00 2 x 2
" 1 =«
Vo € R}, arctanz + arctan — = -
z 2
: s . (o p . . 1 T
Remarque Soit x un réel strictement négatif. —x est un réel strictement positif donc arctan(—zx) 4+ arctan — = 3
—x
. . 1 1 0
Comme arctan est impaire sur R, —arctan x — arctan — = arctan(—x) + arctan — = 3
x —
. 1 T
Ainsi arctan z + arctan — = —3
T

1 T
Vo € R*, arctanz + arctan — = —3
T




Partie II - Premiéres propriétés de ®(f) et de ®.

6) e Par définition Ej est contenu dans C°(R,R) puisque Ej est I’ensemble des fonctions de C°(R,R) bornées sur R.
e Notons Oco(r,g) I'élément nul de C°(R,R).

Va € R, Ocorr)(7) = 0 donc Ocor ) est une fonction de C°(R,R) bornée sur R.

Par conséquent Ocor gy est un élément de Ey et ainsi Ey n’est pas vide.
e Soit A un réel. Soient fi et fo deux éléments de Ej.

f1 et fo sont deux fonctions de C°(R, R) bornées sur R.

Donc il existe deux réels positifs ¢ et g tels que: Ve € R, |fi(z)] < ¢ et |fa(x)] < ca. Alors:

M+ £)@)] = WA + @) < DA@] @) = N @)+ )] < e+ e

Par conséquent A f; + f2 est une fonction de C°(R,R) bornée sur R; A\ fi + fo appartient & Ej.

Vr € R,

Finalement : VA € R, V(f1, f2) € (EO)Q, A f1+ fo € Ey. Ceci acheéve de montrer que:

’ Ejy est un sous-espace vectoriel de CO(R, R). ‘

7) Soit f un élément de Ey et soit « un réel.

t — tx et arctan sont continues sur R. Par composition ¢ — arctan(tz) est continue sur R. De plus fy et ¢ : ¢ —

f(@)
1+ ¢2

1 +t2

sont également continues sur R. Alors par produit ¢t — arctan(tz) est continue sur R donc sur [0, +oo].

Rappelons que arctan prend ses valeurs dans }—g, g [ donc V¢ € [0, 400, |arctan(tz)| <

< Sup|f(x)| = No(f)-

vl 3

f appartient & Ey donc f est bornée sur R. Alors Vt € [0, +o00[, |f(t)

rzeR
1
Finalement V¢ € [0, +00], 0 < | arctan(tz)| < g 0 <10 < No(f) et 0 < T
t 1 1
Donc V¢ € [0, 400[, 0 < |arctan(tz) 1]:(_ 22 = |arctan(tx)| | f(t)] e < gNO(f) el
f@) | 1
oVt € [0, +00], 0 < |arctan(tx) el No(f) e
+oo T +oo T
e Comme nous ’avons vu plus haut /0 e converge et vaut 5 donc /0 <2 No(f) T t2> dt converge

2

m m m
et vaut §N0(f) 5 donc ZNO(f).

Les regles de comparaison sur les intégrales impropres de fonctions positives permettent de dire que:

+oo +oo 2
t t
/0 arctan(tx) 1fJ£ 22 dt converge et que /0 arctan(tx) 1f+( 22 dt < % No(f).
+oo +oo
4 t
Ainsi / arctan(tx) 1f_|(_ 22 dt est absolument convergente. Alors / arctan(tzx) 1f—i(- 2 5 dt converge et :
0 0

oo ft) e ft) m
tan(? dt| < tan(t dt < — N, .
/0 arctan(tx) e ‘ /0 arctan(tx) 1o 1 o(f)
+oo
t
Pour tout élément f de Ey et pour tout réel z, / arctan(tx) j_f_ 22 dt est absolument convergente.
0




ft)

T3 dt est

“+oo
8) Soit f un élément de Ey. Comme nous Pavons vu plus haut, pour tout réel z, / arctan(tx)
0

absolument convergente donc convergente. Par conséquent ®(f) est définie sur R.

La question précédente a également montré que:Vr € R, |<I>(f)(x)| =

e ft) 7T
/0 arctan(tx) T dt‘ < ZNO(f)'

7T2

‘I)(f)(x)’ < 1 No(f)-

Remarque Ici un petit probléme se pose. En effet si ’on veut étre conforme au texte, pour parler de Ny (<I>( f )) il faut

Donc ®(f) est bornée sur R et Vo € R,

que ®(f) appartienne a Ey. Or nous n’avons pas encore montré que ®(f) est continue sur R et c’est méme 'objet de
la question suivante ! Par conséquent nous nous contenterons de remarquer que si h est une application de R dans R,
Sup |h(z)| existe si et seulement si |h| est majorée sur R ou si et seulement si h est bornée sur R.

zeR

Donc si h est une application de R dans R, Ny(h) existe si et seulement si et seulement si h est bornée sur R. <
2 2
(f)(z)| < T No(f). Ainsi Sup |®(f)(z)| existe et est majoré par T No(f).
zER

Vo € R,

2
T
La remarque et une petite extrapolation du texte nous autorisent a écrire que Ny [<I>( f )] < T No(f)-

2
Soit f un élément Ey. ®(f) est bornée sur R et Ny [®(f)] < % No(f)-

Exercice Montrer que 'ensemble B(R,R) des applications de R dans R bornées sur R est un espace vectoriel sur R.
Montrer que I'application N de B(R,R) dans R définie par Vh € B(R,R), N(h) = Sup |h(z)| est une norme sur
B(R,R) donc vérifie : <

e Vh € B(R,R), N(h) =0 <= h = 0grp)-

e VA eR, Vhe B(R,R), N(Ah) = |\ N(h)

e V(hy,hy) € (BR,R))?*, N(hy+ hy) < N(hy) + N(hs).
9) Dans a-, b-, c- et d- f est un élément de Ey.

a- x, A et h sont trois réels. On suppose que A est strictement positif et que h n’est pas nul.

+oo +oo
’[@(f)] (z+h) = [®(f)] (m)‘ = /0 arctan(t(x + h)) 1f_|(_t22 dt — /0 arctan(tx)) lf—l(—tz2 dt|.
+o0 h)) —
‘ [q)(f)] (z+h)— [(I)(f)] (ac)‘ _ /0 arctan(t(z +1 —i_))l62 arctan(tz) £0) dt‘.
arctan(t(xz + h)) — arctan(tx) _|arctan(t(x + h)) — arctan(tz)|
e € [0, 400, s 10) - s 0
arctan(t(z + h)) — arctan(tx) |arctan(t(z + h)) — arctan(tx)|
Vi € [0, +ocl, sO 1) < SOl Nol).
De plus Vt € [0, +o0[, |arctan(t(z + h)) — arctan(tz)| < |arctan(t(z + h))| + | arctan(tz)| < % + % = . Alors:
arctan(t(x + h)) — arctan(tz) |arctan(t(z + h)) — arctan(tx)] T No(f)
vt € [0, +o0], 0 < 1 f(t)‘< 1+ No(f) < 1412
Rappelons que /0 o % converge donc /0 o le\_ff g ) dt converge.

Les régles de comparaison sur les intégrales impropres de fonctions positives permettent alors d’affirmer que:



_ +oo —
arctan(t(z + h)) — arctan(tx) £0)] at et / |arctan(t(z + h)) — arctan(tx)|
1412 0 141¢2

+oo
/0

+oo
En plus /
0

No(f)> dt convergent.

arctan(t(z + h)) — arctan(tx)
1+1¢2

gt < /+°° | arctan(t(z + h)) — arctan(tx)|
=~ Jo 1+ ¢t2

ft)

No(f)) dt.

arctan(t(x + h)) — arctan(tz) +°° Jarctan(t(x + h)) — arctan(tz)|

+oo
Ce qui donne aussi /0 0 f(t)‘ dt < No(f) /0 T dt.
“+o0o
tan(¢ h)) — arctan(t
Dans ces conditions / arctan(t(z +1 Jr))t2 arctan(f) f(t)dt est absolument convergente donc convergente (ce que
0

nous savions) et nous pouvons écrire :

oo arctan(t(x + h)) — arctan(tz) ‘ oo larctan(t(x + h)) — arctan(tz)
dt] <
A f@)t<<A

14 ¢2

1+¢2

f(t)’ dt.

arctan(t(x + h)) — arctan(tx)
1+t2

meh@qﬂu+h)[@ﬁﬂ@ﬁélﬂn

f@) ‘ dt, puis:

dt.

oo | arctan(t(z — arctan(tz
‘[‘I’(f)](x-Fh)—[fI)(f)](x)‘<N0(f)/0 | arctan(t( +1T12 tan(tz)|

Chasles permet alors de majorer

[@(N)] (@ + k) = [(f)] ()| par:

A +oo
arctan(t(x + h)) — arctan(tz arctan(¢(z + h)) — arctan(tx
0 A

Finalement si x est un réel, A un réel non nul et A un réel strictement positif,

[@(N)] (@ + k) = [2()] ()| est

A “+o00
tan(t h)) — tan(t tan(t h)) — tan(t
majoré par No(f) / | arctan( (:ﬂ+1 ))2 arctan(tx)| gt Jr/ | arctan(t(z + ))2 arctan(tz)| a )
0 +t A 1+t

b- z, A et h sont trois réels. On suppose que A est strictement positif et que h n’est pas nul.

1
Vt € [0, 4], |arctan(t(x + h)) — arctan(tx)| < |[t(z + h) — tx| = ||t et o e > 0 d’apres 4). Donc

vt e [0, A |arctan(t(z + h)) — arctan(tx)] <l t ot A0,
1+ ¢2 1+ ¢2
A _ A
Alors/ |arctan(t(z + h)) — arctan(tx)| dt < |h| / t it
0 1+ 2 o 1+t
1
Vt € [A,+o0[, |arctan(t(x + h)) — arctan(tz)| < |arctan(t(z + h))| + |arctan(tz)| < g + g =7 et T > 0. Donc
|arctan(t(z + h)) — arctan(tx)] 1 oo
Yt € [A, o0l e <7T1+t2’ L TiE converge et A > 0.
+o0 _ +o0
Alors / |arctan(t(z + h)) — arctan(tz)| Q< / e Ainsi
. 1+12 A 122
/A |arctan(t(z + h)) — arctan(tx)] dt+/+°° |arctan(t(z + h)) — arctan(tx)| at < |h] /A t bt /+oo dt
0 1+ 2 A 1+ 12 o 1422 A 1+

1+¢2 " 1+1t2

majoré par No(f) | |h| /A ! dt + /+<>0 d
— ™ —s |.
] p 0 o 142 L 1442

4 | arctan(t(z — arctan(tz o |arctan(t(z — arctan(tx
No(f) € [0, +oo[ donc Ny(f) (/0 |arctan(t(z + h)) tan(t )|dt+/ |arctan(t(z + 1)) tan(t )|dt> est



+t2 A 142

A +oo
Amsi‘[cp(f)}(ﬂh)—[@(f)](x)‘gzvo(f) (|h|/0 %dt—&-w/ dt )

Finalement si x est un réel, h un réel non nul et A un réel strictement positif:

[@(h)] (@ +h) = [2(N)] @)] < No(f) (Ih /OA’fomﬁ/+oo dt )

142 4 14122

1

c- Soit & un réel et h un réel non nul. Posons A = —- A est strictement positif.

I

A +o00
Alors b- donne ’[‘b(f)](x +h)— [‘I)(f)](x)‘ < No(f) <|h| /0 # dt + /A ] j_tp)'

A

A A
¢ 1 2 1 1 1 1
' q= S V= s (14| =144 =-In(1+—).
/O 142 /0 <21+t2) {2 n(l + )L g N1+ 4% =3 n( +h2>

dt T

+oo
R 1
appelons que /O 1+ 2 B)

Comme A est strictement positif 5) donne /

A t “+o00
N h —dt
N A

A t +oo
Ainsi N, h ——dt + /
insi No(f) || |/O T ™/,

oot oo qt A qt T
= —. Donc —_— = _— —— = — —arctan 4
A 12 Jy 142 Jy 142 2

+oo dt

1
—— = arctan — = arctan |h|. Finalement :
A 1+1t2 A

dt 1 1
1+t2> = No(f) (|h| 5 In <1 + h2> + 7 arctan h|)

1+ t2

dt > = |h| NO2(f) In (1 + th) + m No(f) arctan |h|.

Alors ’[cI)(f)] (@+h) = [®(f)] (x)‘ <p Yol (1 + 1> + 7 No(f) arctan |h].

2 h?

2 h?

Si x est un réel et h un réel non nul: ’[@(f)](x +h)— [@(f)](x)‘ < || Nolf) In <1 + 1> + 7 No(f) arctan |h|.

d- Soit x un réel. Posons Vh € R, ¥(h) = {

vhe R, 0.< (@)@ +h) - [2(/)] (2)] <
No(f)

VhER, 0< ][cb(f)] (¢ +h) — [D(f)

N 1
Vh € R*, |h] ln<1+}l2>:h| ln<

J(@)] <

h?+1
h2

Ih| ln<1+th) sih#0

0 sih=0

No(f)
2

P(h) + 7 No(f) arctan |h.

¥(0) + 7 No(f) arctan |0]. Donc :

No(f)
2

Y(h) + 7 No(f) arctan |h|

) = |h|In(h* + 1) — |b| In (|A|*) = k| In(h* + 1) — 2|h| In |A|.

1
Donc lim <|h In (1 + h2>) = lim (|h| In(h* +1) — 2|h| In|h|) = 0 x In(0%> +1) — 2 x 0 = 0 = (0).

1 est alors continue en 0. Par conséquent }llirr%) P(h) =1(0) = 0. Alors

eVheR, 0< ‘[(I)(f)](m—i—h)— [@(f)](x)‘ <

No(f)
2

W(h) + 7 No(f) arctan |h|.




No(f)
2

e lim <N02(f) P(h) + 7 No(f) arctanh|> = x 0+ 7 No(f) x0=0.

h—0

Par encadrement il vient Ain%) [(f)](z+ h) = [®(f)](x). Ainsi ®(f) est continue en z et ceci pour tout réel .

’ Pour tout élément f de Eg, ®(f) est continue en tout point de R. ‘

e- e Soit f un élément de Ey. Nous avons vu dans 8) que ®(f) est bornée sur R et dans 9) d- que ®(f) est continue
sur R. Ainsi ®(f) appartient & Ey.

Vf € Ey, ®(f) € Ey donc P est une application de Fy dans Ey.

e Soit A un réel. Soient f1 et fo deux éléments de Fj.

Ve e R, (A f1+ fo)(z) = /0+OO arctan(tzx) % dt = /0+OO ()\ arctan(tz) lf:_(tt)Q + arctan(tx) 1fj—(tt)2> dt.

f1(t) fa(t)
1+ ¢2 1412
Ve € R, ®(Afi+ fa)(z) = AO(f1)(z) + (f2)(x) = (AB(f1) + B(f2))(2). (X f1+ f2) = AR(f1) + B(f2).
YAER, Y(f1, fo) € EZ, ®(\f1+ f2) = AD(f1) + ®(f2). P est linéaire.

dt car toutes les intégrales convergent.

+oo +oo
Ve e R, DA fi+fa)(x) = A / arctan(tx) dt+/ arctan(tx)
0 0

Les deux points précédents montrent alors que :

’ ® est un endomorphisme de Fy.




Partie III - Etude d’un exemple.

» Remarque L’application de R dans R constante égale a 1 est continue et bornée sur R donc est un élément de Ej.

II est donc légitime de parler de son image g par ®. Notons que la partie précédente permet de dire que g est un
élément de Ey donc que g est continue et bornée sur R. <«

10) Rappelons que arctan est impaire sur R. Soit x un réel.

o(—2) :/*mmwdt:/mm(—wdt:/“mwwdt: _/*""mn@f@dt: o(@).
o 1+t 0 141¢2 0 14 ¢2 0 141¢2

Ve eR, —z €Ret g(—z) = —g(x).

’ g est impaire sur R. ‘

11) Dans toute cette question x est un réel strictement positif.

a- arctan est de classe C*° sur R donc arctan est deux fois dérivable sur R!

1 2 2
Vu € R, arctan’(u) = i Vu € R, arctan” (u) = fﬁ- Vu € R, |arctan” (u)| = (1+|1;2)2
1 1 2 |ul T+u? =2 (1—|u])?

VueR, —— — tan” = — = = > 0.

" T e Wl = s - G T e T ee
Alors Vu € R, —— — | arctan” (u)| > 0. Ainsi

1+ u?
Vu € R, |arctan” (u)| < o
9 X 1+u2

b- Soient a et b deux réels distincts et I le segment d’extrémités a et b. arctan est de classe C? sur R, on peut donc
appliquer l'inégalité de Taylor-Lagrange a arctan a I'ordre 1. Ceci donne :

b— 2
larctan b — arctana — (b — a) arctan’(a)| < | 2a| Max | arctan” (u)|.
ue

b— b—a)?
Par conséquent |arctanb — arctana — a < (b-a) Max | arctan” (u)].

1+ a? 2 uel
Vu € I, |arctan” (u)| < —— et u — L est continue sur le segment I. Ainsi Max | arctan” (u)| < Max b

1+ u? 1+ u? uel wel 1+ u?
(b—a)? .. b—a (b—a)? 1
Comme —— est positif: |arctanb — arctana — Ma. .
mm 5 st positif : |arctan retana — 5y 5 Max T

Soient a et b deux réels distincts et I le segment d’extrémités a et b.
(b—a)? 1

< Max .

S22 wel 1+

b—a
1+ a2

arctan b — arctana —

c- Soit h un réel de I'intervalle }—g g [ et ¢ un réel de l'intervalle [0, +-o0].

th

t? h?
14222 -

2 1 + t24332

Si th = 0 alors |arctan [t(z + h)| — arctan(tz) — =0<0

- Supposons maintenant que th

n’est pas nul.

Alors t(z + h) et tx sont deux réels distincts. Notons encore I le segment d’extrémités tx et t(x + h) et appliquons b-.
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2
t h)—t tx+h)—tx 1
Il vient : |arctan [t(z + h)] — arctan(tz) — %: (t)x)2 Tl < Ul 2) ) 1\4[631)( T
th t2h? 1
D : tan |t h)| — arctan(tx) — < M .
onc: |arctan [t(z + h)] — arctan(tz) T2 5 Max o0

Soit u un élément du segment I d’extrémités tx et t(x + h). v > Min(tx, t(z + h)).
T
2

t t
t>0,m>0eth€}—£,§[.Doncx}fetx—i—h}x—gz -Alorstx}—mett(x—i—h)}—m-
2°2 2 2 2 2
t
Donc u > Min(tz,t(z + h)) > g > 0.
t2 2 t2 2 1 1
Ceci donne successivement > > $ ,1+u2 21+—$ >0et < "
4 4 1+ u? 14 5=
1 1 1 1
Yu eI, 1+u2<1+%doncl\§€a}(1+u2<1+%.
th t2 h? 1 t2 h? 1 t2 h?
Alors : |arctan [t(erh)]farctaun(tx)*1_~_t2j72 < 5 l\l/blglxl—i-UQ < 1+¥ car — est positif ou nul.

Ceci acheéve de montrer que :

Tz th t2 h? 1
Vh € }75, 5 [, Vt € [0,4o00[, |arctan [t(z + h)] — arctan(tz) — Ty 2 17 t24m2 .
d- Soit h un élément de }—5, 3 [ Soit ¢ un élément de [0, +o0[.
arctan [t(z + k)]  arctan(tz) th 1 th 1
e T Tiie i esli iR arctan[t(aj—i—h)]—arctan(tm)—1+t2x2 Ty
th t2h? 1 1
Or |arctan [t(z + h)] — arctan(tz) — 1722 5 1o # et e > 0 donc:
arctan [t(z + h)]  arctan(tz) th 1 t2 h? 1 I o2 t? 1
1+¢2 142 1+t222 142 2 1422142 7 44222 1442
arctan [t(z + h)]  arctan(tz) th 1 t? 1
Finalement V¢ € [0, +-0o], 0 < _ _ <oz 1
ratemen [0, +o0] 1+ 1182 1+8222 1+¢2 e ive X
t? 1 . -
ot — TRt est continue et positive sur [0, +o0]
2 1 21

11
ek el iRl Gl o)

—+oo
° / poiv dt converge car 2 > 1.
1 J/‘

Les regles de comparaison sur les intégrales impropres de fonctions positives donnent alors la convergence de

too 42 1 +00 , 2 1
— —— dt. 2h° ———— —_dt Soal £
/0 A+ 222 1+ 12 /0 17 22 142t converge égalemen

(%) et les reégles de comparaison sur les intégrales impropres de fonctions positives permettent de dire que:

oo larctan [t(z + h)]  arctan(tz) th L e P 1
/0 e T i esiir dt converge et est majorée par /0 2h T2 1 dt.
oo farctan [t(x + h tan(t th 1
Alors / [ ( 5 )] _are an(2:c) — dt est absolument convergente donc convergente.
0 1+t 1+t 1+1222 1 +¢2
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De plus on peut majorer 112 112 1+6222 1+ ¢t2

+oo
/0

Ainsi

par

/+<>o <arctan [t(x+h)]  arctan(tz) __th 1 ) Gt
0

+oo ) t2 1
dt, puis par A 2h m 1_’_7152 dt.

+oo 9 t2 1
< 2h® ——— —— dt.
/0 4+t222 1+ t2

< 2h? /+Oot21dt (%)
= o 4+t222 142 '

arctan [t(z + h)|  arctan(tx) th 1
1+¢2 1+¢2 1+t222 1+1¢2

+o farctan [t(z 4+ h)]  arctan(tz) th 1
— - dit
0 1+¢2 1+¢2 148222 1+4¢2

Ou encore

1+ 2 T+e2 1+2221+¢2

/+oo (arctan [t(zx+h)]  arctan(tz) th 1 ) dt
0

to farctan [t(z 4+ h)]  arctan(tx) th 1
1. - - dt converge.
0 1+¢2 1+¢2 148222 14¢2
o0 arctan [t(z + h
2. /0 . E-(tQ ) dt converge et vaut g(x + h).
+oo
tan(?
3. /0 %nt(;) dt converge et vaut g(x).
Ces trois points permettent alors de dire que:
1 / Tt 1,
. ——— —— dt converge.
o 148222 1+1¢2 &
“+00 +oo +oo
t 1 , th 1 t 1
Donc /0 m 1_'_7) dt converge egalement et A m m dt=nh A m m dt.
+o farctan [t(z 4+ h)]  arctan(tz) th 1 Hoo t 1
2. — — dt = h)— —h —— ——dt.
/0 ( 112 112 11221412 g(x+h) = g(w) /0 112221412

(%) permet alors d’écrire que

(+h) — ()h/+oot1dt <2h2/+oot21dt
b I o 14tz 142 | 0 A+t2x2 142

Soit h un élément de ] x, z [
272
1. Les intégral /+Oo t L dt t/+°° r 1 dt t t
. Les intégrales —_— e ——— ——— dt sont convergentes.
& o 1+t2a2 1442 0o  A+t2a? 1412 &
+o0 400 2
t 1 t 1
2. h) — —h —— — _dt| < 2R — ——dt.
‘g(x+ )= 9() /0 1+t222 1+¢2 ' /0 441222 142
e- x est toujours un réel strictement positif. Soit & un élément non nul de } —g, g {
g(x+h) — gz /*"0 1 1 too 1
dt| = — h) — —h —— ——dt|.
‘ h o 1+t2a21+¢2 |9 ) —9l@) o l+2a2 142
h +oe 1 2n% [t g2 1 toe g2 1
gz +h) —gx) / at| < 2= 77dt:2|h|/ S —. )
h 0 1+t2m21—|—t2 |h| Jo  44+t222 1412 o A+t2a? 1442

g(z+h) —g(x) /+°° t 1 /+°° t? 1
Vh } { 0}, 0 |[LETV T L _dt| <2k .
< {0}, ‘ h o 1+t2a? 1+1¢2 7] o  A4+t2a? 1+¢2
“+o0 tQ
De plus 1 2|h T dt
¢ s Hn(' |/0 1+ 222 1+t2 )

h) — +o0 t 1
Alors par encadrement : lim gz +h) —g(x) / S . S T
h—0 h 0 14+t2x2 1442



, oo 1
D st dérivabl t = — ——dt.
onc g est dérivable en x et ¢'(x) /0 el 1t
, oo ¢ 1
t dérivabl 0 t tout réel trict t itif = —— ———dt.
g est dérivable sur |0, +oo[ et pour tout réel x strictement positif g’'(x) /0 el 1T
f- Dans 10) nous avons montré que g est impaire sur R. En particulier Yz €] — 00,0[, g(z) = —g(—x).

x — —x est dérivable sur | — 0o, 0[ et Va €] — 00, 0[, —z €]0, +o0[. De plus g est dérivable sur |0, +o0].
Alors par composition  — g(—z) est dérivable sur | — 0o, 0[ donc © — —g(—x) est dérivable sur | — oo, 0].

Alinsi g est dérivable sur | — oo, 0].

De luSVZL'G}—OOO[ /(x)__(_ /(—.’E))_ /(_m)_/+oo t 1 dt_/+oo t 1
p 0, ¢'(x) = g =9 )y 1+ (—z21+e

t 1

_ —dt.
14222 1+¢2

+oo
g est dérivable sur | — 0o, 0[ et Vz €] — 00,0[, ¢'(z) = /
0

Exercice Donner deux preuves de la croissance de g sur R.

oo t 1 oot
12) a- ¢'(1) = /0 T X I1E dt = /0 aroe dt. Soit C' un réel strictement positif.

fit&_l/c2t&_ U AR S WS S B
o (T+e277 2 o (1+2)2 7 1+2], 2 1+Cc2) 2 21+4C?

1
2
C
t 1 1 1 1
(1) = li — _dt= i S .
g1 cﬂ;A AT cﬂmQ 21+m> 2

g =5

b- Soit = un réel appartenant a ]0, 1[U]1, +oo[. Notons que 2% — 1 n’est pas nul.

x? 1 22 (14+12) — (1 + 2 2?) 2?2 -1
Ob :Vt e R — = = .
sevons quevE e TR T T 1+222) (112 1+ 222) (112
1 1 22 1 22 1 1 1
Alors Vt € R S — = .
ors A2z (142 221 <1+t2x2 1+t2) 2_11+02 121+

t x2 t 1 t
insi Vt € R = .
st +tex +1 x4 — +tex —x +1
A ’ 1 2 .2 1 2 2 11 2 2+1 21 2

2

. . . T . 1
Si z est un réel de ]0, 1{U]1, +00], si A(x) = o] et si B(z) = 1T alors

4 4 4

WER Gmarare AW e tEW e

c- Soit z un réel appartenant a ]0, 1{U]1, +o00[. Soit C un réel strictement positif.

Vi€ R ¢ 2 t 1 ¢t 1 2tz 2t
A Hra?) (1412 22 —114+222  1—22 14+2 222 —-1) \1+t222 142

c c 2
t 1 2tx 2t 1 c
dt = — dtzi[l 1+t22%) -1 1+t2}
A (1+2222) (1+1¢%) 2(332—1)/0 (14—152%2 1+t2> 2(z2 - 1) n )~ In( )0

/C t " 1 W (Lt ¢ 1 L (LEC%a?Y (14 0%
= n = n — n S ——— .
o (1+t222)(1+¢2) 2(z2 - 1) 1+¢2 0o 2(2%2-1) 1+ C? 1402

1+t222 1+t

dt.
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/C t 1 1+ C2 22
dt = In .
o (I+£222)(1+2) 2(z2 — 1) 14C?

G st | 1+C2:U2 C2.’£2 2d i 1+C2$2
omme x n'est pas nul: ————  ~ =z“donc lim —— ==z
p 1+02 C—+4o0 C? C—+o0 1+02
1 02 2
Alors lim In R Inz? = 2 Inz car z est strictement positif.
C——+oo 1—|— 02
c 2.2
t 1 1+C 1 1
AmSiCErfoo STy ca dt:cgrfoo 5722 =1 In 1—:_0;3 =571 (2lnx):x2n_x1-
0
—+oo
t Inx
D () = dt = )
one g'(x) /0 1+222) 1+ ) 2z 1
1
Pour tout z dans ]0, 1[U]1, +oo|, ¢'(x) = 2117951
72 —

d-lnet xz —

5 sont continues sur ]0, 1[U]1, +-00[. Par produit z — — est continue sur |0, 1[U]1, +o0].

xre — xre —

Ainsi ¢’ est continue sur |0, 1{U]1, +00].

~ = . onc 1m —(4—— = l1m = - = . Iar consequen est continue en 1.
JUQ—lx—>1,fII2—1 $+1 3:—»1332—1 .T—>1,1}+1 2 g q g

Finalement ¢’ est continue sur ]0, +oo[. Alors

’ g est de classe C! sur |0, +o0]. ‘

Exercice Q1. Montrer que g est de classe C' sur R*.
Q2. g est-elle dérivable en 0 7

13) a- et b- Rappelons que g’ est continue sur |0, +o0o[. Soit = un réel strictement positif.

Ve €0, +ool, / "y dt = g(x) — gle).

T

g est continue sur R donc en 0 et g(0) = 0. Alors lim g (t)dt = lim (g(z)— g(e)) = g(z) — g(0) = g().

e—0t Jo e—0t

°° arctan(tx)

14 ¢2 dt.

z +
Donc / g'(t) dt converge et vaut g(z) c’est a dire /
0 0

Int
Ort— ;71 coincide avec ¢’ sur ]0, 1{U]1, +oo[. La restriction de g’ & |0, +00] est continue sur |0, +oco[ et prolonge

Int
t— t27—1 en 1.

arctan(tx)

x h’l t x —+00
Alors pour tout réel x strictement positif, / 21 dt converge et vaut / g'(t) dt c’est & dire / T
0 - 0 0

¥ Int *o° arctan(tx ¥ Int
Pour tout réel x strictement positif, / 5 dt converge et / # dt = / 5 dt.
o 21 0 1+t o 12— 1

14) a- Soit = un réel strictement positif.

Notons que pour tout réel ¢ strictement positif, tx est un réel strictement positif.

T arctan(tx) d’apreés 5).

Alors Vt €]0, +o0], arctan <1> =3
1

tr

_71'
142 21+¢2

— arctan(tz)

+12

1
o V¢ €]0, +o0[, arctan ()
tx
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+oo T
° converge et vaut —-
/0 1+ & 2

“+o0
. / arctan(tx)
0

—+o0

1 1

Alors / arctan <t> 152 dt converge comme combinaison linéaire de deux intégrales convergentes et vaut
0 x

teedt e 1 2 2 +ee 1 1
g /0 T e —/O arctan(tx) e dt donc (g) —g(x). Ainsi g(z) = % —/0 arctan (tx) e dt.

oo 1 1 2 oo 1 1
Si  appartient & |0, +o00| :/o arctan (tm) o dt converge et g(z) = i /o arctan <tm) ——dt.

L ¢ vaut g()
S converge €t vau xX).
1+ 2 & g

14 ¢2

b- Soit x un réel strictement positif.

1 1 oo 1 1
vt €]0, 4+o0[, arctan [ — ] —— > 0 donc arctan [ — dt > 0.
0

tr ) 1+ t2 te ) 1+1t2

toeo 1 1 Hoo 1 1
arctan | — | ——= dt| = arctan | — | ———= dt.
0 tx 1 + t2 0 tx 1 + t2
1

Foo 1 1 v 1 1 oo 1 1
arctan | — | ——= dt| = arctan [ — dt + arctan | — | —— dt-
0 te ) 14 t2 0 tr) 1412 + tr ) 14 t2

1
, . e 1 1 +oo 1 1
Nous allons majorer successivement arctan = dt et arctan o) iie dt-
0 xr X

Alors

Donc

1+2 1 1+ ¢2
\/E
1 1 ™ 1 1 1 1 s s
thG}O,ﬁ],O<arctan( ><2 t0<1+t2<1 DOHCVtE]O,ﬁ},aI‘CtaH<m)]-_’_t2<2><1:2-
1 1
e 1 1 1 1 e 1
Comme / arctan | — / arctan ——dt < / T dt = T
0 tr ) 1+¢2 f tr) 1412 0 2 2

P Squent / v tan ( > at < =
ar consequent : arctan e
q 0 1 ¥ tQ 9 f

1 1 1 1 1 1 1
oVt € , arctan [ — | = arctan [ — | — arctan0 < |arctan —arctan0| < |— —-0|=|—| = —
f tx tx ta x te| tx
d’apres la question 4.
1 1 1 1 1
vVt € ﬁ’ +o00|, arctan — et thz > 0 donc Vt € ﬁ’ , arctan T2 SmZiim
Finalement vt € | ——, + pan (L) 1111
inalemen —,4o0|, arctan [ — - =
NG ’ tr) 1412 "zt 142
1 1 1 1 1 1 1
Vte | — 0<-< t —— > 0d Vte | —, , 0< - <
L/E’+OO[’ P VIet one [\/E +°O[ e SViTie
400 dt +oo dt 400 1
Or /0 52 converge donc /L 72 converge. /L (\/5 52 t2) dt converge également.
VT
+oo 1
Les regles de comparaison sur les intégrales impropres de fonctions positives montrent alors que / 111 dt
1

vz

+oo

converge et est majorée par / (\f T t2) dt donc par vz /
1
7=



15

Rappel Vie | =+ pan (L) L 111
a elons que — o0 arctan | — < — = .
PP d N ’ te) 1+¢2 " xt 1+¢2
+oo 400 +oo Too
1 1 1 1 1 dt 1 dt
Alors tan | — | ——dt < — - - :
Orb/l arcan(tx>1+t2 x/1 rTred ‘f/ \/5/1 1+ 2

-

+oo +oo +oo
[ (L) et [ v
arctan | — | ——=dt < —
X ter ) 1+ t2 x t1+t2 f 1+t2
(v 1 1 1 oo 1 1 1 [t>1 1 1 [t dt
Ainsi arctan [ — ﬁdt — —ct arctan | — 72dt < - - ﬁdt < —
0 tr) 1+t 2 Jx tr) 1+t T Ja t 1+t NE 1+t

+oo —= +oo
1 1 1
arctan [ — arctan dt + arctan | — | ——= dt-
0 tx 1—|—t2 te) 1+12 L ter ) 1+t2

9

Nous avons vu que :

2
“+o00 “+o0o —+o00
1 1 T 1 1 1 71 1
Alors : tan [ — | ——dt| < = — + — S dt< = —4 — :
or /0 arcan(tx) 1+ 12 ‘ 2f /L t 1+ 2\/5—’—\/5/4
! >0,t ! t positi [0,+ [/Mo dt t vaut —
e — ——= €S OSs1t1ve sur O ——= converge et vaut —
N Tl EERL AR &
oo gt toeo gt T 1 1 [T d¢ 1 7
Alors /i m g/o W:§ De plus ﬁ > 0 donc ﬁ/i 1+t2 < \/» 3 - Par conséquent :
VT VT
/+°° . 1 1 dt<7r1+1 T 1 d<7r 1/+°° dt <771 1 7 T
arctan (| — | ——— <z —=+-— - —— 1+ —F St —+t—75=—"
0 tr ) 1+4t2 2 Jx =z L 1412 2[ N 1+ " 22 Va2 o

Pour tout réel strictement positif,

/+oo pan [ ) — dt<7r1+1/+001 L <™

arctan < = hat < .

o tr ) 14+ ¢2 2V oz Jo t1+1¢2 NZ3
VT

/ﬂo tan [ X Uil <™ et tim ™= —0
arctan (| — | ——=dt| < —= et lim — =0.
0 tr 1+ 12 ﬁ r——00 \/E

+oe 1 1
Donc par encadrement lim arctan (t> ——dt=0.
0 X

r——+00

c- Va €]0, 400, 0 <

2 oo 1 1 72
Or Vz €]0, +o00[, g(x) = Vil / arctan <t) ——dt donc lim g(z)=—-
0 X

1+ ¢2 z—+00 4
2
Jm g(z) = T

Int
15) a- Notons d’abord que t — t2n 1 est continue sur ]0, 1{U]1, +oo].

x
1
Nous avons vu dans la question 13 que pour tout = dans ]0, +o0], / t2nil dt converge et vaut g(z).
0 _

2
nt

Ceci permet en particulier de dire que / 21 dt converge et vaut g(2).
0 —_

T Int “ Int 2 Int
De plus V. 6]2,—1—00[,/ 2n dt —/ 2n7dt—/ - dt = g(z) — g(2).
, 21 , 21 o

* Int 2 o Int 2
Alors IETOO ; ;7_1 dt = mglfoo (9(z) —g(2)) = % —¢(2). Donc /2 tzni—l dt converge et vaut % - 9(2).

Int 2 2

21 dt converge et vaut WZ —g(2) + g(2) c’est a dire % Alors:

400
Par conséquent /
0
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T Int 2
—5 dt converge et vaut ——-

400 1 +o0
b-/ It dt:/ It dt+/ It
. 1-¢2 , 12 L 1o

1
t— n définit une bijection strictement décroissante de |1, +oc[ sur 0, 1[ de classe C! sur |1, +oo].

Int
1—¢2

T Int % In(1 L L L olnt
/ %dt:/ %(—l/uz)du:/ o du:/ nu2du:/ .
T Int L olnt +to It U olnt
Am/ Ldt:/ n dH/ Ldtzg/ It g
o 11—t o 1—12 . 1—t2 o 1—12

oo L
/ n—tdt=2/ BLL

1 oo
Ceci autorise le changement de variable u = n dans l'intégrale convergente / dt.
1

c- Soit n dans N.

i
. nt
e Comme nous ’avons déja vu / 5 dt converge.
0

1-1¢
Int
e Posons V¢ €]0, 1[U]1, +o0[, v,(t) = % 272 p,, est continue sur ]0, 1{U]1, +ool.
v (t) tNo(ln t) "2 donc tlir% v (t) = ltim ((Int) #***?) = 0 par croissance comparée.

Ainsi v, est prolongeable par continuité en 0.

t—1 2n+2 __ 1 : 1 _
onlt) oy T X T = g dove Jimon (1) = lim (- ) = —5

Ainsi v, est prolongeable par continuité en 1.

1
Finalement v,, se prolonge en une fonction continue sur [0, +oo[ ce qui suffit largement pour dire que / v (t) dt
0

Int

e t2"+2 dt converge.

1
converge. Donc /
0

e Soit k un élément de N. Posons V¢ €]0, 400, wx(t) = t** Int. wy, est continue sur ]0, +ool.

Si k appartient a N*, }111(1) wi(t) = tlin(l)(t% Int) = 0 par croissance comparée ; wy, est alors prolongeable par continuité
1
en 0 et / wy(t) dt converge.
0

}irr(l) (Vt|wo(t)]) = }H%(\/% [Int)| = 0 par croissance comparée.

1 1 bat
Alors |wo(t)| =0 () au voisinage de 0, Vt €]0, 1], |wo| = 0, Vt €]0,1], — >0 et / —= converge.
\/i 0 \/?E

Vit

1
Les reégles de comparaison sur les intégrales impropres de fonctions positives montrent alors que / |wo (t)] dt converge.
0

1
/ w(t) dt est absolument convergente donc convergente.
0

1
Finalement | pour tout élément k de N, / t2F Int dt est convergente.
0
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n

" LI 1—(12)"" Int  Int
vt €]0,1[, Y (t** Int) = (Z t2k> Int = <Z (t?) ) Int=——r—p— Int = — -— 1"+

k=0 k=0 k=0

n 1 1 1
Int Int
En intégrant entre 0 et 1 il vient: E / t?* Intdt = / %dt — / %IQ"H dt car toutes les intégrales
o +— o 1=

convergent.
1 1
Int Int
D dt = 2% Int dt / 22 dt.
onc /0 1-g Z / n + . 11—

1
Int Int
Pour tout élément n de N ——dt= § 2% Intde / 22 e,
our tout element n de ,A / n + 17t2

£2n+1
2n +1

Ceci justifie I'intégration par parties qui suit.

1 ) t2n+1 1 1 t2n+1 1 €2n+1 1 t2n
Ve €)0,1), [ " Intdt = nt| — Sdt=0- ne— [ ———dt.
e €, ]’/E " {Qn—&—l HL / m+1t m+1 / (2n + 1)

1
d- Soit n un élément de N. In et u, :t — sont de classe C! sur ]0,1]. V¢ €]0,1], In't = 7 et ul (t) = t>".

1 2n+1 $2n+1 1 2n+1 | 1 2n+1

ve €]0,1], / 20 Intdt = —— == ne T .
i 2n + 1 2n+ 1) m+1  (2n+1)2  (2n+1)2

lim (52"+1 Ine) = 0 (par croissance comparée) et lim g2ntl —q.
e—0t e—0+

1 2n+1 2n+1

€ Ine 1 € 1
Alors i t*" Intdt = lim | — — - - .
oA Lt o ( e+l @n+l? | (@ng 1)2) (2n + 1)2
! 1
Nous retrouvons ainsi existence de / 2" Int dt et nous pouvons dire que cette intégrale vaut 7m.
0 n

1
1
Pour tout n dans N, / " Intdt = —————-
0 (2n +1)2

Int 242

e- Nous avons vu dans c- que, pour tout n dans N, v, :t — T2

[0, 4-o00].

se prolonge en une fonction continue sur

Int

2 t? se prolonge en une fonction continue oy sur [0, +ocl.

En particulier vg: t — T

|0o| est continue sur le segment sur [0, 1] donc |0g| posséde un maximum sur [0, 1] que nous noterons M.

Int ~ -
Soit n dans N. V¢ €]0, 1], ’ - S 2= Jug () 877 = [uo ()] £ = |do(8)[ 2" < M ",

1—¢

1
De plus / (M t2") dt existe. Alors les regles de comparaison sur les intégrales impropres de fonctions positives
0

1 1
Int 7
montrent que / 1 t2"+2| dt converge et est majorée par / (M t2") dt.
0 - 0
1 1 1
Int Int Int
B 42042 g4 est alors absolument convergente et ainsi : BT pena gy B a2 gy
, 12 o 1—12 0 [1—12

Donc

1 1 2n+1 71
Int t M
/ 21t gyl < / (M) dt = M = :
o 1-1 0 mt1), 2n+1

1
Int , M
—— 172 dt| < t i =
/0 1T-2 ‘ S+l S ettt 1

AinsiVn € N, 0 <




Int
Alors par encadrement on obtient : lim — 2" +2 4t = 0.
n—+too Jo 1 —1

1
Int
lim - t2"+2dt
n—-+o0o 0 ]_—

! Int 1 Int
f- Soit n un élément de N. / dt = Z / 2k Intdt + / £2n+2 q¢.
0 1—1¢2

— t2 —
/1 Int dt — i 1 +/1 Int 2042 gy — i 1 +/1 Int £2n+2 qp
o 1—12 —\ (2k+1)° o 1—12 = (2k+1)?  Jo 1-#2 '
Ainsi Vn € N Z 1 /1 = dt+/1 Il sz gp or 3 QLU
insi Vn —_— = — et lim
’ (2k +1)2 o 1—12 o 1—¢2 n—+tos Jo 1—12
=0
= 1 ' Int
Donc lim - = g
n—too £ (2k +1)2 o 1—1t2
1 = 1 Y nt
Finalement la série de terme général @kt converge et ;0 e = —/O T dt.
T Int 2 T Int ' Int
La question 15) a- a donné / Lz dt = - et 15) b- a donné / — dt=2 / L
, 1t 4 , 1—¢ , 1—¢2
1 +oo 1 2
Int 1 Int s
Alors ——dt = d —=— —dt=—
orb/o 1 Oncz Qk+1)2 /0 1- ¢ 8
La série de t snéral - ¢ io ! ~
a série de terme général ———— converge e —_— =
S G T e T s
1 =1
La série de terme général — est une série de Riemann convergente car 2 > 1. Posons S = —-
n n
n=1

-1

Vr € N*, —_—
"e Z(2n—&— 42712 Z 2n+
n=1 n=0
. o 2 4 72 g2
En faisant tendre r vers +oo il vient : S = S+ —- Donc fS =—S=-—=—
8 8 38 6
1 = 72
La série de terme général 3 converge et Z 2=

n=1

18
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Partie IV - Retour a I’étude de ®.

16) e Soit f un élément de Ey distinct de Og,. Supposons que Ny(f) = 0. Alors Sup |f(2)| =
z€R

Donc Vz € R, 0 < |f(z)] < Sup|f(2)] =0. Alors Vz € R, |f(z)| =0 donc Vz € R, f(x) =0 et f =0, !
z€R

2
Finalement No(f) # 0. Mieux No(f) > 0. Or la question 8) a montré que No[®(f)] < % No(f).

No[@(f)] =2

Donc en divisant par No(f) qui est strictement positif on obtient : —————= < —-
No(f) 4
No[®(f)] _ =2
P 4 tVf e Fy— — L —-
ar conséquent Vf € Ey — {0g, }, No(f) 1
e Reprenons la fonction g image par ® de 'application de R dans R constante égale a 1 , que nous noterons ici
fi-
72
Rappelons que lir_~r_1 glx) = e Notons que f; appartient & Eg — {Og, } et que No(f1) = Sup|fi(z)| = 1.
r—+00 z€R
w2 72
Vo € R, |g(z)| < No(g). En faisant tendre x vers 400 on obtient ’4 < No(g). Alors T < No(g).
2 2 2 2
Donc 7S No(g) = No[®(f1)] < ZNo(fl) =7 1= T
w2 No[®(f1)] =2
Alors N = — et N 1. D —_— = —
ors 0[ (fl)] € O(fl) onc No(fl) 4
No[®(f)] _ =* 0[‘P(f1)]
Final t tient & Ey — {0 t Vv FEy—{0 — = < — = .
inalement f; appartient & Fg — {Og,} et Vf € Ey — {0g, }, No(f) 1 No(f1)
No[® 2 2
Alors Sup M existe et vaut ~—- Mieux ~ Max [ ) } existe et vaut
fEEo—{OEO} No(f) 4 fEEO_{OEO} (f) 4

1. Notons que dés la question 8 nous pouvions facilement montrer que les valeurs propres de ® sont
2

o psos p N . p L.
en valeur absolue inférieures ou égales a T et cela rend la suite un peu déroutante dans ses objectifs.

Soit y1 une valeur propre de ®. Soit f un vecteur propre associé. f n’est pas Og, donc No(f) > 0.

No[®(f)] < 7TZNo(f)- De plus No[®(f)] = No[uf] = Egﬂgl(uf)(x)\ = §1€1HI§ (lul 1f @)]) = Il Elelﬂglf(w)l = |ul No(f)-

2 7T2

Ainsi || No(f) = No[®(f)] < %No(f) et No(f) > 0. Alors en divisant par No(f) on obtient |u] < =--

4
2. Dans la suite A est un réel tel que |\ < —-
7r

Comme ~v = %

® est un endomorphisme du R-espace vectoriel Ey. Donc pour tout n dans N, ®™ est un endomorphisme de Fjy.

Alors comme f appartient a Eg, pour tout n dans N, ®™(f) est un élément de Ey et \™ est un réel.

Ainsi pour tout n dans N, \™ ®"(f) est un élément de Fy. Finalement ’ pour tout n dans N, ¢, appartient a Ey. ‘

3. Nous ne serons pas trop regardant sur le cas n = 0 et A = 0... Dans ce cas nous confondrons \"®"(f) et
Idg, (f) donc ¢ et f... Donc pour n =0 et A = 0 nous conviendrons que \* =1 et que de méme " = 1.
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4. ’ VB € R, Vh € Ey, No(Bh) = |8| No(h) ‘ comme nous 'avons implicitement vu dans la premiére remarque.

5. Vh € Ey, h # 0g, = No(h) > 0 comme nous ’avons vu dans la question 16.

De plus : No(0g,) = Sup |OE0 (ac)‘ = 0. On peut maintenant affirmer que ’ Vh € Ey, No(h) =0<= h =0g,.
zeR

6. Terminons par une derniére petite propriété utile dans la suite. Soient hy et hy deux éléments de Ej.

Vo € R,

(h1 + h2) ()| < |h1(@)| + [ha(2)| < No(h1) + No(he). Ainsi sgﬂg|(h1 + h2)(2)| < No(h1) + No(ha).

Ce qui donne No(h1 +ha) < No(h1) + No(ha). | ¥(h1, ha) € E3, No(hs + ha) < No(h1) + No(ho). |

7. Notons que les points 4, 5 et 6 montrent que Ny est une norme sur Ej. 4

17) Soit n un élément de N. ¢, 11 = A" " (f) = AN @ (™(f)) = AR(A" @"(f)) = A@(pn). Pnt1 = AP(pn).

No(@nt1) = No(A®(on)) = [A| No [®(0n)] <IN % No(en) =7 No(pn)-

’ Pour tout élément n de N, ¢,,11 = AP®(py) et No(on+1) < v No(pn)- ‘

18) Supposons que A®(f) = f. Alors o1 = AP(f) = f = po. Or No(¢1) < v No(po) donc No(f) < v No(f).

Or fy # Og, donc Ny(f) > 0. En divisant l'inégalité précédente par No(f) qui est strictement positif on obtient :
4

2
4
1<y = T\l Alors < |A| ce qui contredit 'hypothese || < —-
Y 4 2
T

T2

’ On ne peut pas avoir f € Ey — {0g,} et AD(f) = f. ‘

On ne peut donc pas avoir f € Eg — {0g,} et (Idg, —A®)(f) = 0g,. Alors le noyau de Idg, —A ® est réduit & {Og, }.

’ Le noyau de Idg, —A ® est réduit & {O0g, } donc Idg, —A ® est un endomorphisme injectif de Ey. ‘

19) Montrons par récurrence que Vn € N, No(p,) <" M.
o Ny(pg) = No(f) = M =~ M <~ M ! La propriété est vraie pour n = 0.
e Supposons la propriété vraie pour un élément n de N et montrons la pour n + 1.
No(pn) < 4™ M (d’apres 'hypothese de récurrence), No(pn+1) < v No(pr) (d’apres la question 17) et v > 0.

Alors No(¢n+1) <7 No(pn) < yy" M =~"1 M. Ceci acheve la récurrrence.

’ Pour tout élément n de N, No(¢,) <™ M. ‘

eVneN, 0< Ny(pn) <™ M.

e v € [0,1] donc |y| < 1. Alors la série de terme général 4™ est convergente. Il en est de méme pour la série de
terme général v M.

Les reégles de comparaison sur les séries & termes positifs montrent alors que la série de terme général Ny(p,) est

convergente.

La série Z No(¢n) converge.

n=0

20) Soit = un réel.
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Vn €N, 0 < |pn(x)] < No(pn) et la série de terme général Ny(p,) converge. Les régles de comparaison sur les séries
a termes positifs montrent alors que la série de terme général |, (z)| converge.

Ainsi la série de terme général ¢, (z) est absolument convergente donc convergente.

Pour tout réel x, la série E ©n(x) est absolument convergente donc convergente.
n=0

21) Soit = un réel.

Nous venons de voir que la série E ©n(x) est absolument convergente donc |p(x)| =
n>=0

+o0o
< Z |<Pn(x)
n=0

De plus ¥n € N, 0 < |p,(2)] < No(pp) et la série de terme général No(p,,) converge.

+oo +o0o
Alors (@) < 3 |ea@)] <3 No(en):
n=0 n=0
“+oo
Ainsi Vo € R, |p(x Z No(¢n). Ceci permet de dire que:
n=0
’  est bornée sur R. ‘
~ M M
Remarque Vr € R, No(pn AP M = car |y| < 1. Sup|eo(x)| < ——-
Z e <3 T ol < 1. Suple(@)] < 72—

lorsque nous aurons montré que ¢ appartient a Ey... <

Ce qui pourra donner Ny(p) < 1

22) a- Soient n dans N, z dans R et h dans R*.

e o, appartient & Ey et ¢p11 = A P(pp).

. ‘<pn+1(m+h)—g0n+1(aj+h)’ = |)\(I>(<pn)(m+h) A®(on)( ’ —|)\\|<I> on)(x+h) — ((pn)(ac)‘
e Comme ¢,, appartient & Fy la question 9) ¢ donne:
NO(SDW)

1
"b(gpn)(sﬁ— h) — @(@n)(x)‘ |h| —— In <1 + h2> + 7 No(pp) arctan |h|. Or |A| > 0 donc:

No(n)

fonsa(o ) = o (2] = 8o o + 1) = )@ <IN (11 2252t (14 ) 47 Mot avctan .

h
|ons1(@ + h) — pns1(x)] < A No(en) [2| In (1 + h2) +7 arctan|h].

h 1
Vn € N, Vxr € R, Vh € R*, |<pn+1(17+h) — <pn+1(x)’ < A No(en) [2| In <1 + h2) +m arctan|h].

b- Soient x dans R et h dans R*. Soit r un élément de N*.

Z on(T+h) — Z on(z)| =
n=0 n=0

T

Z (‘pn(x +h) —n(x

n=0

Z\wnaﬁh on ()|

r

S on(@+h) =D on(@)| <D |en(z +h) = on(@)] + oz + h) — po())-
n=0 n=0

n=1

Z‘Pn(chrh)*ZWn(z) gz |‘Pn+1(x+h Ont1(x |+|fx+h) fz )|
n=0 n=0 n=0
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< i <|)\|N0(cpn) PZ' In (1 + ]112> +7 arctan|h|D + | flx+h) = f(z)]

Z on(z+h) — Z on ()
n=0 n=0

(x+h)— Z on ()] <|A| (Z_: No(gon)) [|]21| In (1+ h12> +7 arctan|h|] + ’f(x—&—h) —f(x)‘
n=0

Or les séries Z on(z + h), Z on(z) et Z No(pn) convergent donc en faisant tendre r vers 400 il vient :
n=0 n=0 n=0

+oo “+o0 +oo |h| 1
> enl@+h) = > enlx)| <A (Z No(%)> { 5 In (1 + h2> +7 arctan|h|] +|f(z +h) — f(z)|- Donc:
n=0 n=0 n=0

+oo
lo(z + h) — ()| < |A| (Z No(gon)) {'Z' (1 + th) +7 arctan|h|] + | f(@+h) — f(z)]
n=0

|h
Vo € R, Vh € R*, |p(x + h) — <A (Z No(on ) [ | In (1 + h2> +7 arctan|h|] +|f(z+h) = f(2)].
hlln(14+ = ih#0
c- Soit z un réel. Rappelons que dans 9) d- nous avons posé Vh € R, 9(h) = { 2] In < - h2) sth# et montré
0 sih=0

que 1 est continue en 0.

Donc Vh € R*,

+o0
ol + 1) — pl@)| < N (Z No«on)) B )+ arctanm@ £+ B) - F(x)]. Mieux:
n=0
+o0
Vh eR, 0< |p(z+h) —p(z)| < |A| (Z No(gon)) B P(h) +m arctan|h|] + |f(@+h) = f(z)| car 0< 0!

+oo
Or %{r}) <|)\| (Z No(gon)> B Y(h)+7 arctan|h|} + |f(z+h) - ) [l (Z No(pn ) [; X047 x 0} +

n=0

|f(x) — f(x)| car v, arctan et f sont continues en 0.

+o0
Donc }lblir%) <|)\| (Z N0(<pn)> E (h) + m arctan |h|} + |f(x +h)— f(m)‘) =0.

n=0

Il vient alors par encadrement }lLin% o(z+ h) = p(x).  est continue en x.

’ ( est continue sur R. ‘

Rappelons que ¢ est bornée sur R donc:

’ @ appartient a Ej. ‘

23) Application aux valeurs spectrales de ®.
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
a-VneN, (Idg, — (Z@k)Z%()\‘I’)(Z@k) Z%*Z A®(pr)) ZW*ZWH
k=0 k=0 k=0
n+1 n+1 n+2
VneN, (Idg, — <Z¢k>2¢k2¢k¢0¢n+2f¢n+2-
k=0 k=1
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n+1
vneN, (Idg, - <Z <pk> = [ = Pnta.

n+1
vneN, Ny [ Idg, — <Z <Pk> - ] = No(— ¢nt2) = | = 1/ No(pnt2) = No(@nt2)-

Or la série de terme général N(p,) converge donc 111}_1 No(prn) = 0. Ainsi lirf No(pnt2) =0et:
n—-—+0oo n—-+oo

n+1
Lim No [ Idg, — <Z ¢k> — ] =0.

b- Montrons que (Idg, —A®) (¢) = f ou que (Idg, —A®) (¢) — f = 0g,.

Pour cela et d’apres la remarque 5 de la question 16 il suffit de montrer que Ny { (Idg, =A®) (p) — f] =0.

n

Posons, pour tout n dans N, S,, = Z vpet R, =p—S,. Onadonc:VneN, o =5, + R,.
k=0

Notons que ¢ est un élément de Fy et pour tout k£ dans N, ¢, appartient également a Fj.

Alors, pour tout n dans N, S,, et R,, sont des éléments de Ey car Fy est un R-espace vectoriel.

VneN, (Idg, =A®) (¢) — f = Idg, =A®) (Sp+1) — f+ (Idg, —A @) (R,+1). La remarque 6 de la question 16 donne :
¥n €N, 0< No[ (1dg, ~A®) () — f| < No| (1dg, ~A®) (Sus1) = f] + No| (1, ~A®) (Rui1)| (1),

Dans 23) a- nous avons montré que lirf Ny [ (Idg, —A®) (Sp41) — f] =0.

Si nous montrons que nll}r_{loo Ny [ (Idg, —A @) (Rn+1)} = 0, en faisant tendre n vers +oo dans 'encadrement précédent
nous obtiendrons successivement :

0< No| (Idg, ~A®) (9)~ f| <0, No| (Idg, ~A®) ()~ f| = 0, (Id, ~A®) () f = O et entfin (Idg, ~A®) () = /.
Soit 7 un élément de N. Np { (Idg, —\ ) (Rn+1)] = N, [R,m — A @(Rn+1)] < No(Rps1) + No [ — A <I>(Rn+1)].

Montrons que hm Ny [ (Idg, -\ @) (Rn+1)j| =0

n—-4o00o

No| (1, =A®) (Rus1)| < No(Ruta) +| = M No | @(Rosn)] = No(Bos) + A No [ @(Ro)|.

4 71'2
[ (1 =2 ®) (Bar1)| < No(Rusr) + N T No(Buss) < No(Rua) + =5 o No(But1) = 2No(Rut).
VneN, 0< No[(IdEO D) (Rs)| <2No(Rutr)  (2).
n+1 +oo
Soit n dans N. Vo € R, R,i1(z) = o(x) — Spt1(x Z or(x Z or(x) = Z ok (x).
k=n+2

Nous avons vu dans la question 17. que, pour tout réel x, la série de terme général ¢y (z) est absolument convergente
et que la série de terme général Ny(p) converge.

+oo +oo +oo
Alors Vo € R, |Ropa(@)| = | Y @x(@)|< Y len@)|< > Nolgw)-
k=n-+2 k=n-+2 k=n-+42
Donc 0 < No(Rp41) = Sup | Ryt (z Z No(ek).

k=n-+42
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+o00 too
Donc Vn € N, 0 < No(Rp11) < Z No(pr) et lim Z No(pr) | =0 comme reste d’une série convergente.
k=n-+2 nteo k=n+42

Alors par encadrement lirf No(Rp41) =0.
Toujours par encadrement, (2) donne alors 11111 Ny [ (Idg, —A @) (Rn+1)} = 0.
Alors le résultat de 23) a- et (1) donnent en faisant tendre n vers +00:0 < Ny [ (Idg, —A®) (p) — f| <0.

Comme nous 'avons dit plus haut ceci donne successivement : Ny { (Idg, =A®) (p) — f} =0, (Idg, —A®) (p) — f =0g
et enfin (Idg, —A®) (¢) = f.

| (ldg, =2 @) (¢) = f. ]

Nous venons de montrer que pour tout élément f de Eg—{0g, } il existe un élément ¢ de Ey tel que (Idg, —A @) () = f.
Or (Idg, —A®) (0g,) = 0g,. Donc pour tout élémen f de Ej il existe un élément ¢ de Ey tel que (Idg, —A @) (¢) = f.

Par conséquent

Idg, =\ ® est un endomorphisme surjectif de Ep. ‘

Rappelons que la question 18 a montré que Idg, —A ® est un injectif. Ainsi

4
Idg, —A @ est un automorphisme de Ejy, ceci pour tout réel A tel que |A| < -
T

1
c- Soit p un élément de R* tel que ® — p Idg, ne soit pas bijectif. Alors —— (<I> —u ldg, ) n’est pas bijectif.
1

2

1 1 T
Donc Idg, ——® n’est pas bijectif. Alors d’apres ce qui précede on a nécessairement ” > — > 0. Ainsi || < e
u pl = ow
2
Si p est un élément de R* tel que ® — p Idg, ne soit pas bijectif, |u| < T
2
Notons que si g =0:|u| < = ! Alors
2
Si p est un élément de R tel que ® — p Idg, ne soit pas bijectif, |u| < T
On a encore :
2
Si g est un élément de R tel que ® — p Idg, ne soit pas injectif, || < T
2 72 72
Alinsi si p est une valeur propre de @, |u| < e Donc Sp® C {—4, T




