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MATHEMATIQUES II

DUREE : 4 HEURES.

HEC La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la
ESCP- clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante
EUROPE dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les
résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d'aucun document ; l'utilisation de toute
calculatrice et de tout matériel électronique est interdite. Seule l'utilisation
d'une regle graduée est autorisée.

Si au cours de l'épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une
erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra sa composition
en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

SUJET

Dans tout le probleme, k désigne un entier supérieur ou égal a 2.

Notations algébriques
e Pour tout n- € N*, on note M,, 1(R) I'ensemble des matrices-colonnes a n lignes a coefficients réels et M, (R)
I'ensemble des matrices carrées a n lignes et n colonnes a coefficients réels. On identifie les ensembles M; (R)
et R en assimilant une matrice de M, (R) a son unique coefficient.
La base canonique de My ;(R) est notée Cr. = (e1,€2,..., ex) et I'espace vectoriel My ;(R) est muni de sa
structure euclidienne usuelle pour laquelle la base Cj. est orthonormale. On note {u,v) le produit scalaire de

deux vecteurs u et v de My 1 (R) et ||ul| = /{u,u) la norme du vecteur u.

Pour toute matrice-colonne d de M, 1(R) de composantes dy,d, ..., dn, on note Diag(d) la matrice diagonale
de M,,(R) définie par :

7: ) RO |
0 dgy: s 0
Diag(d) = 2 :
0 0 .- dy

e La transposée d'une matrice M est notée ‘M et Ij. désigne la matrice identité de My(R) .

Notations probabilistes
e Toutes les variables aléatoires et tous les vecteurs aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont définis
sur un méme espace probabilisé (Q, A, P).
On dit qu’un vecteur aléatoire discret (Y3, Y>,..., /), & valeurs dans R¥, admet une espérance lorsque chacune
de ses composantes en admet une.

On note Y la matrice-colonne de My (R) de composantes Y1,Y5, ..., Yi et £(Y) la matrice-colonne
de M. 1(R) dont les composantes sont les espérances E(Y1), E(Y2),..., E(Y}).
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Lorsque chacune des composantes Y; (i € [1, k]) admet une variance, on appelle matrice de variance-covariance
de Y. notée V(Y), la matrice symétrique de My (R) dont les coefficients diagonaux sont les variances V(Y;)
et les coefficients non diagonaux les covariances Cov(Y;, Y;) pour tout (4, ) € [1, k[? avec i # j.

En résumé. on pose sous réserve d'existence :

EY1) V(Yy) Cov(Yy,Y2) --- Cov(Y;,Yr)
E(Y3) Cov(Ya, Y1) V(Ys) <o+ Cov(Ya, Yi)
E(Y) = o ow vy = i : ‘ j ) ESCP-
3 : ¢ 4 : EUROPE
E(Y;) Cov(Yy, 1) Cov(¥y,Y2) --- V(Yi) e
P
P2 $
e Dans tout le probléme, on note p = s une matrice-colonne de My ) (R) vérifiant Zp, =1 et pour
: i=1
Pie

tout i € [1L k], p; =0
L'objet dw probléme est Uétude des propriétés des matrices de veriance-covariance en liaison avee la lot des
vecteurs aléatoires correspondants.
Partie 1. Lois généralisées de Bernoulli

Dans cette partie, on note u la matrice-colonne de My ((B) dont tous les coefficients valent 1.

ay
az k

1. Soit a = $ une matrice-colonne non nulle de My (R) et o = E a;. On pose : M = a'u.
3 =1
aj

a) Caleunler la matrice M et préciser son rang.

h) Calculer la matrice Ma et en déduire unc valeur propre de A1,

¢) Montrer gque M? = aM. Que pent-on en déduire sur les valenrs propres de A ?
d) Montrer que M est diagonalisable si et seulement si ¢ # 0.

¢) Pour quelles valeurs de « la matrice Iy, — M est-elle inversible ?

f) On suppose qie & = 1. Montrer que M est la matrice dans la base canonique de B® d'un projectenr dont
on précisera 'image et le noyau. Dans quel cas ce projectenr est-il orthogonal 7

On dit qu'un vecteur aléatoire (X, Xo, ..., ) X) suit la loi généralisée de Bernoulli de paramétre p, notée By(p),
siona: .
X
X
Vie [1,k], P([X = e]) =pi. avec X = .
Xy

2. Soit (X, X3,...,Xk) un vecteur aléatoire suivant la loi Be(p).

a) Pour i € [1, k], comparer les événements | X = ¢;] et [X; = 1] ; en déduire que chaque variable aléatoire X;
suit une loi de Bernoulli de paramétre p, et écrire la matrice £(X).

b) Quelle est la loi de la variable aléatoire X + X, 7

¢) Montrer que Cov(X, Xa) = —ppa.

d) Eerire la matrice V(X).

Soit M(p) la matrice de M(IR) définie par : M(p) = phu.

a) Vérifier I'égalité : V(X) = (I — M(p))Diag(p).

b) Montrer que si py, pa, ..., px sont différents de 0, le rang de V(X) est égal a k — 1.

:'.‘:

¢) Soit o une permutation de [[1, k] et p, la matrice-colonne de My, ((R) de composantes pa(1y. Pai2). « - \Po(k)-
Montrer que V(X) est semblable 3 (I — p,'u) Diag(p,).
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d) Exprimer le rang de V(X) en fonction du nombre d'éléments ¢ de [1, k] pour lesquels on a p; # 0.

Partie II. Tirages avec remise dans une population stratifiée

Dans cette partie, on suppose que pour tont i € [1,k], on a p; > 0 et que py.pa, ..., pi sont les proportions
d'individus appartenant aux diverses catégories d’une population statistique scindée en k catégories distinctes.
Pour modéliser une suite illimitée de tirages équiprobables avec remise effectués dans cette population, on utilise
des variables aléatoires X ,' ™ définies par :

" > ( 1 si l'individu extrait au n-iéme tirage tient & la i-éme catégorie
vn €N, Vie [1k. X:n) g { e indi extrait au n-idme tirage appartient & lg il Ggoric
sinon

On suppose que les vecteurs aléatoires (X:"). X.g"', i ..XL"’) (n € N*) suivent chacun la loi Be(p) ( partie I)
et sont mutuellement indépendants. Cette indépendance mutuelle signifie gue pour tout entier n 2 2 et pour
toutes fonctions w1, @3, - - ., iy définies sur B* & valeurs réelles, les variables aléatoires oy (Xi”. X.f,”. S XL”).

2 2 ~(2 g - N -
s (X8 X XYyt (S X)L 2 ™) sont indépendantes.
3
Pour tout n € N*, on note X la matrice-colonne de My 1(R) de composantes X{™, X{™. ..., X {,") et M la
"
s ‘

matrice-colonne de M. 1 (R) de composantes Si"", S ass 5:1."’, oit pour tout i € [1,k], on a S{"! = Z x9N

=1

.a) Préciser I'ensemble N,, des matrices-colonnes s de My (R) pour lesquelles on a P([S'") = s]) > 0.
bh) Déterminer les lois respectives des denx variables aléatoires S:") ot S{") + S.L’”. Sont-elles indépendantes ?
¢) Montrer que Y(8™) = nY(X (1),

Soit H un élément de A vérifiant 0 < P(H) < 1, H I'événement contraire de H et W une variable aléatoire
discrete admettant une variance.

o

a) Justifier I'existence de E(W?|H), espérance de W2 pour la probabilité conditionnelle Py.

b) On pose : V(W|H) = E(W? H) - (E{W[H])2 (variance de W pour la probabilité conditionnelle Py ).
En utilisant le systéme complet d’événements (H, H) et Ja formule de 'espérance totale pour W et W2,
établir I'inégalité : V(W) = P(H)V(W|H).

6. Pour tout i € [1, k], on note T} le temps d'attente du premier tirage d'un individu de la i-éme catégorie et
on note 7' la matrice-colonne de My () de composantes Ty, Ta, ... T
a) Soit i € [1, k. Justifier que la probabilité que 75 soit infini est nulle. Quelle est 1a loi de 75 ?
k—1
b) On pose : H), = ﬂ [7; = i]. Caleuler P(H). Préciser la loi conditionnelle de Tx — (k — 1) sachant Hy.
1=1
En déduire E(Ty|Hy) et V(Ty|Hy).
¢) En exploitant le résultat de la question 5.b), établir pour tout vecteur v = (vy, v2,. .., vy ) de R¥, U'inégalité -
3 2 k=1
; ve(1 —pn)
% (Zv.'l‘,) > ’A“"z_“ X H Dy
i=1 Pi 1wl
ip e (1 —py)
d) Montrer plus généralement que pour tout j € [1,&],ona : V Zp,’[‘, > _1__2__ x H P
=1 7 Sef,k
i#j

Partie IIl. Support et rang stochastiques d’un vecteur aléatoire

Dans toute cette partie. (Y3, Y%, ..., i) désigne un vecteur aléatoire discret, a valeurs dans B*, dont chaque
composante admet une espérance et une variance. On rappelle que Y est la matrice-colonne de My ((R) de
composantes Y, Ys, ..., Y.

7. On appelle support vectoriel de Y, tont sous-espace vectoriel F de My 1(R) tel que P([Y —£(Y) € F|) = 1.
On note S(Y') 'ensemble des supports vectoriels de Y.
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a) Justifier Pexistence d'un plus petit élément de |'ensemble des dimensions des éléments de S(Y).
Ce plus petit élément est appelé le rang stochastique de Y et noté R (Y).
b) Dans quels cas le rang stochastique R,(Y) est-il nul?

¢) Montrer que 'intersection de deux supports vectoriels Fy et Fa de Y est un support veetoriel de Y.

d) En déduire I'existence d'un unique élément F de S(Y') tel que la dimension de F soit dgale & R,(Y).
L'espace vectoriel F est appelé le support stochastique de Y.

ESCP-

8. Soit u une matrice-colonne de My 1(R) de composantes uy, ug, .. ., . EUROPE
k
a) Montrer que la variable aléatoire z w;Y; admet une variance, égale 3 'u V(Y )u.
i=1
b) Etablir I'existence d'un unique veeteur (A, Az, ..., i) de R tel que V(Y') soit semblable i la
matrice Diag(A) et pour lequel A; = Az > ... > A\; 2 0 (on note Diag()) la matrice diagonale de My (R)
de coefficients diagonaux Ay, Ag, ..., Ak )-
k k
¢) On pose : [[Y — E(V)|I* = 3 (¥ — B(¥:))*. Montrer que E(J[Y —£(Y)[?) = 3" ..
=1 1=1
9. Soit ¢ € [1, k], F un sous-espace vectoriel de M. ,(R) de dimension ¢ et (f*), f2, ..., £1®) une base

orthonormale de F.
a) Soit w € Q. Justifier Iexistence de Qp(w) = Inf{||Y (w) — E(Y) = z||*; = € F'} et montrer que :

4
1Y) —EX)* = Qriw) + 3 (¥Y{w) - £Y), FP)?.
J=1

k 4
b) A I'aide de la question 8, établir I'égalité : E(Qp) = Z = Z iy 90,
1=1 i=1
¢) Que devient 'égalité précédente lorsgque F' = My ((R)?
10.a) Montrer que pour toute matrice-colonne f de My, (R) vérifiant ||f|| = 1. ona: FV(Y)f < A,

b) En déduire la borne inféricure de E(Qp) lorsque F décrit Uensemble des droites vectorielles de Mgy (R).

¢) Dans cette question, on suppose que (Y, Y2, ..., Yi) suit 1a loi Bi(p), ot pour tont ¢ € [1,k}, on a p, = %
Caleuler les valeurs propres de V(YY) et la borne inférieure de £(Qr) pour Iensemble des droites
veetorielles F' de M. 1(IR), puis préciser pour quelle(s) droite(s) cette borne est atteinte.
11. On suppose que le rang » de V(Y') est non nul. On note Fy la somme des sous-espaces propres associés aux
valeurs propres non nulles de V(Y') et. F' un sous-espace vectoriel de My 1(R) tel que F' € & et F # F.
a) Calculer E(Qp,) et en déduire que F est un support vectoriel de Y.
b) Justifier l'existence d'un vecteur f(7 de Fy, orthogonal & F et de norme 1.
¢) Montrer que /(Y )7 > 0 et en déduire que E(QF) # 0.
d) Montrer que le rang stochastique R,(Y) de Y est égal i 7.
12. Dans cette question, on reprend les définitions et notations de la question 6.

a) A l'aide de la question 6.d), montrer que le rang stochastique Ry(7") de 7' est égal i k.

’ £ 1
b) Montrer que pour tout ¢ € N*, on a : BE(NT, |[Ty =i N (T3 > al) = i('i + -—)
P2
2 = 1 1
¢) Etablir la relation : E(T1T3) = —— — .
Y npz2 vt p2

1 —pi A .
—— di=]

d) On note TT = (m4,5)1<i 5<x 1a matrice de M(R) définie par : 7 ; = l)l, .
__p,+p, sii#f

Montrer que la matrice I1 est inversible.
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CORRIGE

Par Francis Raccaglia, professeur au lycée Thiers a Marseille.

Partie I - Lois de Bernoulli généralisées

ay

l.a) Par définition M = | : (l e l)A D’ou M est la matrice carrée d’ordre k d’élément générique m; ; = a;

ar
. Toutes les colonnes de M sont donc égales & a ce qui implique que rg(M) = 1.

k k
b) Ma = (a'u)a = a('ua). Or tua = Zaz, d’ott Ma = (Z ai> a. On a donc Ma = aa et a n’étant pas la matrice
i=1 i=1
nulle cela montre que « est une valeur propre de M et a un vecteur propre associé a cette valeur propre.

c) Par définition M? = (a'u)(a'u) = a(tua)tu. tua étant un réel on peut le permuter avec la matrice a :
k
M? = (Z a,;> tua = aM.
i=1

Le polynéme X2 — aX est un polynéme annulateur de M, il a a et 0 comme racines, donc d’aprés le cours

si A est une valeur propre de M alors A\ =aouA=0.

d) Sia =0, M possede 0 comme unique valeur propre, étant de rang 1, M n’est pas la matrice nulle donc M n’est pas
diagonalisable.

Si a # 0, puisque rg(M) = 1, le noyau de M est de dimension k — 1 (théoréme du rang) donc 0 est une valeur propre
de M et le sous espace propre associé est de dimension k — 1. « est une autre valeur propre de M dont le sous espace
propre associé est au moins de dimension 1. On a donc d’apres les résultats du cours :

k < dim(Eo(M)) + dim(E,(M)) < k

d’on I'égalité, ce qui prouve que M est diagonalisable

e) I, — M est inversible si et seulement si 1 n’est pas valeur propre de M i.e. si et seulement si o # 1.

f) Sia=1, M vérifie M2 = M et ainsi on peut affirmer que M est la matrice canonique associée a un projecteur de
RF. D’aprés écriture de M,

I'image de ce projecteur est engendrée par le vecteur (as, ..., ay).
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De plus si X est la matrice colonne associée & un vecteur x = (z1, ..., 7x) de R¥ dans la base canonique, M X = 0 si et HEC
k k

seulement si, pour tout i € [1, k], a; Za:_i = 0. Les a; n’étant pas tous nuls, cela équivaut a Z z; =0. Escp_
=t = EUROPE

&
Le noyau est donc composé des z = (21, ..., x)) tels que g z; = 0.
j=1

Ce projecteur est orthogonal si est seulement si 'image et le noyau sont orthogonaux. Or Porthogonal du noyau est la
droite engendrée par le vecteur dont toutes les composantes valent 1. D’ou ce projecteur sera orthogonal uniquement
lorsque tous les a; seront égaux.

W
o
1
14
o

O

2.a) Ilest évident que si [X = e;] est réalisé alors [X; = 1] 'est aussi. Par contre on n’a pas forcément [X; = 1] C [X = ¢;].
En effet d’aprés 1'énoncé, le vecteur aléatoire X est presque surement a valeurs dans {ey, ..., ex}, ce qui ne 'empéche
pas de prendre éventuellement la valeur ey + ... + ej avec la probabilité 0.

Ainsi on peut affirmer que : p; < P([X; = 1]) (1). Et aussi que :U[X = ¢;] C [X; = 0]. En passant aux probabilités,
j#i
1—pi < P([Xi =0]) (2).

On obtient alors que : 1 < P([X; = 0]) + P([X; = 1]). Cette somme étant majorée par 1 par incompatibilité, elle vaut 1

et les inégalités (1) et (2) sont des égalités. X; suit bien une loi de Bernoulli de parametre p;.
P1

D’ou E(X) =
Pr

Pour éviter de compliquer les raisonnements qui suivent, on considérera que X () = {ey,...,e;}, ce qui
en termes probabilistes ne change rien a la suite de cette partie.

b) A priori, X7 + X5 peut prendre les valeurs 0, 1, 2. Mais les événements [X; = 1] et [X> = 1] sont incompatibles, donc
X1 + X5 ne peut prendre que les valeurs 0 et 1. Ainsi :

X1 + X suit une loi de Bernoulli de parametre E(X; + X2) = p1 + po.

c) Posons pour tout i € [1,k], ¢; = 1—p;. Ona V(X1) = p1g1, V(X2) = page. D’ott Cov(X1, X») existe et Cov(Xy, Xa) =
%(V(Xl +Xo) - V(X)) - V(X)) = %((pl +p2)(1 —p1 —p2) — p1(1 — p1) — p2(1 — p2)). Apres développements et

simplifications, il ne reste que —pips i.e. Cov(X1, Xa) = —p1p2

d) Par analogie, on a pour tout couple (,3) € [1,k]* tel que i # j, Cov(X;, X;) = —pipj. D’ou

z
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HEC priqgp —pip2 .- —P1Pk
ESCP- S :

—P2p1
EUROPE .

. . : —Pk—1Pk
—PrP1 e <oo TPEPE-1 PkQk

3.a) De maniére générale, si A est une matrice, notons A; ; le coefficient se trouvant sur la ligne i et la colonne j. On
notera dans cette question plus simplement M & la place de M (p).

W
O
14
19
0

@)

k
D’apreés la définition du produit matriciel, ((I — M)Diag(p));; = Z(Ik — M), Diag(p)r; = ((Ir — M) jp;. Or
r=1
L—pi)p; sii=]j
M; ; = p;, dott ((Iy — M)Diag(p))i; = {( piJp \T t=J
—piD; sinon.

On a bien I'égalité annoncée.

b) Puisque les p; sont non nuls, Diag(p) est inversible. D’oti le rang de V(X)) est égal au rang de I, — M (p). Or d’apres
la question 1, M (p) est la matrice d’un projecteur de rang 1, d’ou le rang de I, — M (p) vaut k — 1 puisque son noyau
est image de M (p).

Finalement, on a bien rg(V(X))=k—1

¢) Soit v I'endomorphisme de R* associé 4 V(X) dans la base canonique. Considérons la base (e}, ..., ¢}) avec pour tout

k
i, €; = eg(s)- On a alors : v(e]) = v(ey(i)) = Po(i)qo(i)Coli) — Z DrDo(i)er-
r=1,r#0(i)
k k k
Or Z Prpo(iyer = Z Do(s)Po(i)€a(s) = Po(i)do(i)€; — Z Po(s)Po(i) Ca-
r=1,r#0(i) s=1,s%i s=1,550

Ceci démontre que la matrice de v dans la base (€], ..., €},) a pour éléments diagonaux les réels Po (i) 9o (i) €t pour éléments
non diagonaux les réels —py(s)Po(j), ¢'est & dire que la matrice de v dans la base (€1, ..., €},) est (Ix - p,@Q,! u)Diag(p,)-

Les matrices V(X) et (I, — p, ‘u)Diag(p,) représentent le méme endomorphisme de R¥, elles sont donc semblables.

d) Soit r le nombre de p; non nuls. Soit ¢ une permutation de [1,k] telle que py1y # 0,....,P0(r) # 0,Po(r41) =
0,.ss Po(ry = 0.
La matrice (I, — p, 'u)Diag(p, ) n’a que des coefficients nuls sur les lignes et les colonnes d’indices strictement supérieur
a r. De plus le bloc formé par les coefficients dont les indices de ligne et de colonne sont inférieurs & r correspond & une
matrice de la forme (I, — a'v)Diag(a) ol @ est la matrice colonne de coefficients Po(1)s -+ Po(ry €t v la matrice colonne
d’ordre r dont tous les coefficients valent 1. D’aprés les résultats des questions qui précédent, on peut dire que son rang
est r—1.

On peut donc en conclure que le rang de V(X)) vaut 7 — 1 ol 7 est le nombre de i € [[1, k] pour lesquels p; # 0.
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Partie II - Tirages avec remise dans une population stratifiée HEC

ESCP-
EUROPE

$1
4.a) Posons s = | 1 |.[S( = s] est réalisé si et seulement si, pour tout i € [1,k], s; tirages exactement ont donné un
Sk
k
individu de la i-eme catégorie. Donc, cet événement est réalisable si et seulement si, pour tout i, s; € N et E S; =M.
i=1
De plus, grace a I'indépendance, si s vérifie ces conditions, la probabilité est non nulle. En effet on peut par exemple
la minorer par pi’...p;* qui correspond 4 la probabilité de tirer s; fois un individu de la catégorie 1, puis s, fois un
individu de la catégorie 2...., et enfin sj fois un individu de la catégorie k. D’ou :

P([S™ = s]) > 0 si et seulement si les coefficients de s sont des entiers naturels dont la somme vaut 7.

W
o
1
14
o

O

b) SYI) est la variable aléatoire réelle égale au nombre de fois ott 'on a tiré un individu de la catégorie 1. Classiquement,

SYL) suit la loi binomiale B(n, p1)

Pour S](”) + S;M on raisonne de méme en « fusionnant les catégories 1 et 2 » .

D’ou Syl) + Sén) suit la loi binomiale B(n,p; + p2)

Ces variables ne sont pas indépendantes puisque par exemple P[slzl]([Sin) + Sé") =0])=0cet P([SYL) + S;") =0]) #0.

c) On généralise les résultats précédents sans difficulté : S,
loi binomiale B(n, p; + p;). D’ou,

L(") suit la loi binomiale B(n,p;) et si i # j, Sz(”) + S](.") suit la

V(S™) = mpi(1 = pi) et Cov(s",51") = 2 [V(5™ +81) = V(™) - v(s{™)]

1
2
Or

V(Sl(n) + SJ(-”)) =n(p; +p;)(1 —pi —pj), V(Sf”)) =npi(1 —p;), V(S;m) =np;(1 —p;)

ce qui donne Cov(an), Sjn)) = —np;p;. On obtient bien V(SM) = nV(X M)

5.a) Notons W(2) = {w;/i € I'} ot I est un ensemble fini ou indexable par les entiers naturels.

Pour tout i € I, Py([W = w;]) = w, d'ott Py([W = w;]) < W

0 < w?Py([W =w;]) < w2P([W = w;)).

. On en déduit que

Or E(W?) existe, donc le théoréme de transfert montre que Zw?l’([%’ = w;]) converge et par le théoréme de conver-

gence des séries a termes positifs par comparaison, E u;fPH([W = w;]) converge. | Ceci prouve I'existence de F(W?|H).

b) Les propriétés de la variance sont bien entendu vraies pour la variance associée & la probabilité conditionnelle Py !

Notons m 'espérance de W. On a donc V(W) = E((W — m)?). On applique la formule de I'espérance totale (les
« existences » étant assurées par le résultat de la question précédente) :

V(W) = E(W — m)2|H)P(H) + E(W — m)2[H)P(H)
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V(W) > BE((W —m)*|H)P(H)

La formule de Huyghens montre que :

EUROPE ) ) )
E(W -m)*|H)=V(W —m|H) + (E(W —m|H))? = V(W|H) + (E(W — m|H))?
m d’ott E((W —m)?|H) > V(W|H) puis I'inégalité demandée : V(W) >V(W|H)P(H)
\
O
E +oo
E 6.a) On cherche la probabilité de I’événement A = ﬂ [T; > K]. Or la suite d’événements associée & I'intersection
k=1
o précédente est décroissante d’ott d’aprés le cours P(A) = \ lim P([T; > k]).
————
O De plus par indépendance, P([T; > k]) = (1 —p;)F et 0 < 1 —p; < 1, d’ott \ lim (1—p)*t=0.
— 400

Classiquement, T; suit la loi géométrique de parametre p; puisque les tirages s’effectuent avec remise.
k=1 k-1
b) Ona: Hy, = m [Xf'> =1]. Par hypothese X7, HHVX;:” sont indépendantes, d’on P(Hy) = H P([Xf') =1]) et
i=1 i=1
k-1

ainsi P(Hy) = H Di
i=1

Si on pose que Hy, est réalisé, Ty, — (k — 1) est la variable aléatoire égale au nombre de tirages qu’il a fallu réaliser en
plus des k — 1 premiers pour obtenir un individu de la k-iéme catégorie.

La loi conditionnelle de cette variable est la loi géométrique de parametre py.

1 1—pi
D’ou, d’aprés le cours, E(Ty, — (k — 1)|Hy) = — et V(T — (k — 1)|Hy) = 21)1", ce qui induit :
Pk P
1 1—pi
E(T),,IHk) =k—1+—et V(TMH),;) = %) .
Dk i
&
c) Posons W = Z v;T;. Les T; admettant une variance, W aussi et on peut appliquer I'inégalité du 5.b) avec I’événement
i=1
' k-1
Hj, qui vérifie bien les hypotheses : V(W) > V(W |Hy) H Di-
i=1
k—1
Or V(W|Hy,) =V (vi Ty, + Z i |Hy) = V(i Ty |Hy) = UE,V(TMH;,.,) d’apres les propriétés de la variance. On n’a plus
i=1

1—p
qu'a remplacer V (Ty|Hy,) par 2” :
P

k k—1
51— pi
Vv (E ’1,';T,> > ”I%p—‘z[ | | i
°
i

i=1 i=1

\|

)
L]
D)
Y/
I_
<
>
L
=
<
>

w
-
o
&
=
4
&
(%
n

224 1 ANNALES CCIR 2014-2015




d) On raisonne de méme, la catégorie j jouant le role que joue la catégorie k dans les questions précédentes. HEC

ESCP-

. . L EUROPE
Partie IIT - Support et rang stochastique d’un vecteur aléatoire

7.a) S(Y) contient R*. Notons : D(Y) 'ensemble des dimensions des supports de Y. Cet ensemble est un sous ensemble

non vide (k € D(Y)) de N, il admet donc un plus petit élément.

b) Le rang stochastique est nul si et seulement si le sous-espace réduit au vecteur nul est un support de Y i.e. si et

seulement si P(Y — E(Y) = 0) = 1, c’est & dire lorsque Y est quasi-constante

W
o
1
14
o

O

c) Soit Fy et I deux supports. [Y —E(Y) e FiNE| =Y —E(Y) € [{|N[Y — E(Y) € F5] d'out d’aprés la formule du
crible au rang 2 :

P(Y - E(Y)e N k) = P(Y - E(Y) € Fi)) + P([Y — E(Y) € B]) - P(Y - E(Y) € RJU[Y — E(Y) € )

=2 <1

d'ou P([Y—E(Y) € FiNF3]) > 1 et comme c’est une probabilité elle vaut 1 ce qui prouve que Fy N F, est un support.

d) Supposons que Fj et Fy sont des supports de dimension Rs(Y'). Alors F; N F, est aussi un support de Y d’ott sa
dimension est supérieure & R,(Y"), étant un sous espace vectoriel de Fj sa dimension est alors égale a Ry(Y). On a
donc dim(Fy N Fy) = dim(Fy) = dim(F,) et Fy N Fy étant un sous espace vectoriel de Fy et de Fy, on a les égalités
FINFy,=F et FiNF,=F dou F} = F,.

11 existe bien un unique F de S(Y) tel que dim(F) = Ry(Y) .

8.a) On sait d’apreés le cours qu'une variable aléatoire réelle combinaison linéaire de variables aléatoires admettant une
variance admet une variance. De plus :

k k k
1% (ZulYl) = Cov ZuTYDZu]'Yj
i=1 i=1 j=1
b
S Cov(Yi, ¥y)u;
k k k k j=1
Or par bilinéarité de la covariance Cov Z u;Y;, Z u;Y; | = Z u; Z Cov(Y;, Yj)u; | = N
i=1 j=1 i=1 j=1

k
Z Cov(Yy, Y))u;
j=1
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k
> Cov(Va,Y))u,
-1 k
et = V(X )u ce qui permet de conclure : %4 (Z u,;Y,,) = "uV(X)u
k i=1
Z Cov(Ys, Yj)u;
j=1

b) On sait que la matrice de variance-covariance V(Y') est symétrique réelle donc diagonalisable dans une base
orthonormée. De plus ses valeurs propres sont positives.

En effet, si u est un vecteur propre de composantes u1, ..., uy, associé a la valeur propre A, "uV(X)u = A||ul|* d’ott

)

=1 . . . . e
A= lH B . Les valeurs propres de la matrice de variance-covariance de Y sont bien positives.
u
Pour Dexistence, il suffit de prendre une base de vecteurs propres de I’endomorphisme v canoniquement associées a
V(X) et de réordonner si nécessaire cette base dans I'ordre décroissant des valeurs propres associées, en une nouvelle

base. La matrice diagonale dans cette base de v vérifie la propriété demandée et est semblable a V(X).

Montrons P'unicité. Soit (A1,...,A\g) et (u1, ..., k) deux vecteurs qui conviennent. Il sont associés a deux bases de
vecteurs propres de v, (€}, ...,€}) et (¢”1,...,e";). On note E(v) le sous espace propre de v associé a X et Sp(v) son
spectre.

Supposons par I'absurde qu’il existe j tel que A; > ;. Alors d’une part,

dim @ Ex(v) | > dim(Vect(e], ..., €})) i.e. dim @ E\x(v) | >j
AESP(v)/AZN; AESP(v) /A=A,
et d’autre part,
dim @ E\(v) | > dim(Vect(e”;,...,e")) i.e. dim @ Ex(v)| >2k—j+1
AESP(v)/A<A; AESP(v)/A<A;

Or dim ( @ Ex(v) ] =k d’ot puisque les sous espaces propres sont en somme directe
AESp(v)

dim P  E@|+dim P Ew|=k

AESP(v) /AN AESP(v)/A<A;
ce qui est en contradiction avec les deux inégalités qui précédent. Il y a donc bien unicité d’un tel vecteur

c) On a Dexistence de cette espérance par linéarité de I'espérance et le fait que les variables aléatoires Y; admettent des

k
variances. De plus E(||Y — E(Y)|?) = Z V(Y;). On obtient la somme des éléments diagonaux de V(X)) qui est la méme
i=1

k
pour deux matrices semblables d’apres les propriétés de la trace. D’otl, on a bien : E(|Y - E(Y)|?) = Z i
i=1

Remarque. Il me semble que 'on dépasse ici le cadre du programme mais il y a peut-étre une idée lumineuse qui
évite le recours aux propriétés de la trace!
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9.a) {||Y(w) — E(Y) — z|*; 2 € R} est un sous ensemble non vide de R, il est minoré par 0 et ainsi il posséde une HEC
borne inférieure. Posons y = Y (w) — £(Y). On sait d’apres le cours d’algebre bilinéaire que le minimum de ||y — z||
lorsque x décrit le sous espace vectoriel F' est atteint lorsque x est le projeté orthogonal de y sur F'. Notons alors z ce ESCP-
projeté orthogonal, y — z appartient & F-. On a donc en utilisant Pythagore : ||y||? = ||y — 2|*> + ||z]|*>. Or puisque EUROPE
k k
(f®, ..., f@) est une base orthonormale, z = Z(y Fy U 2|2 = Z(y F9)2.0On a donc bien :
= =1
‘W
: )
Y (@) = EX)? = Qr(w) + Y (¥ Y), f9)? E
j=1

b) Par définition, pour tout j € [1,&], (Y (w) — E(Y), fUN2 = tfU(Y(w) — E(Y) H(Y (w) — E(Y))fD). D’aprés les
résultats de la premiére question de la partie I, la matrice (Y (w) — E(Y)) (Y (w) — E(Y)) a pour élément générique
(Yi(w) = E(Vi))(Yj(w) — E(Y5))-

Dot E((Y —EY)HY —E(Y)) = V(Y).
On remarque par lindarité de 'espérance, les () ne dépendant pas de w, que F ("f(~7>(Y —EW)UY — (V) fD)
existe et :

B0 — @)Y EWIV) = FOB(Y — W)Y = £1)) SO = FOVY) V)

Or pour tout w, Qp(w) = [|Y(w) — EY)|> - Z(Y W) = E(Y), fD)2, dont par linéarité de Vespérance E(Q) existe
et :
E(Qp)=E(|]Y — &Y Z LDY(y) f9 _ZA ,Z LrOY(y) f9
c) Si F = My 1(R), E(Qp) vaut 0, d'ott X\ = FFOV(Y) ).
i=1 i=1
&
10.a) Décomposons f dans une base (], .., €}) associée au valeurs propres Ay, ..., A\g. f = Zl‘,;e;.
i=1
k
On a alors V(Y Z 2 V(Y)e, = Z x;\i€} et puisque la base choisie est orthonormée, V(Y Z Ai x
i=1
k k
Or pour tout 4, \;z2 < Mz d'ott “fV(Y)f < A fo et puisqulef = || f||?, on obtient 'inégalité : LIV fF <A
i=1 i=1

b) Si F est une droite vectorielle, choisissons un vecteur normé f de cette droite. D’apres le 9.b) :

E@Qr) =Y N—'VY)f

z
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k
d’ot E(Qr) > Z A; et cette valeur est atteinte lorsque f est un vecteur propre associé a A
i=2
, 1 1 N . o :
¢) Dans le cas proposé V(Y) = —I, — —J ou J est la matrice carrée d’ordre k dont tous les coefficients valent 1. On

k k2

, s P 1
montre facilement que les valeurs propres de J sont 0 et k& d’ot I'on déduit que les valeurs propres de V(Y') sont % et 0.

k—1
¥

et on a alors : E(Qr) = %

k
Dans ce cas E Ai =
i=1

1 )
Les vecteurs propres associés a la valeur propre % engendrent les droites qui réalisent le minimum. On voit que les

vecteurs de ce sous espace propre sont les vecteurs (x1, ..., xx) qui vérifient zq + ... + 25 = 0.

11.a) En notant ¢ la dimension de Fj et (f(l). . f(‘1)) une base orthonormée de ce sous espace vectoriel formé de vecteurs
q k ]
propres de V(Y'), on a alors Z LFDY(Y) f9) = Z i e, E(Qr,) =0 . Or la variable aléatoire Qp, est a
i=1

i=1
valeur positives et d’espérance nulle est donc presque surement nulle. Mais Q g, (w) = 0 si et seulement si Y (w) — E(Y)

appartient a Ij. On peut donc en conclure que PY-EY)eF)=1 , cqfd.

b) On peut, par exemple, compléter une base orthonormée de F' en une base orthonormée de Fy. Alors tout vecteur que
I’on rajoute satisfait aux conditions imposées.

c) f() est un vecteur non nul combinaison linéaire de vecteurs propres associées i des valeurs propres strictement
positives, d’otl en décomposant f(") dans une base orthonormée de Fyy formées de vecteurs propres, on voit que
tFOVPY) £ > 0.

Soit alors s la dimension de F et (f(l), . f(s)) une base orthonormée de F. On pose G = Vect(f(l), . f(s>,f(”) alors

E(Qc) = 0 et E(Qg) = E(Qr) — 'fWIV(Y) ), dou E(Qr) >0

d) Fp est un support vectoriel de Y d’ott Ry(Y) > r.
Supposons par Pabsurde que R,(Y) < r et soit F' un support vectoriel de Y de dimension R,(Y).

On a forcément F' C Fy car sinon, F'N Fy est un support vectoriel de Y de dimension strictement inférieure a Ry(Y) ce
qui est absurde.

Donc, F C Fy et F # Fy, d'ott E(Qr) # 0. Ceci prouve que Qp n'est pas presque surement nulle, ce qui est toujours le
cas lorsque F est un support vectoriel de Y. On a donc établi une contradiction.

Finalement, on peut affirmer que R,(Y)=r

12.a) Raisonnons par I'absurde.

Supposons que R,(T) < k. Alors il existe un sous espace vectoriel F' de RF de dimension strictement inférieure a k tel
que P(T-E(T)e F)=1.

Soit alors (v, ..., v) un vecteur non nul orthogonal a F :
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k k D
Zu, (T; — E(T;) )—O) =1ie. P(ZL, i Z?;;E(]})) =1. HEC
<,:1 i=1 i=1 ESCP-

P EUROPE
La variable aléatoire Z v;T; est quasi-constante donc sa variance est nulle ce qui est contraire & au moins une des
i=1
k
P 21l —pj N
inégalités du 6.d) puisqu'il existe j tel que v; # 0 et donc [ vi—3=+ H pi | #0. Don Rs(T) =k
T =1,

b) La variable aléatoire T1T5 suit la méme loi conditionnelle sachant [T} = ] N [T > i] que iT5.

Or E(T5) existe d’out E (T3|[Th =4 N [T> > i]) aussi et encore E (i15|[Ty = i| N [Ty > i]).

W
o
1
14
o

O

De plus la propriété d’absence de mémoire de la loi géométrique montre que E(T»|[Ty =4 N[T> > ) =i+ —.
b2

1
Finalement E(MDG|T =iN[Ty>i])=1 (1 + 7)
b2

1
¢) Pour tout i € N*, E(WTo|[Th >N [Ty =i]) =i (; + p—) comme précédemment.
1

Les événements ([T} > i] N [To = 4])ien+, ([T1 = i] N [T> > i]);en~ forment un systéme complet d’événements.
On a de plus : )
P(Ty >N [T =4)) = (1—p1—p2) " 'pa

puisqu’il s’agit d’obtenir un individu d’une catégorie autre que 1 et 2 pour les i — 1 premiers tirages et un individu de
la catégorie 2 au i-¢me tirage.

On applique la formule de 'espérance totale :

+o0

E(TITZ):Zi<i+p%>(1fp17pz p2+z < ) (1=p1=p2)"'p1

i=1

sous réserve de convergence des deux séries qui précédent.

On se ramene a :

+o00 +oo
E(TiTy) =Y (1~ p1 — p2) ™ (p1 + p2) + (f}—; + %2) S —pr—pa)i !
i—1 1 1

toujours avec la réserve de convergence.

Etablissons la convergence de ces séries. On reconnait F(X?) lorsque X suit la loi géométrique de parametre py + pa et
une série « dérivée » de série géométrique.

1—p1—p2 1

r 2) existe et 2) = 2= .
Or E(X?) te et E(X?) =V(X)+ (E(X)) TETSE )2

Et puisque 0 < p; +p2 <1,

I ) +oo ) 1
i(1—p1 — p2)'~! converge et il—pr—po) = ———.
1; ( ) ; ( ) (p1+p2)2

2 pi — P2 4 p2 ; )2 — 1 ms (1 )
Do la réserve de convergence est levée et E(T1T) = pip2(2 = p1 = p2) +51 T _ (p1 +p2)” = pip2 (p; +p2)
p1p2(p1 +p2) pip2(p1 + p2)
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ie E(T\Ty) = — —

ESCP- o pip2 pLtpe
EUROPE
d) D’apres la question ¢), Cov(Ty,Ty) = E(T1T) — 11 = - ! . On a donc plus généralement pour i # j,
P1p2 p1+p2
Cov(T;,Tj) = o o Ceci prouve que la matrice IT est la matrice de variance-covariance du vecteur aléatoire T

&
Soit un vecteur v = (vy,...,vx) tel que v = 0 et posons X = Z v;T;. Alors d’aprés la question 8.a), V(X) = twllv
i=1

donc V(X) = 0. Avec le résultat de la question 6.d), on en déduit que pour tout j € [1,k], v; = 0. On a donc établi

que II est inversible
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