Groupe Réussite

Corrigé Maths HEC 2 ECS 2015

Partie I : Probabilité de surpassement et espérance

l.a. Nous savons que si X suit une loi exponentielle £()), alors pour tout = > 0, Sx(z) =1 -P(X < z) =
1—(1—e ) =e . Ainsi pour A > 0,

A A 1 A 1 6_>‘A
/ SX(.’IJ)d;L‘ — / e—)\xdx _ I:_e—)\x:| _ .
0 0 A A

>~
b
1
+
8
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Et donc / Sx (z)dx =
0

+oo
1.b. Rappelons que Sx =1 — Fx. Alors / Sx (z)dx représente 'aire entre la droite d’équation y =1 et la
0

courbe représentative de F.

Fx
——Sx
1 15 1
0 0 = 0
FIGURE 1 — Lien entre Sx et Fx. FIGURE 2 — L’intégrale de Sx. F1cure 3 — E(X) et Fx.

2.a. La fonction h est continue et positive sur [0, +oo[. Au voisinage de 400, on a h(z) ~ w—g

+oo
Puisque / —5 converge (intégrale de Riemann), par critére de comparaison pour les fonctions positives,
1 X

+o0o +o0
il en est de méme de / h(z)dz, et donc de / h(z)dz.
1 0

2.b. Supposons que deux tels réels ¢ et d existent. Alors pour tout z > 0,

1 c d
(x4 1)(x +2) aj+1+x+2:> oz +2)+d(x+1) =(c+d)z+ (2c+d)

Deux fonctions polynomiales coincident sur Ry si et seulement si elles ont les mémes coefficients, donc
c+d=0
2c+d=1

. Apres résolution, on obtient ‘c =1,d=-1. ‘

nécessairement {

z+1
On en déduit qu'une primitive de h(z) = ﬁ - %4’2 est H:z—In(z+1) —In(z+2) =|ln ( i2> .
x
2.c. La fonction fy est positive sur R, et continue sauf éventuellement en 0.

De plus, pour A > 0, on a

/OA )i = 1o /OA e = gy [ (7 i)]: “nz(m(5r2) (3)

Lorsque A — 400, alors /‘:—E — 1 et donc In (ﬁ—ié) — 0. On en déduit que

/+°° fo(x)dx = /0+°° fo(z)dx = _lné)ln <;> _ EE;; L

— 00

Ainsi, fy est une densité de probabilité.
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+oo

3.a. X admet une espérance si et seulement si / x fo(z)dr converge absolument.
—0o
Or, au voisinage de +o00, z fo(z) ~ ln%2) 5= xlr}(2)'

. [T dx = : . o R
Mais — diverge, et donc par critére de comparaison pour les fonctions positives, il en est de méme
1 X

X n’admet pas d’espérance.

+o0
de / x fo(z)dz. Par conséquent,
1

+o00
3.b. Par définition, on a Sx(z) =P(X > x) = / fo(t)dt.

x
Mais le méme calcul que celui effectué a la question 2.c prouve que

sx(o) = [ fultn - _ln}2) n (iié) = hiz) n (iii) '

T

. 2 _ 1 1
Au voisinage de +o0, on a 737 =1+ 27 et -5 — 0. Donc

Sx(z) = —=In(1+ ! ! =
T m2) z+1) 4o In(2)z+1 00 z1n(2)’

—+00
3.c. Nous savons que / — diverge, et donc par critere de comparaison pour les fonctions positives, il en
1 X

+oo +o0o
est de méme de / Sx(z)dz, et donc / Sx (z)dz diverge.
1 0

4.a. Par définition de Sx, on a Sx =1 — Fx.
Or, comme toute fonction de répartition, Fx est croissante de limite égale & 1 en +oo, donc Sx est
décroissante sur R, de limite nulle en +oo.

4.b. Nous savons que Fx, comme toute fonction de répartition, est continue a droite en tout point.

Donc Sx = 1 — Fx est également continue a droite en tout point.
Sx est continue en 0 si et seulement si elle y est continue & gauche. Or, pour z < 0, on a Sx(x) = 1 car X
est a valeurs dans R .
Donc Sx est continue a gauche en 0 si et seulement

1= lim Sx(z)= Sx(0).

z—0~

Or, Sx(0) = P(X > 0), et donc Sx est continue a gauche si et seulement si P(X > 0) = 1.
Mais1 =P(X>0) =P(X =0)+P(X > 0), et donc’ Sx est continue & gauche si et seulement si P(X = 0) = 0. ‘

5.a. Si X admet une densité, alors Fx est continue, et donc Sx = 1 — Fx est également continue.

De plus, pour « > 0, on a x z
Sx(z) =1—-Fx(z)=1- / fidt=1 —/ ft)de.
—00 0

Par le théoreme fondamental de ’analyse x — fom f(#)dt est de classe C! sur ]0; +oo[, et donc Sx est de

classe C! sur ]0; +oc[. De plus, on a alors, pour z > 0, S’y (z) = — f(x).
5.b. Pour z €]0,1], on a 0 < zf(x) < f(x).
+oo

1
Or f est une densité, de sorte que / f(x)dx converge, et donc il en est de méme de / f(x)dzx.
0

—00

1
Par critere de comparaison pour les fonctions positives, il en est de méme de / xf(x)dx.
0

5.c. Soit £ €]0, A]. Alors sur le segment [¢, A], les fonctions u = Sx et v =  sont de classe C! : on peut donc
procéder a une intégration par parties.

A A A A
/ Sx(2)dz = [1Sx (2)]2 — / 28 ()dz = ASx(A) — eSx (o) + / ef(@)dr — ASx(A) + /O o f (@)da.

& 13
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A
En effet, la fonction Sx est continue, de sorte que lin% eSx(g) = 0xSx(0) = 0. Par conséquent, / Sx (z)dz
E— 0

converge et
A A
/ Sx(z)dz = ASx(A) + / zf(z)dz.
0 0
+00 A
5.d. Si / Sx (z)dz converge, alors la fonction Sx étant a valeurs positives, pour tout A > 0, / S(x)dx <
0 0

+o0
/ Sx (z)dz. Et alors
0
A A A +oo
VA > 0, / 2f(@)dz = / Sy ()dz — ASx(A) < / Sy (2)da < / Sy (a)da.
0 0 0 0

A
Puisque x — z f(x) est positive sur R, la fonction A +— /0 x f(x)dx est croissante sur R , et nous venons

“+o00
de prouver qu’elle est majorée. Par conséquent, elle admet une limite finie en +o00, et donc / xf(x)dx
0

converge (et donc converge absolument car il s’agit de I'intégrale d’une fonction positive).

On en déduit que ‘X admet une espérance. ‘

5.e. Soit A > 0. Alors pour tout = € [A, +oo], zf(x) > Af(x), et alors par croissance de l'intégrale,

+o00 +oo +oo
/ zf(z)dz > / Af(z)dz = A/ f(z)dr = AP(X > A) = ASx(A).

A A A
+oo
5.f. Si X admet une espérance, alors / zf(x)dz A—> 0 car il s’agit du reste d’une intégrale convergente.
A ——+00

+oo
Et alors par le théoréeme des gendarmes, ASx(A) — 0. On en déduit que / Sx (x)dx converge et
0

A—+oo

+00 A A +oo
/0 Sx(z)dx = Al—igloo/o Sx(z)dz = AEI-EOO ASx(A) +AE)I£OO ; xf(z)dx = 0—1—/0 zf(z)dr = E(X).

+oo
Inversement, si Sx (x)dx converge, alors par 5.d, X admet une espérance, et donc nous venons de

0
prouver que

+oo
/0 Sx (z)dzr = E(X).

+0o0o
Par conséquent, X admet une espérance si et seulement si / Sx (x)dx converge et alors
0

+oo
/0 Sx (z)dzr = E(X).

6.a. Soit n € N. Pour k € [0,n], on a

0 n —+00 n
Sx(k)=P(X>k)= Y PX=i)= Y PX=i)+ Y PX=i)= > PX=i)+P(X>=n+1).
i=k+1 i=k+1 i=n+1 i=k+1

Alors il vient

Zn:SX(k) - n (Zn: P(X:i)+P(X2n—|—1)>

k=0 k=0 \i=k+1

https://groupe-reussite.fr 3



Groupe Réussite

n—1 n

(n+1DPX=n+1)+> Y PX=i

k=0i=k+1

n 1—1

= (n+DPX>n+1)+ > > P(X =)

i>ktlek<i—1 ;
i=1 k=0

= (n—I—l)P(XZn—i—l)—i—Eﬂ:iP(X:i)

=1

6.b. Pour tout n € N, on a, d’apres la question précédente,

n n +00
S EP(X =k) <> Sx(k) <> Sx(k).
k=0 k=0 k=0

n
Ainsi, la suite de terme général Z kEP(X = k) est croissante et majorée, donc elle converge.

k=0
Par conséquent, la série de terme général kP(X = k) converge, et étant a termes positifs, elle converge

absolument. Donc X admet une espérance.

6.c. Pour n € N, on a

+o0 oo
0<(n+DPX=n+1)= Y O+)PX=k < > kP(X=k).
k=n+1 k=n+1

Or si X admet une espérance, la série de terme général kP (X = k) converge, de sorte que la suite de ses
restes tend vers O :

+oo
lim > kP(X =k)=0.

n—-+o0o
k=n+1

Et alors par le théoréme des gendarmes, (n 4+ 1)P(X >n+ 1) — 0.
n—-—+0oo

On en déduit que

n n +oo
lim Y Sx(k)= lim (n+1)P(X>n+1)+ lim FP(X=k) =0+ > kP(X =k) =E(X).
k=0 k=0

n—-+4o0o n—-+4o0o n—-+00

Inversement, si ), Sx (k) converge, alors X admet une espérance, et donc nous venons de prouver que

+0o0
> Sx(k) = E(X).
k=0

Ainsi, )7, Sx(k) converge si et seulement si X admet une espérance et alors

+o00
> Sx(k) = B(X).
k=0

6.d.i. Soit = € [0, N]. Alors X étant & valeurs entieres, en notant k = [z], on a
Sx(aj) = P(X > SL‘) = P(X > /{7) = Sx(k’).
Donc la fonction Sx vérifie Sx(z) = Sx(|x]). Ou encore :

Vk € N,Vz € [k, k + 1[,Sx(z) = Sx (k).

https://groupe-reussite.fr 4
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Ainsi, il vient

N N-1 k41 —1 rk+1 N-1 N-1
/ Sx(z)dz = 3 / Sx(x)dr =3 / Sx(k)dz = 3 Sx(k)dr = 3 Sx(k).
0 i—0 'k k=0 Yk k=0 k=0
Notons que ce résultat est encore valable pour N = 0.
6.d.ii. D’apres ce qui précede, pour A > 1, on a

A |A] A |A] A LA -1

/ Sy () = / Sx(pdo [ Sxla)de = / Sx(pdot [ Sx((A))de = S Sx(k)+(A—[A])Sx([A]).
0 0 A 0 A —o

Mais 0 < A — |A] <1, et Alim Sx([A]) = 0 (car la série de terme général Sx(k) converge, et donc son
—+00

terme général tend vers 0). On en déduit que

lim (A= [A])Sx([A]) = 0.

Alors, en passant a la limite, il vient

[AJ-1

A +o00
i [ S S stk = 3 st <[00

Partie II : Fonctions de distorsion et espérances corrigées : un exemple.
7. Exemple

7.a ® est strictement croissante sur R car sa dérivée ¢ y est strictement positive. De plus, ® est continue et
tlim O(t) =0et tligrn ®(t) = 1, donc par le théoreme de la bijection, ® réalise une bijection de R dans
——00 —+o00

10, 1].
7.b w, est continue sur |0, 1] car composée de fonctions continues.
De plus, on a lim ¥(z) — ¥(a) = —oco et lim P®(f) =0, donc lim wqy(z) =0 = w,(0), de sorte que wq
z—0t t——o0 z—0+t

est continue en 0.
De méme, lim ¥(x) — U(a) = +oo et lim P(f) = 1, donc lim we(r) = 1 = wa(1l). Ainsi w, est

) r—1— t—+o00 rz—1—
continue en 1.

Par conséquent ‘wa est continue sur [0, 1]‘ Enfin, ¥ est dérivable sur ]0,1[ car il s’agit de la bijection

réciproque d’une fonction dont la dérivée ne s’annule jamais. Par composition de fonctions dérivables, w,
est dérivable sur |0, 1[.

7.c D’apres la formule de dérivation des fonctions composées,

- 2
Vo €0, 1] wh(a) = V(@)@ (W)~ ¥(a) = g o(W(a)-U(a)) = /2 (VW12 - (V@5
p(Y(x

7.d L’équation de la tangente a la courbe représentative de w, au point d’abscisse « est

U(a)? \I/(a)2

y=wh(a)(x — a) +w(a) = eT)(x —a)+P0)=e"2 (z—a)+ %

7.e Nous avons déja vérifié que w, est continue sur [0, 1], et nous avons trivialement wq,(0) = 0 et w, (1) = 1.
Par positivité de Pexponentielle, on a évidemment w/, (z) > 0 pour = €]0, 1], et donc w, est strictement
croissante sur 0, 1[. Etant continue, elle est alors croissante sur [0, 1].
Puisque V¥ est la bijection réciproque d’une fonction strictement croissante, elle est strictement croissante.
Or, ¥(«) < 0, de sorte que

U(a)?
2

= ¥(x)¥(a) —

https://groupe-reussite.fr 5
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est décroissante.

Par croissance de I’exponentielle, w!, est décroissante sur ]0, 1[. On en déduit donc que w, est concave sur
10, 1].

Ceci signifie que V(z,y) €]0,1[2,VA € [0, 1], wa(Az + (1 — N)y) > Awa(z) + (1 — Nwa(y).

Par continuité de w,, en fixant A\ et en faisant tendre = vers 0, cette relation est toujours vérifiée pour
x =0 et y €]0,1[. Sur le méme principe, on vérifie en fait qu’elle reste valable pour tous (z,y) € [0, 1]? et
tout A € [0, 1].

Et donc w, est bien concave sur [0, 1].

En conclusion, ‘wa est bien une fonction de distorsion.

oo (t—
8.a D’apres le théoreme de transfert, X admet une espérance si et seulement si / el > e 2 dt
oo T

converge (absolument, mais il s’agit d’une fonction & valeurs positives).
Or, pour tout t € R,

(t—pw)? 2 w2 (t=(p+1))? 1
ele™ 2 —elmatht=y — om g tutg

Procédons alors au changement de variables u = t — (u + 1), qui réalise une bijection C! de R dans R.

Alors teo 1 eew? Tl )2 te w2
e ez dt= —e 2 HT2dt et e zel2du
—o \ 2T —oo V2T oo V2T
too g 2 1 N 2 1
A P uts _ pts _u_ p+ts
sont de méme nature. Or, e 2elT2du = el e~ 2 du converge et vaut e#"2.
o V2w oo V2T

Donc X admet une espérance et

8.b Par définition de X, pour tout réel x > 0, on a (la fonction In étant croissante)
Sx(z) = P(X > z) =P(e¥ > z) = P(Y > In(x))
par croissance de la fonction In. Or, P(Y > z) =1 — ®(Inz) = &(—Inz). Et alors
wa(Sx(@)) =  (U(D(= In(x))) — ¥(a) = B(— Inz — ¥(a)).
D’autre part, on a
P(Xe %@ > z) =P (X > xe%)) = P(Y > In(z) + ¥(a)) = 1 — ®(In(z) + ¥(a)) = &(— Inz — U(a)).

On a donc bien

Vz > 0,w,(Sx(z)) =P (Xe_‘y(o‘) > m) .

8.c Par définition de I’espérance corrigée, sous réserve de convergence,

+oo +o0o +oo +o0
Ey, (X) = / Wa(Sx(z))dr = / P(Xe (@) > 2)dx = / P(X > ¥ @g)dz = / Sx(e¥(@z)dz.
0 0 0 0

Y(a)

Procédons au changement de variables u = ze¥ (¥, qui réalise une bijection C! de [0, +-oc[ sur lui-méme.

Alors les intégrales
o0 o0
/ Sx (¥ z)dx et / Sx (u)e V@ dy
0 0

sont de méme nature, et en cas de convergence sont égales.
Mais X admet une espérance d’apres la question 8.a, de sorte que par la question 5.f, la seconde intégrale
converge et vaut e~ V(YE(X). Ainsi, E,, (X) existe et vaut

Eu, (X) = e V@E(X) = ¢ Y@ ehts,

https://groupe-reussite.fr 6
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Notons que puisque « € ]0, % [, alors ¥(a) < 0 et donc e~ Y(®) > 1. Ceci est bien cohérent avec le résultat
(a venir) de la question 11.a.

9.a p et q sont deux vecteurs lignes a 97 colonnes.
p contient alors les 0.02 + 0.01 x k, k € [0,96]. Et q contient les ¥(0.02 4+ 0.01 x k) — ¥(a), k € [0, 96].

9.b La ligne (4) peut étre complétée en
wa = cdfnor("PQ",q,0,1)

9.c Si o < o sont deux réels de |0, 1], alors par stricte croissance de ¥, on a ¥(a) < ¥(a/). Et donc
Vz €]0,1[, ¥(z) — (') < ¥(z) — ¥(a)

ce qui, par stricte croissance de @, implique que wy/ () < wo(z).
Par conséquent, la courbe du dessus correspond a o = 0.2.

9.d Commencons par donner une méthode pour tracer approrimativement ces tangentes avec Scilab.
En remplagant la ligne (2) par p = [0.01:0.01:0.99], nous pouvons ajouter deux points & chacune des
courbes, ceux d’abscisses respectives 0.01 et 0.99.
Ensuite, en tragant la droite passant par le point d’abscisse 0.01 et (0,0), on obtient une corde de wg,
qui doit étre une bonne approximation de la tangente en (0,0) (rappelons que le coefficient directeur de
la tangente est la limite du taux d’accroissement). On procede de méme avec le point d’abscisse 0.99 et
le point (1,1).
Toutefois, ceci ne nous garantit pas une précision suffisante... La précision peut tout de méme étre améliorée
en réduisant le pas, par exemple en passant de 0.01 a 0.005, voire moins.

Donnons a présent une justification mathématique.
e En (0,0) : d’apres 'inégalité des pentes (la fonction w, est concave sur [0, 1]), on a, pour tout x €]0, 1],

Wa (x) — wq (0) S wa (x) — wa(z/2)

< 0.
x - x/2

Mais w,, étant de classe C! sur ]0, 1[, on a (par décroissance et positivité de w’))

T
Vo €]0, 1[, wa(z) — wa(z/2) = / wh, (t)dt > wl,(x) x g
z/2
Et alors

—wa(fn) — wa(0) > wl (z) — +oo
x - @ z—0t '

On en déduit que le taux d’accroissement de w, en 0 tend vers +oo, et donc w, n’est pas dérivable en 0
et sa courbe représentative admet une tangente verticale au point de coordonnées (0,0).

e En (1,1) la fonction w, est continue sur [0, 1] et dérivable sur |0, 1[. De plus, sur [1 — h, 1], sa dérivée
est majorée par w,, (1 — h) car w,, est décroissante. Donc par le théoréme des accroissements finis, on a

Vh €]0, 1, [wa(l — h) — wa(1)] < wl(1 — h)h.

Soit encore

7 wWa (1l —h) —wa(1) <wl(1—h) — 0.

Vh €]0,1
] [ h h—0+

Donc w,, est dérivable en 1, de dérivée égale a 0. La tangente de w, en (1,1) est alors la droite d’équation
y = 1.

9.e Lorsque a — 0, ¥(a) — —oo. Et alors pour x €]0, 1], wo(z) = (¥ (z) — ¥(a)) — 1.
Ainsi, la courbe représentative de w, <se rapproches lorsque o« — 0 de la courbe représentative de

0 six=0
T .
1 siz>0
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Partie III : Sous-additivité des espérances corrigées

10.a Il s’agit de la définition de la concavité : g est concave sur [0,1] si et seulement si pour tous a,b € [0,1]?
et tout A € [0, 1],
g+ (1= M)b) = Ag(a)(1 — \g(b).

En prenant a =1 — %, b= % et A = z, on obtient

g<x<1—i>+(1—x);> 2xg<1—71l>+(1—$)g<?12>.

1
10.b Par définition d’une fonction de distorsion, g est continue sur [0,1]. Donc lim g (1 - > =g(1) =1.
n

n—oo

1
Et de méme, lim g¢ < > =g(0) =0.

n—r—+oo n
li 1 . (1 )1 ()
Jim gz - + :Un =g(x).

Donc en passant a la limite dans I'inégalité de la question précédente, il vient M

Enfin, on a

10.c Posons A = —7—. Alors il est évident que A € [0,1] car b—a >0 et € > 0.

De plus, on a alors

ae e+b—a b —ab+be e+b—a
A 1-XNb—¢)=—F+——+(b— = = )
at (=Nl = g, +b-aT etb—a etb—a
Et de méme, on a
b—a e(b+e) ab—a®+eb+ & e+b—a
1—A A(b = = - cervma '
( Ja+ A(b+¢) a6+b_a+€+b_a o —— (a+€)6+b—a a+e

Donc il existe bien un réel A € [0, 1] vérifiant les deux conditions requises.
En appliquant deux fois la définition de la concavité de g telle que rappelée dans la question 10.a, il vient

g(b) = Ag(a) + (1 = A)g(b+¢e) et gla+e) = (1 —A)g(a) + Ag(b+e).
En ajoutant ces deux inégalités, on obtient
9(b) +gla+e) = gla) +g(b+e)

soit encore

l9(b+e) —gla+e) < g(b) —gla). |

11.a Pour x € R, d’apres la question 10.b, on a 0 < Sx(z) < g(Sx(x)).
+oo

Or puisque nous avons fait ’hypothese que E4(X) existe, c’est donc que 9(Sx(z))dx converge. Alors
0

+oo
par critere de comparaison pour les fonctions positives, / Sx (x)dx converge et
0

+o00 +oo
/0 Sx(2)dz < /0 o(Sx () da.

Mais par la question 5.f, X admet alors une espérance et

+oo +oo
E(X):/O Sx(x)dasg/o o(Sx(2))dz = B, (X).

https://groupe-reussite.fr 8



Groupe Réussite

11.b Si X est la variable aléatoire certaine égale a a > 0, alors Sx(z) = {1 six<a
0 siz>a

400
Et alors / Sx (z)dz converge et
0

+oo a a
B, (X) :/O o(Sx () dz :/O 9(Sx(2))da :/0 ldz = a = B(X).

11.c Pour z € R, on a

er+5(x):P(rX+s>ac):P<X>x;S> :sx(x_s>.

Le changement de variables u = £=

+oo T —s +o0o
Ainsi, les intégrales / g (SX ( )) dz et r/ 9(Sx(u))du sont de méme nature.
0 r

s

réalise une bijection C* de [0;+oo[ sur [—2,+o0[ avec rdu = dz.

T

“+o00
Mais puisque E4(X) existe par hypothese, alors / 9(Sx(x))dx converge.
0
De plus, la fonction Sx est constante égale a 1 sur [—2,0], de méme que la fonction g o Sx. Donc

0 +o00
/ \ 9(Sx(u))du converge et vaut 2. Ceci prouve que / g(Sx(x))dx converge et alors

s s
T T

E,(rX 4 s) = /0+°° 9(Srxs(x))dr = /0+°°g (sx <”“’ ; S)) da

- r/_+oo 9(Sx (w))du = (S 4 /0%o g(SX(u))du) 1By (X) + 5.

T

El
™

11.d Si P(0 < T < W) =1, alors pour tout z réel, on a P(T > z) < P(W > x).
En effet, en appliquant la formule des probabilités totales au systéme complet d’événements
{[0<T <WJ],[0<T < W]}, on obtient

P(T>z)=P(T>z]Nn[0<T<W])+P(T>zN[0 <W)).

<T

Or, PIT > z]N[0<T<W]) < PO<T<W]) =0et [T >2z]Nn[0<T < W] C[W > z] donc
P(IT > 2] N[0 < T < W]) > P(W > ).

Et alors par croissance de g, pour tout = € R, ¢(St(z)) < g(Sw(z)).

Ainsi, si E¢(T) et E4(W) existent, il vient (par croissance de I'intégrale)

+oo +oo
BT = [ ar@hde< [ glSwlde = By (W)

12. Par hypothese, Y est presque strement inférieure & B. Et donc pour z < B, alors Sx(z) = P(X > z) <1
et pour z > B, Sx(z) =P(X > x) = 0.
Pour étre tout a fait rigoureuz, il aurait fallu, comme a la question 11.d, utiliser la formule des probabilités
totales avec le systéme complet d’événements {[0 <Y < BJ,[0 <Y < BJ}, mais nous ne le ferons pas afin
de ne pas alourdir la rédaction et admettrons directement ce résultat.
Ainsi, si f désigne la fonction définie sur R} par

ﬂ@:{l si z €]0, B

0 sinon
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alors pour tout z > 0,0 < Sx(x) < f(x). Et donc par croissance de g, Vo > 0,0 < ¢g(Sx(z)) < g(f(z)).

1 i 0,B Foo
Mais g(f(z)) = 0 Zi i i]Bi ] 11 est alors évident que /0 g(f(z))dz = B. Par domination,

+oo
/ 9(Sx(x))dx existe et de plus
0

+oo +oo
B0 = [ gSx@Nde< [ glfa)dn =B

SiX+Y >z,alors X >2—Y >2—B. Donc [X+Y > z] C [X >z — B], et par croissance de P, il vient
alors 0 < SXer(l‘) < Sx(x - B).
Et donc Vr € R,0 < g(Sx+v(z)) < g(Sx(z — B)).
400
Par définition, E4(X 4 Y) existe si et seulement si / 9(Sx4v(x))dx converge.
0

Mais en procédant au changement de variables u = x — B, qui réalise une bijection C! de ]0, 4+o0[ sur
| — B, +00], les intégrales

+00 +0o0
/ g(Sx(z — B))dx et / 9(Sx(u))du
0

-B

sont de méme nature, et en cas de convergence sont égales. Or

+o00 0 +00 0
/ g(SX(u))du:/ g(SX(u))du+/0 g(SX(u))du:/ Ldu + B,y (X) = E, (X) + B.

-B -B -B
+oo
Donc / 9(Sx(x — B))dx converge et vaut E4(X) + B.
0

+o0
Alors / 9(Sx+v(z))dx converge et
0

+oo +oo
By (X +Y) = /0 o(Sxay ())dz < /O 9(Sx(x — B))dz =[Ey(X) + B,

13.a. Pour n = 0, on a E(Y) = 0 car Y est presque siirement constante, égale a 0. Donc, d’aprés 11.b,
Eq(Y)=0.
Et alors nous avons prouvé a la question 12 que

Ey(X+Y) < Ey(X) + 0 = Ey(X) + E,(Y).

13.b.i. Appliquons la formule des probabilités totales au systéme complet d’événements [Z = 0],[Z > 0] (qui
est bien un systéeme (quasi)-complet d’événements car Z est une variable aléatoire & valeurs (presque
stirement) positives. Alors pour tout x > 0,

Sx4z(x) =PX+Z>2)=PX+Z>z|Z=0PZ=0)+PX+Z>2|Z>0)P(Z>0)=
(1 =p)P(X > z|Z = 0) + pP 750 (X + Z > x) = pPz_0)(X > z) + pSx 2().
13.b.ii. Toujours avec la formule des probabilités totales appliquée avec le méme systéme complet d’événements,
on obtient :
Sx(z) =P(X > z|Z=0)P(Z=0) +P(X > z|Z > 0)P(Z > 0) = (1 — p)Pz—q)(X > z) + pSk ().
Sz(z) =P(Z>2z|Z=0)P(Z=0)+P(Z > z|Z > 0)P(Z > 0) = pS;(x).
|

=0
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13.b.iii. Notons que par la question précédente, g(Sz(x)) = g(pS;(x)), et donc il s’agit de prouver que

9(Sx+z(z)) — 9(Sx(2)) < g(PSx42(7)) — g(PSk(2)).

Soit b = pSk, () €]0,1]. D’apres la question 13.b.i, on a b < Sx4z(). Soit alors € = (1—p)Pz—q (X > z),
de telle sorte que b+ ¢ = Sx4z(z).

Posons a = pSk (). Alors a + e = pSy(v) + (1 — p)Pz—q(X > x) = Sx(x) (d’aprés la question 13.b.ii). Le
résultat de la question 10.c nous permet alors d’affirmer que

g(b+e) —gla+e) <g(b) —g(a) = g(Sx+v(2)) — 9(5x(2)) < 9(PSx1v(2)) — 9(pSx(2)).

En retranchant g(Sz(z)) = g(pS;(x)) aux deux membres, on obtient
9(Sx+v(2)) — 9(Sx(x)) — 9(Sz(2)) < g(PSk4v(2)) — 9(PSk(2)) — 9(PS7()).

13.c. 1l est évident que h est continue et croissante sur [0, 1] car g lest.
—9(0) _ —9p) _
De plus, h(0) = o) = 0 et h(1) = o = b
Enfin, pour (a,b) € [0,1]? et A € [0,1],

g(Apa + (1 = X)pb) > Ag(pa) + (1 — N)g(pb)
ce qui apres division par ¢g(p) nous donne

hOa s (1 A — 20 ;oS -W) |

on a pa € [0,1] et pb € [0, 1], de sorte que par concavité de g,

g(pa) 9@ N
A F (1= o = Mh(a) + (1 = \h(b).

Ainsi la fonction h est concave sur [0, 1]. Par conséquent, ‘h est une fonction de distorsion. ‘

L’hypothése de récurrence est trés claire : on suppose que le résultat est vrai pour toute probabilité P
sur (Q, A). En particulier, il est vrai pour la probabilité P*.

Pour la probabilité P*, la variable Z est presque stirement a valeurs dans [1,n+1]. En effet, par définition,

PH(Z € [+ 1]) = P(Ze[l,n+1]N[Z>0))

P(Z > 0)

Mais P(Z > 0) = P([Z > 0]N[Z € [0,n+1]))+P([Z > 0] [Z ¢ [0,n + 1])) = P([Z > 0]N[Z € [1,n+1])) =
0

P([Z > 0N [Z € [1,n +1]]). Ainsi P*(Z € [1,n + 1]) = pi=g) = 1.

Alors Z — 1 est presque sirement (toujours pour la probabilité P*) & valeurs dans [0, n].
Notons Ej l'espérance corrigée (lorsqu’elle existe) pour la probabilité P*. Autrement dit, pour toute
variable aléatoire V pour laquelle I'intégrale suivante converge,

+oo
BAV) = [ hSi@)de.

Alors par hypothese de récurrence, Ef (X 4 (Z — 1)) < E;(X) + E; (Z - 1).

Mais nous avons prouvé a la question 11.c que Ej(Z — 1) = E}(Z) — 1, et de méme
Ef(X+Z-1)=E;(X+7)—-1.

Donc E; (X + Z) < Ej (X) + E; (Z). Soit encore

+o0 +oo oo
| nStande < [ ni@nde+ [ @),

13.d. Le résultat de la question précédente est équivalent (aprés multiplication par g(p)) a :

+o00
[ 005kt - s50)) — 965301 i < 0

D’apres la question 12, les intégrales
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400 +00 +oo
/0 9(Sxs2(2))de, /0 9(Sx(x))da et /0 9(Sz(x))dz

+o0
convergent, de sorte que / (9(Sx4z(x)) — g(Sx(x)) — g(Sz(x))) dz converge.

0
Alors en intégrant I'inégalité de la question 13.b.iii, il vient

+00 +oo
/0 (9(Sx+z(x)) — 9(Sx(x)) — g(Sz(z))) dz < /0 (9(pS%yz(x)) — g(pSx(x)) — g(pS7(x))) dx < 0.

Et donc
+00 +00 +oo
/0 o(Sxsa(a))d < /0 9(Sx(@))dz + /0 4(Sz(x))dx

ce qui nous donne bien

[Ey(X +2) < Ey(X) +Ey(2).

Ainsi, 'hypothése de récurrence est bien vérifiée au rang n + 1.
Par le principe de récurrence, pour tout entier n, pour toute probabilité P sur (£2,.4) et toute variable
aléatoire U telle que P(U € [0,n]) =1, on a

Ey(X + U) < Ey(X) + E,(U).

14.a Pour tout w € 2, 0 < [nY(w)] < nY(w) et donc 0 <Y, (w) < Y(w).
En particulier, P(Y,, € [0,B]) > P(Y € [0,B]) = 1 et donc, une probabilité étant inférieure ou égale a 1,
P(Y, € [0,B]) = 1.
D’apres le résultat de la question 12, E;(Y,,) existe, de méme que E4(X +Y),,).
La variable nY,, est a valeurs entiéres, et prend presque sirement ses valeurs dans [0, [nB]].
I1 est alors possible d’appliquer le résultat de la question 13 aux variables nX (qui admet une espérance
corrigée d’apres 11.c) et nY,,. On a alors

Ey(nX +nY,) < Eg(nX) + Eq(nYs,).

Mais, toujours par la question 1l.c, E;(nX + nY,) = nEy/(X + Y,),E¢(nX) = nEy4(X) et E4(nY,) =
nEy(Y,). Donc \ Ey(X +Y,) < Ey(X) + Ey(Y,). \

14.b Soit w € Q tel que Y, (w) > z. Puisque Y, (w) < Y(w), nécessairement Y(w) > z. Autrement dit, on a
I'inclusion d’événements [Y,, > x] C [Y > z].

Par conséquent, pour > 0, Sy, (z) = P(Y, > z) < P(Y > z) = Sy (x).
Par croissance de g, il vient Yz > 0, g(Sy, (z)) < g(Sy(z)) et par croissance de 'intégrale,

+oo +oo
By (Ya) = /0 oSy, (x))dz < /0 9(Sy (2))dz = By(Y).

14.c Le changement de variables u = x + % réalise une bijection C! de ]0,+oo[ sur }%,—i—oo[, et donc les

intégrales
+oo +oo 1
/1 9(Sxpy (w))du et / g (Sx+Y (w N n)) o
n 0

n

sont toutes deux convergentes (car la premiere 'est par la question 14.a) et sont égales.

Par définition de la partie entiere, pour tout w € €2, on a
InY(w)| <nY(w) < [nY(w)] + 1.
Soit Vw € ©, 0 < Y(w) — Yy (w) < L.

Soit donc z > 0 et w € () tels queX+Y>:17—|—%.Alors
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(X4 Vo)) = (X + Y)w) ~ (Y~ Vo)) > a4+ — - ==

Autrement dit, on a l'inclusion d’événements
1
X+Y >at | C X+Y, >z
Et donc en passant aux probabilités :

1
0 <Sx+v (96 + n) < Sx4v, ().

Comme dans les questions précédentes, par croissance de g, puis par croissance de I'intégrale (les intégrales
en question existent), il vient

/0+°°g (SX+Y <x + 717,>> dr < /0+°° 9(Sxv, (2))dr = E,(X +Y,).

14.d En utilisant successivement les résultats des questions 14.c, 14.a et 14.b, il vient

Vn € N*, /foo 9(Sx4y(2))dr < E (X4 Yy) <Ey(X) + Ef(Yn) < Eg(X) + Ey(Y).

En passant a la limite lorsque n — +00, on obtient alors

/ " g(Sxav (@) < By(X) + Ey(Y).

Soit encore |E¢(X 4+7Y) < Eg(X) + Eq4(Y).
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