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Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Exer
i
e 1

E désigne un espa
e ve
toriel réel sur R, rapporté à sa base B = (e1, e2, e3).
On désigne par a un réel non nul et on 
onsidère l'endomorphisme fa de E, dé�ni par :

fa(e2) = 0, fa(e1) = fa(e3) = ae1 + e2 − ae3

1. a) La dé�nition des trois images par f des ve
teurs de la base (e1, e2, e3) permet d'en déduire la

matri
e de l'endomorphisme dans 
ette base :

Aa =

fa(e1) fa(e2) fa(e3)
( )a 0 a e1

1 0 1 e2
−a 0 −a e3

Le 
al
ul matri
iel donne : A2
a = 03, matri
e nulle d'ordre 3.

b) La question pré
édente montre que P (X) = X2
est un polyn�me annulateur de Aa. On sait alors

que les valeurs propres possibles de Aa sont les ra
ines de P , 
e qui réduit les 
andidates à 0.

Et 0 est bien valeur propre de Aa 
ar 
ette matri
e n'est pas inversible, vu qu'elle possède une


olonne nulle.

On en 
on
lut que 0 est bien la seule valeur propre de Aa.


) Comme on l'a déjà dit, Aa n'est pas inversible. Mais Aa n'est pas la matri
e nulle, don
 Ker(Aa)
n'est pas l'ensemble E tout entier, 
'est-à-dire que le sous-espa
e propre asso
ié à la seule valeur

propre de Aa n'est pas de dimension 3, 
elle de E. Par 
onséquent, Aa n'est pas diagonalisable.

2. On pose u1 = a.e1 + e2 − a.e3.

a) La famille B′ = (u1, e2, e3) est 
onsituée de 3 ve
teurs dans un espa
e E de dimension 3 : il su�t

don
 de montrer que 
'est une famille libre pour que 
e soit une base de E.

On pose don
 une 
ombinaison linéaire nulle de 
es trois ve
teurs :

λ1.u1 + λ2.e2 + λ3.e3 = 0E ⇐⇒ a.λ1.e1 + (λ1 + λ2).e2 + (λ3 − a.λ1).e3 = 0E

On s'est don
 ramené à une 
ombinaison linéaire nulle de la base B, la liberté de B implique

don
 :











a.λ1 = 0

λ1 + λ2 = 0

λ1 − a.λ3 = 0

⇐⇒











λ1 = 0 ( 
ar a 6= 0)

λ2 = −λ1 = 0

λ3 = λ1/a = 0

On a bien montré que : λ1.u1 + λ2.e2 + λ3.e3 = 0E =⇒ λ1 = λ2 = λ3 = 0, la famille B′
est bien

libre, et 
'est une base de E.
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b) Les trois images suivantes permettent de déduire la matri
e de f dans 
ette nouvelle base :











fa(u1) = a.fa(e1) + fa(e2)− a.fa(e3) = 0 
ar fa(e1) = fa(e3) et fa(e2) = 0

fa(e2) = 0

fa(e3) = a.e1 + e2 − a.e3 = u1

Don
 :

MatB′(f) = K =

fa(u1) fa(e2) fa(e3)
( )

0 0 1 u1

0 0 0 e2
0 0 0 e3

Dans la suite, on 
her
he à 
ara
tériser les endomorphismes g tels que g ◦ g = fa.

3. On suppose qu'un tel endomorphisme g existe et on note M sa matri
e dans la base B′
.

a) L'égalité d'endomorphismes est équivalente à l'égalité de leurs matri
es dans une même base

donnée, i
i en se plaçant dans la base B′
:

g ◦ g = fa ⇐⇒ MatB′(g ◦ g) = MatB′(fa) ⇐⇒ M2 = K

On a alors :

MK = MM2 = M3 = M2M = KM

Une matri
e 
ommute toujours ave
 toutes ses puissan
es !

b) La question pré
édente montre que M doit 
ommuter ave
 K (
ondition né
essaire). On 
her
he

don
 de façon générale, toutes les matri
es M =





a b c
d e f
g h i





telles que :

MK = KM ⇐⇒





a b c
d e f
g h i









0 0 1
0 0 0
0 0 0



 =





0 0 1
0 0 0
0 0 0









a b c
d e f
g h i





⇐⇒





0 0 a
0 0 d
0 0 g



 =





g h i
0 0 0
0 0 0



 ⇐⇒
{

a = i

d = 0 = g = h
par identi�
ation des 
oe�
ients

On se restreint don
 déjà aux matri
es de la forme M =





a b c
0 e f
0 0 a





, où a, b, c, e, f sont des réels


hoisis a priori de façon indépendante.

Il reste alors à exprimer la 
ondition : M2 = K, qui n'est pas équivalente à MK = KM !

Toujours par identi�
ation des 
oe�
ients, en repartant de la dernière forme obtenue de M :

M2 = K ⇐⇒





a2 (a+ e)b 2ac+ bf
0 e2 (a+ e)f
0 0 a2



 =





0 0 1
0 0 0
0 0 0



 ⇐⇒































a2 = 0

e2 = 0

(a + e)b = 0

(a + e)f = 0

2ac+ bf = 1

⇐⇒











a = 0

e = 0

bf = 1

En renommant respe
tivement x, y, z les 
oe�
ients b, c, f , on obtient bien que M2 = K si et

seulement si M =





0 x y
0 0 z
0 0 0





où x, y, z sont trois réels tels que xz = 1.
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4. On a pré
édemment raisonné par 
ondition né
essaire, 
'est-à-dire que les di�érentes étapes nous ont


onduites à é
rire l'impli
ation :

g ◦ g = fa =⇒ ∃(x, y, z) ∈ R
3; xz = 1 et MatB′(g) = M =





0 x y
0 0 z
0 0 0





Véri�ons maintenant la ré
iproque : soient don
 x, y, z trois réels tels que xz = 1 et g l'endomorphisme

de E tel que M =





0 x y
0 0 z
0 0 0





soit la matri
e de g dans la base B′
. On a alors :

M2 =





0 0 xz
0 0 0
0 0 0



 = K vu que xz = 1

L'égalité des matri
es représentatives dans une même base donne bien l'égalité d'endomorphismes :

g ◦ g = fa

Exer
i
e 2

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal à 2.

On 
onsidère une épreuve aléatoire pouvant aboutir à 3 résultats di�érents R1, R2 et R3 de probabilités

respe
tives P1, P2 et P3. On a don
 P1+P2+P3 = 1 et on admet que, pour tout i de {1, 2, 3}, 0 < Pi < 1.
On e�e
tue n épreuves indépendantes du type de 
elle dé
rite 
i-dessus.

Pour tout i de {1, 2, 3}, on note Xi la variable aléatoire qui vaut 1 si le résultat numéro i n'est pas

obtenu à l'issue de 
es n épreuves et qui vaut 0 sinon.

On désigne par X la variable aléatoire égale au nombre de résultats qui n'ont pas été obtenus à l'issue

des n épreuves.

1. a) Par dé�nition : 
haque variable aléatoire Xi 
ontribue d'une unité (Xi = 1) au dé
ompte du

nombre d'événements Ri qui ne sont pas sortis au bout de n épreuves, si 
'est le 
as, et n'en a

au
une (Xi = 0) sinon. C'est bien en faisant la somme X = X1+X2+X3 qu'on obtient le nombre

total d'événements Ri qui ne sont toujours pas obtenus au bout de n épreuves.

b) Soit i ∈ {1, 2, 3} : l'événement [Xi = 1] est réalisé si et seulement si l'événement Ri n'est toujours

pas réalisé après n épreuves indépendantes.

Par 
onséquent : P (Xi = 1) = (1− Pi)
n
et P (Xi = 0) = 1− P (Xi = 1) = 1− (1− Pi)

n
sont

les deux probabilités de la loi de Xi.


) La linéarité de l'espéran
e donne tout simplement :

E(X) = E(X1) + E(X2) + E(X3) = (1− P1)
n + (1− P2)

n + (1− P3)
n

puisque Xi, en tant que variable de Bernoulli, a pour espéran
e : E(Xi) = P (Xi = 1).

La suite de 
et exer
i
e 
onsiste à re
her
her les valeurs des réels Pi en lesquelles E(X) admet un

minimum lo
al. Pour 
e faire, on note f la fon
tion dé�nie sur l'ouvert ]0, 1[×]0, 1[ de R
2
par :

f(x, y) = (1− x)n + (1− y)n + (x+ y)n.

2. a) On pose P1 = x et P2 = y : alors puisque P1 + P2 + P3 = 1, on a 1− P3 = x+ y, et en e�et :

E(X) = (1− x)n + (1− y)n + (x+ y)n = f(x, y)
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b) La fon
tion f est de 
lasse C2
sur ]0, 1[×]0, 1[ puisque 
'est une fon
tion polyn�miale en les deux

variables x et y.

1. a) Cal
ul des dérivées partielles d'ordre 1 : pour tout 
ouple (x, y) de ]0, 1[×]0, 1[,

∂1(f)(x, y) = −n(1 − x)n−1 + n(x+ y)n−1
et ∂2(f)(x, y) = −n(1− y)n−1 + n(x+ y)n−1

b) Les points 
ritiques de f sont les solutions sur ]0, 1[×]0, 1[ du système :







∂1(f)(x, y) = 0

∂2(f)(x, y) = 0
⇐⇒







−n(1 − x)n−1 + n(x+ y)n−1 = 0

−n(1 − y)n−1 + n(x+ y)n−1 = 0
⇐⇒







(1− x)n−1 = (x+ y)n−1

(1− y)n−1 = (x+ y)n−1

Or i
i, x et y sont éléments de ]0, 1[, don
 1− x, 1− y et x+ y sont stri
tement positifs : 
omme

la fon
tion puissan
e t 7→ tn−1
est stri
tement 
roissante sur R+, le système est par 
onséquent

équivalent à :







1− x = x+ y

1− y = x+ y
⇐⇒







y = 1− 2x

1− 1 + 2x = x+ 1− 2x
⇐⇒







y = 1− 2x = 1/3

3x = 1 ⇐⇒ x = 1/3

La fon
tion f admet bien un unique point 
ritique, à savoir

(1

3
,
1

3

)

.

2. a) La fon
tion f étant de 
lasse C1
sur ]0, 1[×]0, 1[, son unique point 
ritique est aussi le seul point

de 
e domaine ouvert où elle peut admettre un extrémum lo
al.

Pour le véri�er, f étant de 
lasse C2
sur ]0, 1[×]0, 1[, on y 
al
ule ses dérivées partielles d'ordre

2 ; pour tout 
ouple (x, y) de ]0, 1[×]0, 1[ :

∂2

1,1(f)(x, y) = (n− 1)n(1− x)n−2 + (n− 1)n(x+ y)n−2

∂2

2,2(f)(x, y) = (n− 1)n(1− y)n−2 + (n− 1)n(x+ y)n−2

∂2

1,2(f)(x, y) = (n− 1)n(x+ y)n−2 = ∂2

2,1(f)(x, y) d'après le théorème de S
hwarz

On obtient ainsi, la matri
e hessienne de f au point

(1

3
,
1

3

)

:

H =





∂2
1,1(f)

(

1

3
, 1

3

)

∂2
1,2(f)

(

1

3
, 1

3

)

∂2
2,1(f)

(

1

3
, 1

3

)

∂2
2,2(f)

(

1

3
, 1

3

)



 =





2(n− 1)n
(

2

3

)n−2
(n− 1)n

(

2

3

)n−2

(n− 1)n
(

2

3

)n−2
2(n− 1)n

(

2

3

)n−2





Notons i
i : A = (n − 1)n
(2

3

)n−2
, les valeurs propres de H =

(

2A A

A 2A

)

sont les réels λ tels

que :

H − λ.I2 est non-inversible ⇐⇒ det

(

2A− λ A

A 2A− λ

)

= 0

⇐⇒ (2A− λ)2 − A2 = 0 ⇐⇒ (2A− λ− A)(2A− λ+ A) = 0

⇐⇒ (A− λ)(3A− λ) = 0

Les valeurs propres de H sont sont A et 3A. Or, puisque n > 2 d'après l'énon
é, A = (n −
1)n
(2

3

)n−2
est stri
tement positif, don
 les deux valeurs propres de H sont stri
tement positives :

on en déduit qu'au point

(1

3
,
1

3

)

, la fon
tion f admet un extrémum lo
al, et que 
'est un minimul

lo
al.
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b) Lorsque x = P1 =
1

3
et y = P2 =

1

3
, alors P3 = 1− P1 − P2 =

1

3
aussi, et dans 
e 
as :

E(X) = 3×
(

1− 1

3

)n
=

2n

3n−1

Exer
i
e 3

Soit f la fon
tion dé�nie par :







f(x) = 0 si x < 0

f(x) = xe−
x
2

2
si x > 0

.

1. La fon
tion f est 
ontinue et positive sur ]−∞, 0[ 
omme fon
tion 
onstante nulle, elle est positive

sur [0,+∞[ 
omme produit de deux fon
tions positives (x > 0 et e−x2/2 > 0), et 
ontinue sur ]0,+∞[

omme 
omposée et produit de fon
tions 
ontinues sur 
et intervalle.

La fon
tion f est don
 positive sur R, 
ontinue sur R sauf peut-être en 0 (il n'est pas di�
ile de

véri�er qu'elle l'est).

De plus, pour tout réel A > 0 :

∫ A

0

x.e−x2/2dx =
[

e−x2/2
]A

0

= 1− e−A2/2 −−−−→
A→+∞

1

don
 :

∫

+∞

0

f(x)dx = 1 et

∫

+∞

−∞

f(x)dx =

∫

0

−∞

f(x)dx+

∫

+∞

0

f(x)dx = 0 + 1 = 1,

don
 f est bien une densité de probabilité.

La durée de vie d'un 
ertain 
omposant éle
tronique est une variable aléatoire X dont une densité est f .

2. a) La fon
tion de répartition F de X est dé�nie par : ∀x ∈ R, F (x) =

∫ x

−∞

f(t)dt ;

deux 
as évidents sont à distinguer :

� Si x < 0 :

∫ x

−∞

f(t)dt =

∫ x

−∞

0dt = 0

� Si x > 0 : F (x) =

∫

0

−∞

f(t)dt +

∫ x

0

f(t)dt = 1− e−x2/2
.

b) Il est évident que µ ne peut être négatif vu que F est nulle sur ]−∞, 0[, on 
her
he don
 µ positif

tel que :

P (X 6 µ) = F (µ) =
1

2
⇐⇒ 1−e−µ2/2 =

1

2
⇐⇒ e−µ2/2 =

1

2
⇐⇒ −µ2/2 = − ln(2) ⇐⇒ µ =

√

2 ln(2)

3. On appelle mode de la variable aléatoire X , tout réel x en lequel f atteint son maximum.

La fon
tion f est nulle sur ]−∞, 0], don
 ne peut pas atteindre un maximum sur 
et intervalle.

Sur ]0,+∞[, la fon
tion f est dérivable et :

∀x > 0, f ′(x) = 1.e−x2/2 + x.(−x).e−x2/2 = (1− x2).e−x2/2

Comme pour x > 0 : 1 − x2 > 0 ⇐⇒ x2 < 1 ⇐⇒ x < 1, la fon
tion f est stri
tement


roissante sur ]0, 1], puis stri
tement dé
roissante sur [1,+∞[, don
 admet un unique maximum sur

R en M0 = 1, le mode de X .
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4. a) La variable aléatoire X admet une espéran
e si et seulement si l'intégrale

∫

+∞

−∞

x.f(x)dx est

absolument 
onvergente.

Comme la fon
tion x 7→ x.f(x) est nulle (
ar f l'est) sur ]−∞, 0[ et positive sur [0,+∞[,


ela revient à étudier la 
onvergen
e simple de

∫

+∞

0

x.f(x)dx =

∫

+∞

0

x2.e−x2/2dx.

Or on sait, d'après le 
ours sur la loi normale, que : si Y →֒ N (0, 1), alors Y admet une espéran
e

et une varian
e, valant E(Y ) = 0 et V (Y ) = 1, qui est aussi égale à E(Y 2) d'après la formule de

Koenig-Huygens V (Y ) = E(Y 2)−E(Y )2.

Cela signi�e que l'intégrale :

1√
2π

∫

+∞

−∞

x2.e−x2/2dx est 
onvergente et vaut 1, d'après le théorème

de transfert.

La fon
tion x 7→ x2.e−x2/2
étant paire, on peut don
 é
rire :

∫

+∞

0

x2.e−x2/2dx =
1

2

∫

+∞

−∞

x2.e−x2/2dx =

√
2π

2

On a bien démontré ainsi que X admet une espéran
e, valant E(X) =

√
2π

2
.

b) La variable aléatoire X admet une varian
e si et seulement si elle admet un moment d'ordre 2,

don
 si l'intégrale

∫

+∞

−∞

x2.f(x)dx est absolument 
onvergente, d'après le théorème de transfert.

Comme la fon
tion x 7→ x2.f(x) est nulle sur ] − ∞, 0[ et positive sur [0,+∞[, 
ela revient à

prouver la 
onvergen
e simple de

∫

+∞

0

x2.f(x)dx =

∫

+∞

0

x3.e−x2/2dx.

Soit A un réel stri
tement positif, dans l'intégrale

∫ A

0

x3.e−x2/2dx, on pose :

u(x) = x2 −→ u′(x) = 2x

v′(x) = x.e−x2/2 −→ v(x) = −e−x2/2

Les fon
tions u et v sont de 
lasse C1
sur [0,+∞[, don
 par intégration par parties :

∀A > 0,

∫ A

0

x3.e−x2/2dx =
[

−x2.e−x2/2
]A

0

+ 2

∫ A

0

x.e−x2/2dx = −A2.e−A2/2 + 2.
(

1− e−A2/2
)

Par 
roissan
es 
omparées : lim
A→+∞

−A2.e−A2/2 = 0 = lim
A→+∞

e−A2/2
,

don
 l'intégrale

∫

+∞

0

x3.e−x2/2dx 
onverge et vaut 2.

On en déduit que X admet un moment d'ordre 2 qui vaut E(X2) = 2, et don
 une varian
e qui

vaut, d'après la formule de Koenig-Huygens :

V (X) = E(X2)−E(X)2 = 2− 2π

4
= 2− π

2
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PROBLÈME

Partie 1

On dé�nit la suite réelle (vn)n∈N∗
par : ∀n ∈ N

∗, vn =
n
∑

k=1

1

k
.

1. La fon
tion inverse étant stri
tement dé
roissante sur ]0,+∞[, on peut é
rire :

∀k ∈ N
∗, ∀t ∈ [k, k + 1],

1

k + 1
6

1

t

La fon
tion inverse étant également 
ontinue sur ]0,+∞[, don
 sur [k, k+1] pour tout entier naturel
k non nul, la 
roissan
e de l'intégrale (k < k + 1) donne :

∀k ∈ N
∗,

∫ k+1

k

1

k + 1
dt 6

∫ k+1

k

1

t
dt ⇐⇒ ∀k ∈ N

∗,
1

k + 1
.(k + 1− k) =

1

k + 1
6

∫ k+1

k

dt

t

2. Soit n ∈ N
∗
(et même : n > 2) ; le passage à la somme dans 
ette inégalité lorsque k varie de 1 à

n− 1 donne :

n−1
∑

k=1

1

k + 1
6

n−1
∑

k=1

∫ k+1

k

dt

t
⇐⇒

n
∑

j=2

1

j
6

∫ n

1

dt

t

Par le 
hangement d'indi
e j = k + 1 dans la somme de gau
he, et d'après la relation de Chasles

dans le membre de droite. L'inégalité se réé
rit en
ore :

n
∑

k=1

1

k
− 1 6

[

ln(t)
]n

1

⇐⇒ vn − 1 6 ln(n) ⇐⇒ vn 6 ln(n) + 1

Inégalité valable pour tout entier n > 2, et dont on véri�e fa
ilement qu'elle est aussi vraie pour

n = 1 (
as d'égalité).

Partie 2

1. a) On souhaite i
i démontrer que la suite (un) est bien dé�nie par : u0 = 1 et la relation de ré
urren
e

∀n ∈ N, un+1 = un +
1

un

Soit don
 P(n) : ”un existe et un > 0".

I. P(0) est évidemment vraie.

H. Supposons que pour un 
ertain n ∈ N, un existe et un > 0 :

dans 
e 
as,

1

un
existe et est stri
tement positif : un+1 = un+

1

un
est don
 bien dé�ni et stri
tement

positif (somme de deux réels stri
tement positifs) : ainsi P(n + 1) est vraie si P(n) est vraie.

C. La propriété est initialisée à n = 0, et elle est héréditaire : d'après le théorème de ré
urren
e,

la propriété est don
 vraie pour tout n ∈ N. La suite dans son ensemble est don
 parfaitement

dé�nie, et à termes tous stri
tement positifs.

b) Pour tout entier n ∈ N : un+1 − un =
1

un
> 0 d'après 
e que l'on vient de voir.

La suite (un)n∈N est don
 dé
roissante.
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2. a) Soit k ∈ N quel
onque :

u2

k+1 − u2

k =
(

uk +
1

uk

)2

− u2

k = u2

k + 2 +
1

u2
k

− u2

k = 2 +
1

u2
k

.

b) Soit maintenant n un entier naturel non nul, par sommation de la relation pré
édente pour k
variant de 0 à n− 1, on obtient :

∀n ∈ N
∗,

n−1
∑

k=0

(u2

k+1 − u2

k) =
n−1
∑

k=0

(2 +
1

u2
k

)

soit :

∀n ∈ N
∗, u2

n − u2

0 = 2n+
n−1
∑

k=0

1

u2
k


e qui donne bien la relation demandée par l'énon
é, puisque u0 = 1.


) Pour tout n ∈ N
∗ :

n−1
∑

k=0

1

u2
k

> 0, 
e qui donne bien : ∀n ∈ N
∗, u2

n > 2n+ 1, ou en
ore

(puisque : ∀n ∈ N, un > 0) :
∀n ∈ N

∗, un >
√
2n + 1

par stri
te 
roissan
e de la fon
tion ra
ine 
arrée sur R+.

Comme lim
n+∞

√
2n+ 1 = +∞, on 
on
lut grâ
e au théorème de 
omparaison des limites que :

lim
n→+∞

un = +∞.

3. a) Le résultat pré
édent dit que : ∀k ∈ N
∗, u2

k > 2k + 1 > 0, don
 par inverse :

∀k ∈ N
∗,

1

u2
k

6
1

2k + 1
<

1

2k

Par sommation pour k variant de 1 à n− 1, on obtient l'inégalité :

∀n ∈ N
∗,

n−1
∑

k=1

1

u2
k

6

n−1
∑

k=1

1

2k

Pour faire apparaître u2
n dans le membre de gau
he de l'inégalité, il faut ajouter aux deux

membres : 2n+ 1 +
1

u2
0

= 2n+ 2, 
e qui donne, étant donné que

n−1
∑

k=1

1

2k
=

1

2

n−1
∑

k=1

1

k
=

1

2
vn−1 :

∀n ∈ N
∗, u2

n 6 2n+ 2 +
1

2
.vn−1


e qui est bien la relation demandée par l'énon
é.

b) Comme, d'après la question 2. de la partie 1. : pour tout entier n > 2, vn−1 6 ln(n− 1) + 1, on
a :

2n + 2 +
1

2
vn−1 6 2n+ 2 +

1

2
(ln(n− 1) + 1) = 2n+

5

2
+

1

2
ln(n− 1)


e qui, 
ompte tenu de la relation de la question pré
édente, donne bien :

∀n > 2, u2

n 6 2n+
5

2
+

1

2
ln(n− 1).
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) Les questions 2.c) et 3.b) de 
ette partie permettent ainsi d'é
rire l'en
adrement suivant, vrai pour

tout entier n > 2 :

2n+ 1 6 u2

n 6 2n+
5

2
+

1

2
ln(n− 1)

D'où (division membre à membre par 2n > 0) :

2n+ 1

2n
= 1 +

1

2n
6

u2
n

2n
6 1 +

5

4n
+

ln(n− 1)

4n
.

Or : lim
n→+∞

1 +
1

2n
= 1, et puisque : ∀n > 2, 0 6

ln(n− 1)

n
6

ln(n)

n
(par 
roissan
e de la

fon
tion ln sur R
∗
+) ave
 lim

n→+∞

ln(n)

n
= 0 (
roissan
es 
omparées), on en déduit (par le théorème

d'en
adrement) : lim
n→+∞

ln(n− 1)

n
= 0.

Ainsi, lim
n→+∞

1 +
5

4n
+

ln(n− 1)

4n
= 1 + 0 + 0 = 1.

Le théorème d'en
adrement permet ainsi de 
on
lure que la suite

(

u2
n

2n

)

est 
onvergente, et que

lim
n→+∞

u2
n

2n
= 1.

Comme la fon
tion x 7→ √
x est 
ontinue en 1, on en déduit : lim

n→+∞

√

u2
n

2n
=

√
1, soit

(

√

u2
n = |un| = un 
ar un > 0) : lim

n→+∞

un√
2n

= 1, 
e qui exprime que un est équivalent à

√
2n :

un ∼
n→+∞

√
2n.

Partie 3

1.1 fun
tion y=suite(n)

2 u=1

3 for i=1:n

4 u = u+1/u

5 end

6 y=u

7 endfun
tion

2. a)1 u=1; n=0;

2 while u < 100

3 u = u+1/u

4 n = n+1

5 end

6 disp(n)

À l'exé
ution, le programme renvoie la valeur n = 4998, 
e qu'on ne pouvait pas véri�er sans la

ma
hine, et justi�e don
 l'étude 
i-dessous !

b) On donne ln(2) < 0, 70 et ln(5) < 1, 61.

D'après les propriétés du logarithme népérien, et puisque 5000 = 5× (10)3 = 54 × 23 :

ln(5000) = ln(54) + ln(23) = 4 ln(5) + 3 ln(2) < 4× 1, 61 + 3× 0, 70 = 8, 54
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) si n 6 4995 : d'après la question 3.b) de la Partie 2., on a alors :

u2
n 6 u2

4995 (
ar la suite (un) est 
roissante et positive), et

u4995 6 2× 4995 + 2, 5 + 0, 5. ln(4994) 6 9992, 5 + 0, 5. ln(5000)


ar la fon
tion ln est stri
tement 
roissante sur ]0,+∞[, 
e qui donne :

si n 6 4995, alors u2
n 6 9992, 5 + 4, 27 = 9996, 77 < 10000, 
e qui implique : un < 100.

Don
 , pour avoir un > 100, puisque la suite est 
roissante, il faut que n soit supérieur à 4995.

Maintenant, pour n = 5000 : u5000 >
√
2.5000 + 1 >

√
10000 = 100.

Don
 le premier entier tel que un > 100 est au plus égale à n = 5000.

On peut don
 a�rmer que l'entier n 
her
hé est 
ompris entre 4995 et 5000.
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