MATHEMATIQUES - Edhec E 2003

Proposition de corrigé par David Meneu

7 V>
Lycée Champollion - Grenoble, pour Mw ’a/t/-/ /2/7/9&/

EXERCICE 1
el/x
Soit f la fonction définie sur R* par:  f(x) = o

1. a) Pour tout entier n > 1, et pour tout réel A >

1
/ fla / (— ?)el/zdx _ [el/z]: — e/ /A

lim €4 = lim e¥ =¢% =1 par continuité de exp en 0.
A—+oc0 X0t
A 400
Donc Alim / f(z)dz = e¥/™ —1, ce qui prouve que I,, = / f(x)dx converge et vaut e'/™ — 1.
—+00 n n
.1 e i i 1/ 1
b) lim — =0, donc selon 'équivalent classique : e — 1z, on a bien: [, =e'/" -1 ~ —.
n—-+00 7 0 n—+oo N
et/n 1
2. Pour tout entier n € N* : w, = f(n) = 5 oun: VYneN, —<1= el/m L e par croissance de
n n
exp sur R.
. . e
Ainsi:  Vn € N* O<f(n)<ﬁ.
e
La série de terme général — = e X — est convergente comme série de Riemann de parameétre
n n

a=2>1 (aun facteur pres).
Le théoréme de comparaison des séries & termes positifs affirme alors que la série de terme général
u, = f(n) est convergente.
3. a) L’idée dans cette question, est de faire le lien entre série et intégrale en découpant I'intégrale par
segments de longueur 1.

Pour tout entier N > n, on peut écrire :

k+1
/ f(z)dxr = Z/ d’aprés la relation de Chasles.

1/x

. 1 .
La fonction f: x — —.e'/* est dérivable sur R** avec :
x

2 1/x 1 1 1/x 2 1 1/x
Ve >0, fl(z)= — 3 /= 4 ?.(—ﬁ)e /2 — (—; - ?) T <0,
donc f est strictement décroissante sur |0; +oo[. Ainsi :
Vk>n, Yo e [k,k+1], f(k) > f(x) > f(k+1), donc :
k+1
Vk>n, f(k).(k+1—k)> f(z)dz > f(k+1)(k+1—k) d’aprés l'inégalité de la moyenne,
k



[ étant continue sur R™ (ou la croissance de 'intégrale, avec k < k + 1).

Par passage a la somme pour k variant de n & N — 1, pour tout entier N > n :

N-1 N-1 k+1 N-1
HOEDS > fle+1)
k=n k=n 7k k=n
N-1 N N
= Zuk>/ f(z)dz > Z u;
k=n n Jj=n+1
La série et 'intégrale convergent, on peut donc passer a la limite dans ces inégalités
l/n
quand N — 400, ce qui donne bien : Vk € N*, Z U < Z Uy +
k=n+1 k=n+1

b) La double inégalité précédente peut aussi s’écrire :

VTLGN* Z U, <

k=n+1

1
L’équivalence : I, ~ — obtenue en 1.b), améne alors naturellement & montrer qu'’il en est de méme
n
“+oo

1
pour Z uy, ; pour le voir, on divise les trois membres par — (¢’est-a-dire qu’on les multiplie par
k=n+1 n
n) :
el/n +oo
Vn e N, nl, — <n Zukgnln
n
k=n+1
el/n
Puisque lim nl, =1, et que lim = 0 par quotient ( lim e'/" =¢® =1) :
n—-+4oo n—+oo M n—-+oo
le théoréeme d’encadrement affirme alors que lim n x Z up = 1, soit : Z Up ~ )
n—-+o0o n—+oo 1N
k=n-+1 k=n+1
EXERCICE 2

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel non nul.

osizel0,1
1. Soit f, la fonction définie par: f,(x) = {nx S% z €0, ]
0 sinon

La fonction f, est clairement positive sur [0,1] (n € N* et x est positif sur cet intervalle), donc
sur R puisqu’elle est nulle ailleurs. Cette fonction est également continue sur |0, 1] comme fonction
monome, et sur | — 0o, 0[ et |1, +00[ comme fonction constante nulle ; finalement, f est continue sur
R sauf peut-étre en un nombre fini de points, a savoir 0 et 1. De plus :

+o00 0 1 +o00 1
/ fo(z)de = / Odz +/ na" 'dz + / Odz =0+ [:pn] +0=1
[eS) —00 0 1 0

donc f,, est bien une densité de probabilité.

2. On considére une variable aléatoire réelle X,, qui admet f,, pour densité : on dit alors que X, suit la
loi monéme d’ordre n.



1 sizel0,1]

0 s correspond & la une densité de la loi uniforme
sinon

a) Lorsquen =1, f1:

sur [0, 1], que suit donc la v.a.r. Xj.

b) Soit un entier n > 2; la variable aléatoire X,, a pour univers-image [0, 1], donc on peut déja
déterminer que :

e Vx €] —00,0], F,(z) =0 et

e Vx € [l,4o00], Fo(z) =1

T 0 T a:
e Pour tout x € [0,1] :  F,(z) = / fu(t)dt = / 0dt —i—/ nt" At =0+ [t”] ="
—0o0 —00 0 0

+0o0
La variable aléatoire X, admet une espérance si et seulement si l'intégrale / z. fn(x)dx est

—00

absolument convergente.

Comme f,, est positive sur [0, 1], et nulle en-dehors de cette intervalle, cela revient a calculer :

1 1 pntl 1
/ znx" ldr = n/ x'dr =n [ } ,
0 0 n + 1 0

n
donc X,, admet une espérance qui vaut :  E(X,) = T
n
De méme, X,, admet un moment d’ordre 2 qui vaut :
1 1 xn—i—? 1 n
E(X?) = / 2 nz" e = n/ "My =n =
0 0 n+2|, n+2

Pour finir, X,, admet donc une variance, donnée par la formule de Koenig-Huygens :

n 7’L2 n

" n+2 (n+1)? (m+2)(n+1)?

V(X,) = BE(X;) - E(X,)*

3. On considére deux variables aléatoires U,, et V;, suivant la loi monéme d’ordre n (n > 2), indépen-
dantes, c’est-a-dire qu’elles vérifient en particulier I’égalité suivante :

Vr € R, P([Un <z|N[V, < SL’]) = PU, <) x P(V, < x).

On pose M,, = sup(U,, V,,).
a) On sait classiquement écrire : Vo € R, [M,, < z| = [U, < 2] N[V,, < 2| puisque le maximum de
deux réels est inférieur a x, si et seulement si les deuz réels le sont.

b) Le fait que U, et V,, soient indépendantes et de méme loi monéme d’ordre n permet alors de finir
le calcul de la fonction de répartition de M, :
Ve € R, Fy, (x) = P([U, < z|N [V, <z]) = PU, <x)x P(V, <x)
= [F(a)) puisque U,, et V,, suivent la méme loi
0 siz€]—o00,0]
=<2 sixel0,1]
1 sixze[l,4o0]

On reconnait ici la fonction de répartition d’une loi mondéme d’ordre 2n : c’est donc la loi
suivie par M, qui est ainsi une variable aléatoire & densité.



Une densité de M, est alors, sans calcul, définie par :

0 sixzé¢]0,1]
2nz®"~ ! six e |0,1]

Ve e R, fu, () = {

2n
o+ 17
¢) On pose T,, = inf(U,, V;,). Il est évident que : M, + T,, = U, + V,,, la somme du plus grand et
du plus petit de deux réels, est toujours égale a la simple somme de ces deux réels!

On en déduit en particulier que :  E(M,,)

On en déduit : T, =U, +V,, — M,, donc par linéarité de ’espérance, T;,, admet, une espérance
qui vaut

n 2n 2n?

E(T) = B(Un) + EWVa) = BE(Ma) =207 = 5 20 = G D @nt 1)

EXERCICE 3

1. La facon la plus simple de répondre a cette question est un tableau de signes :
" —1>0 < e*>1 < z>0,dou:

x -0 = 0 + +o
e —1 - 0 +
X
—1
‘ + +
X
e’ —1
Donc, en effet : Vo € R*, > 0.

f(a:):ln(e ;1) siz#0

On définit donc bien une fonction f sur R par :

T

2. La fonction z — est continue sur | — oo; 0[ et ]0; +00[, comme quotient de fonctions continues

T
sur ces deux intervalles, ot le dénominateur ne s’annule pas.

Le tableau de la question 1. montre de plus que, pour x € R*, cette fonction est a valeurs dans
]0; +00[, domaine ot la fonction In est continue : par composition de fonctions continues, la fonction
f est donc continue sur | — oo; 0[ et sur |0; +o00].

T

Vérifions alors que f est continue en 0 : on sait que lin% = 1 (limite classique), et par
r—r €T

continuité de Inen 1 : )lfiml In(X) =In(1) = 0, ce qui donne par composée :
%

lirr(l] f(z) = 0= f(0), et prouve que la fonction f est continue en 0.
T—

Finalement, la fonction f est bien continue sur R.

3. Selon des arguments similaires, la fonction f est de classe C! sur |—oo; 0] et ]0; +-00[, comme composée

r—1

de fonctions de classe C, et pour tout = # 0 : f/(z) = In(u(z)) avec u(x) = < :
x

e“.x— (e —1).1
u' () 2 xe® —e” +1 x ze® —e +1
d . Ve eR* f(x) = — z _ _
one \ /@) u(x) e’ — 1 x? A z(e* — 1)
x



4. a)

5. a)

2
Le développement limité a l'ordre 2de e* en 0: e*=1+4+z+ % + o(z?) redonne :
e —l=z+o0(x) < " —1 ~ T, donc z(e” — 1) rov:cQ, et aussi :

2 2
1

xe® —e +1 :x(1+x+%+o(x2))—1—x—%+0(x2)+1 = §x2+0(:p2), soit :

ze® —e® +1  1a?

x(e*—1) o a2

par compatibilité de I’équivalence avec le quotient, ce qui se réécrit :

1
ze® —e® + 1~ =22 dou :
0 2

1 1
f'(x) ~ =, qui exprime bien que lim f'(x) = —.
0 2 z—0 2
Le théoréme employé ici n’est plus explicitement au programme de la section ECE...
1
On sait que f est continue sur R, de classe C* sur R* et que lir% fl(z) = 7
T—
le théoréeme de prolongement de la dérivée assure alors que :  f est de classe C! sur R, en
1
particulier dérivable en 0 avec f'(0) = 5

Dans I’esprit strict du nouveau programme, il faudrait d’abord montrer que f est dérivable en 0 et

que f'(0) = 3 (ce qu’on obtiendrait assez facilement en écrivant un DL en 0 a 'ordre 1 de f(x)),
1
puis on vérifierait comme ci-dessus que lir% fl(z) = 3= f'(0), ce qui prouverait la continuité de
T—
f" en 0... Une étape de plus, donc!

Soit ¢ la fonction définie sur R par:  g(x) = ze® —e* + 1.
C’est une fonction dérivable sur R, et :  Vz € R, ¢'(z) = e + ze” — e” + 0 = ze”.

Comme e” > 0 pour tout € R, ¢'(z) est du signe de x, ce qui permet d’en déduire les variations
de g :

z | —o0 +00
9'(z) - +
g \g\(o) i /

D’aprés les variations de g, cette fonction admet un minimum en x = 0 qui vaut
g(0)=0.e"—e"+1=—-141=0,donc:Vz €R, g(z) >0, et méme : ¢'(x) > 0 pour z # 0.

x
Comme : Vz € R*, f'(z) = %, le signe de f’(z) est celui de z.(e* — 1).
r(e® —
Or le tableau de signe de la question 1. ou on aurait pu raisonner sur le produit plutot que sur le
quotient, montre que : Vo € R*, z(e® — 1) > 0.
La fonction f est done strictement croissante sur | — oo; 0[ et sur |0; +o00].

Comme elle est continue sur R, on peut méme dire qu’elle est strictement croissante sur R.

e’ —1 e’ 1 ) e’ ) . .

= — — —,avec : lim — = 0 par croissances comparées, et lim — = 0.
i €T X T—+400 I z—+oco T

x

Pour z > 0 :

Ainsi @ lim = 400, et comme lim In(X) =400 : lim f(z) = 4+oco par composée de

T—400 X X—4o00 r——+00
limites.
: . .oet—1 n :
lim e =1 =0—-1 = —1, donc : lim = 0". Comme lim In(X) = —oo, alors
r——00 r——00 €T X—0t+
lim f(z)= —oo par composée.
T——00



f'(@) + +

On considére a présent la suite (u,) définie par la donnée de son premier terme ug > 0 et par la
relation, valable pour tout entier naturel n :  wu, 1 = f(uy).

6. On raisonne par récurrence; soit pour n € N, P(n) : "u, > 0"
P(0) est vraie par définition de wup.
Supposons P(n) vraie pour un certain n € N :
u, > 0, donc par stricte croissance de f sur R :
f(un) > f(0) <= wuu41 >0, et la propriété est héréditaire.

La propriété est initialisée et héréditaire : elle est donc vraie pour tout n € N, d’apreés le principe
de récurrence.

7. a) Pour tout x € R* :

ce qui est bien : Vz € R*, f(—z) = f(z) — x.

Remarque : il faut aussi le vérifier pour z =0! f(0) —0 =0 = f(—0), donc la relation est vraie
pour tout x € R.

Attention a n’utiliser que des opérations licites, valables pour tout réel non nul z dans les calculs!
b) D’aprés la relation précédente, le signe de f(z) — x est donc, sur R, celui de f(—z).

Comme x > 0: —x < 0et f(—z) <0 d’aprés le tableau des variations de f.

Ainsi :  Vz e RY, f(z) —2 <0.

¢) Pour tout n € N:  w,yq —u, = f(u,) — u,. On sait que :  Vn € N, w, >0 (q.5.), donc vu le
résultat précédent : Vn € N, f(u,) —u, <0 <= Vn € N, g < uy,

ce qui prouve que (u;,) est une suite (strictement) décroissante.

8. La suite (u,) est donc strictement décroissante, et minorée par 0 : c’est une suite convergente de
limite ¢ > 0, d’apreés le théoréme de la limite monotone.

De plus, comme :  Vn € N, wu,.1 = f(u,), avec f continue sur R, on sait que la limite ¢ de cette
suite est un point fixe de f, solution de I’équation :

flz) —x=0 < f(—r)=0 <= —x =0 <= z =0, toujours d’aprés I'étude de f!

Le seul point fixe (positif) de f étant 0, on peut conclure :

lim u, =0.
n—-+o0o

9. L’algorithme est trés classique, on définit préalablement la fonction f :



10

11

12

13

14

function y=f(x)

if x==0 then
y:
else
y=log((exp(x)-1)/x)
end

endfunction

while u > le-

u = f(u)
n = nt

end
disp(n)

A Dexécution, 'algorithme rend : n = 11, premiére valeur de I’entier n tel que w, < 1073.

PROBLEME

Un joueur participe & un jeu se déroulant en plusieurs parties. Ses observations lui permettent d’affirmer

que :

2

* s’il gagne deux parties consécutives, alors il gagne la prochaine avec la probabilité 3
* s’il perd une partie et gagne la suivante, alors il gagne la prochaine avec la probabilité 7
1
* s’il gagne une partie et perd la suivante, alors il gagne la prochaine avec la probabilité 7

* s'il perd deux parties consécutives, alors il gagne la prochaine avec la probabilité 3

Pour tout entier naturel n non nul, on note A, I’événement : « le joueur gagne la n-iéme partie ».
De plus, pour tout entier naturel supérieur ou égal a 2, on pose :

En:AnflﬂAn; Fn:AnflmAna Gn:AnflﬂA_na Hn:AnflﬂA_n-

1. a) On utilise la formule des probabilités totales avec ce systéme complet, pour calculer :

P(Eny1) = P(Epy1 N Ey) 4 P(Epyy O Fy) + P(Enyt N Gy) + P(Eniy N H,).

En+1 N En = An N An+1 N An—l N An = En N An+1,
En+1 N Fn L — An N An+1 N An,1 N An - Fn N An+1

et B, est clairement incompatible des événements H,, et G,, pour lesquels A,, doit étre réalisé,
d’ott :
P(Ep+1) = P(En 0 Apyr) + P(Fu N Ang) = P(Ey) X P, (Ang1) + P(F,) X Pp,(Anta)
2 1

= gP(En) + §P(Fn)

d’apres les données de 1’énoncé.



b) Avec le méme systéme complet, on a aussi :
P(F,41) = P(Foy1NE,)+ P(FaNF,)+ P(F,1NG,) + P(Fu N H,y)

oil cette fois, Fl,.1 = A, N A,4, est incompatible avec E, et F,, et F,i1 NG, = G, N Appy,
Fn+1 N Hn = Hn N An+1, d’ou :

1

P(G,)+ -.P(H,)

1
P(Fn—f—l) = P(Gn) X PGn(An-H) + P(Hn) X PHn(An—f—l) = 5 3

P(Gpi1) = P(Ghyi NE,) + P(Gria NE,) + P(Gryit NGy) + P(Gryr N Hy)

ou Gy = A, N A, est incompatible avec G,, et H,,
et Gn+1 N En = An—l N An N An-‘,—l = En N An—l—la Gn+1 N Fn = Fn N An+1, et

P(Gui1) = P(Ey) x Pa, (A1) + P(E,) x Pr, (Arr)

— P(E,) x (1 = Py, (Ans1)) + P(F,) x (1 — Pr, (Aps1)) = %.P(En) + %.P(Fn)

On obtient de méme que :

P(H,1) = %.P(Gn) + %.P(Hn).
c¢) Les relations qu’on vient d’établir prouvent effectivement que :
P(E,+1) P(E,) 2/3 1/2 0 0
Yn>2 U,y = 5((5::3 = Mx 5((52)) ,s0it Uy, 1 = MU, avec M = 193 1(;2 1(/)2 163
P(Hpy1) P(H,) 0 0 1/2 2/3
2. a) Le calcul matriciel prouve qu’avec les matrices P et ¢ données par 1’énoncé :
10 0 0 0
PQ = 01000 soit : PQ = 10.I; <= P(L.Q) = I,, et on sait qu'une telle relation
0 0 10 0 |’ ' ' 10° ’
0 0 0 10

prouve que P est inversible, d’inverse P~} = %.Q, sans calcul supplémentaire...
b) On note Cy, Cy, C3, Cy les colonnes de la matrice P. Les calculs matriciels donnent :

-1/3 1/6
231 1 | -1/6] 1
MC, = —2/3 ——g.Cl, MCy = “1/6 —6.02
1/3 1/6
3/2 3
-2 1 2
MCs = 1/2 —5.03, MCy = 9 =CYy
—3/2 3
1 1 1
Tous ces calculs prouvent que les réels ~3' 8 3 et 1 sont valeurs propres de M, de vecteurs

propres respectifs Cy, Csy, Cs et Cy.

¢) On dispose donc de 4 valeurs propres distinctes pour la matrice M d’ordre 4 : elle est donc
diagonalisable, et les colonnes de P forment une base de vecteurs propres pour M, de sorte que
la formule de changement de base donne :

~1/3 0 0 0
B 0 o | o 156 0 0
M=PDP™, on D=| 7 g
o 0 0 1

Dans toute la suite, on suppose que le joueur a gagné les deux premiéres parties.



3. a)

Un grand classique : puisque M = PDP~!, on prouve proprement que :
vn €N, M" = PD"P™!

en rédigeant une récurrence sur n.

Pour n = 0 : M° = I (et pas 1!!!), et PD°P~! = P,P~' = PP~1 = [, = M°, donc la
propriété est initialisée.

Supposons la propriété vraie pour un certain entier n, et montrons qu’elle est alors vraie au
rang n+ 1 :

on écrit :

M = M" x M = PD"P~' x PDP~!
=PD"x I, x DP~'=PD"DP™!
= pp"tip!

ce qui est la relation attendue.

La propriété est donc initialisée a 0 et est héréditaire : d’apres le principe de récurrence, elle
est donc vraie pour tout n € N.

On ne se lasse jamais de rédiger des grands classiques...
Prouvons par récurrence que : Vn > 2, U, = M"2.U,.
Pour n =2 : M*2.Uy, = M°.U, = I,.Uy = Us, donc la propriété est vraie au rang n = 2.

Supposons la propriété vraie pour un certain rang n > 2. Prouvons alors qu’au rang suivant :
Un+1 = Mn+1—2.U2 = Mn_l.Ug.

On sait bien sur depuis 1.c) que : U,y = MU,, donc U,y = M x M" 72Uy = M 1U,.

La propriété est donc initialisée a 2 et est héréditaire : d’apres le principe de récurrence, elle
est donc vraie pour tout entier n > 2.

Le calcul matriciel de M™ = PD"P~! permet d’obtenir ’expression de M", puisque :

(—=1/3)" 0 0 0
no_ o (/6" 0 0 " o L
Vn € N, D" = 0 0 (/20 o | propriété des matrices diagonales a toujours
0 0 0 1
rappeler! De plus P~! = -Q et M" = L. PD"Q.
(= 2@ 6.3k x
2. —%)"—2 T—2.(3)"+2  x %k %

On obtient concrétement et apres calculs : M"™ = —.

seule la premiére colonne est explicitée. Il est logique de ne pas calculer tous les autres coefficients,
puisqu’on écrit maintenant :

vn =2, U, =M"2Uyon U, = , et le produit matriciel M"~2.U, ne demande

o O O

P(Hy)

que la connaissance de cette premiére colonne.



En fait : Vn > 2, [
2= = 2.3) 2 4 2.(5)" % + 2
(PHR) = [(=5) 72 4 2.5 = 6.3)" 2 + 3]

on se contente de reprendre la premiére colonne de M" 2 (attention donc au décalage d’indice
dans 'exposant).

1 1 1

d) Comme ~3 5 et 5 sont des réels de 'intervalle | — 1; 1], alors :

. I\n : I\n—2 . . I\n-2 . 1\n—2
nginoo ( — g) =0= nglfoo ( — g) , et de méme : nginoo (6) =0= nEI—Poo (5) ,
comme limites de suites géométriques.

Les expressions obtenues a la question précédente donnent effectivement :
im P(E,)=—: lim P(F)=—: lim P(Gy)=—: lim P(H,)=—.
n—-4oo 1 n—r—+00 10 n——+00 10 n—+4o0 10

4. Pour tout entier naturel £ non nul, on note X la variable aléatoire qui vaut 1 si le joueur gagne la
ke partie, et qui vaut 0 sinon (X; et X5 sont done des variables certaines).

a) Soit un entier £ > 2 : si on veut seulement que la k-iéme partie soit gagnée (événement A; =
[ X% = 1]), la k — 1-iéme partie peut étre gagnée ou perdue, c¢’est-a-dire que :

Ak - (Ak,1 U Akfl) N Ak = (Ak,1 N Ak) U (Ak—l N Ak:) - Ek U Fk

b) Comme les événements Ej et Fj sont incompatibles :

1 1 ke 1
Vk>2, P(Xy=1)=P(E,UF,) = P(E,)+ P(F,) :1—0.[(—5)’“ ra(3)" 2+5}
1 1 lik—2 2 1 k-2
“3twlrs) 50
. =1 oo Lk 2N
Bt: PX=0=1-PX=1)=3;-(-3) 5(2) .

5. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on note S, la variable aléatoire égale au nombre de
parties gagnées par le joueur lors des n premiéres parties.

a) Pour n = 2 (deux parties en tout) :
[Sy = 2] = A; N Ay = E; qui est Pévénement certain, donc P(Sy = 2) = 1.

Pour n = 3 :

— — 1
[53:2] :AlmAQQAg et P(SQ,:Q):P<A1ﬂA2).PAlmA2(A3): 1(1—PE2(A3)) :g

Sin>3,[S,=2=4NANA;NAN---NA,, et
~——

=F>

P(Sn - 2) = P(E2) X PEz (A_3) X PAmAQOAT,(A_@ AERRIN PAmAgm---mmmm(A_n)

zlx(l—g)x%x(l—%)x---x(1—%)2%.(%) i

b) L’événement [S,, = n] est réalisé si et seulement si les n parties jouées ont toutes été gagnées.
Ainsi :
[Sp=n]=A1NANA;N---NA,et

P(Sn = TL) = P(A1 N Ag) X PA10A2(A3) X - X PAlﬁ...ﬁAnil(An)
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c¢) La relation qui lie le nombre de parties gagnées en n parties, et les variables de Bernoulli associées

est : .
k=1

La linéarité de ’espérance donne :
E(S)) =) E(Xy)=)» P(X,=1)
k=1 k=1

=P(A) + Z P(Ay) ou P(A;) =1 (puisque les deux premiéres parties jouées sont gagnées)
k=2

n n n n—2 n—2
1 1 4 1 1 1 1. 221 1
Sl — S (=) S ST D)k C e = S (Y 4SS Y A (=24 1).=
T 29 T @3 +IOZ< )ty G+ —2+1)5
k=2 k=2 k=2 ]:O ]:0
11— (=1/3)m2 21— (1/2)" 2 p_1
PP Sl Gt V55) 42,1207 n
107 1-(—1/3) 5 1-(1/2) 2
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