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Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Exer
i
e 1

Soit f la fon
tion dé�nie sur R
∗
par : f(x) =

e1/x

x2
.

1. a) Pour tout entier n > 1, et pour tout réel A > n :

∫ A

n

f(x)dx = −

∫ A

n

(−
1

x2
)e1/xdx = −

[
e1/x

]A

n
= e1/n − e1/A

lim
A→+∞

e1/A = lim
X→0+

eX = e0 = 1 par 
ontinuité de exp en 0.

Don
 lim
A→+∞

∫ A

n

f(x)dx = e1/n−1, 
e qui prouve que In =

∫
+∞

n

f(x)dx 
onverge et vaut e1/n−1.

b) lim
n→+∞

1

n
= 0, don
 selon l'équivalent 
lassique : ex − 1x

0
, on a bien : In = e1/n − 1 ∼

n→+∞

1

n
.

2. Pour tout entier n ∈ N
∗ : un = f(n) =

e1/n

n2
où : ∀n ∈ N

∗,
1

n
6 1 =⇒ e1/n 6 e par 
roissan
e de

exp sur R.

Ainsi : ∀n ∈ N
∗, 0 < f(n) 6

e

n2
.

La série de terme général

e

n2
= e ×

1

n2
est 
onvergente 
omme série de Riemann de paramètre

α = 2 > 1 (à un fa
teur près).

Le théorème de 
omparaison des séries à termes positifs a�rme alors que la série de terme général

un = f(n) est 
onvergente.

3. a) L'idée dans 
ette question, est de faire le lien entre série et intégrale en dé
oupant l'intégrale par

segments de longueur 1.

Pour tout entier N > n, on peut é
rire :

∫ N

n

f(x)dx =
N−1∑

k=n

∫ k+1

k

f(x)dx d'après la relation de Chasles.

La fon
tion f : x 7→
1

x2
.e1/x est dérivable sur R

+∗
ave
 :

∀x > 0, f ′(x) = −
2

x3
.e1/x +

1

x2
.(−

1

x2
)e1/x = (−

2

x3
−

1

x4
)e1/x < 0,

don
 f est stri
tement dé
roissante sur ]0; +∞[. Ainsi :

∀k > n, ∀x ∈ [k, k + 1], f(k) > f(x) > f(k + 1), don
 :

∀k > n, f(k).(k+1−k) >

∫ k+1

k

f(x)dx > f(k+1)(k+1−k) d'après l'inégalité de la moyenne,
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f étant 
ontinue sur R
+∗

(ou la 
roissan
e de l'intégrale, ave
 k 6 k + 1).

Par passage à la somme pour k variant de n à N − 1, pour tout entier N > n :

N−1∑

k=n

f(k) >
N−1∑

k=n

∫ k+1

k

f(x)dx >

N−1∑

k=n

f(k + 1)

⇐⇒

N−1∑

k=n

uk >

∫ N

n

f(x)dx >

N∑

j=n+1

uj

La série et l'intégrale 
onvergent, on peut don
 passer à la limite dans 
es inégalités

quand N → +∞, 
e qui donne bien : ∀k ∈ N
∗,

+∞∑

k=n+1

uk 6 In 6

+∞∑

k=n+1

uk +
e1/n

n2

b) La double inégalité pré
édente peut aussi s'é
rire :

∀n ∈ N
∗, In −

e1/n

n2
6

+∞∑

k=n+1

uk 6 In

L'équivalen
e : In ∼
1

n
obtenue en 1.b), amène alors naturellement à montrer qu'il en est de même

pour

+∞∑

k=n+1

uk ; pour le voir, on divise les trois membres par

1

n
(
'est-à-dire qu'on les multiplie par

n) :

∀n ∈ N
∗, nIn −

e1/n

n
6 n.

+∞∑

k=n+1

uk 6 nIn

Puisque lim
n→+∞

nIn = 1, et que lim
n→+∞

e1/n

n
= 0 par quotient ( lim

n→+∞

e1/n = e0 = 1) :

le théorème d'en
adrement a�rme alors que lim
n→+∞

n×

+∞∑

k=n+1

uk = 1, soit :
+∞∑

k=n+1

uk ∼
n→+∞

1

n
.

Exer
i
e 2

Dans 
et exer
i
e, n désigne un entier naturel non nul.

1. Soit fn la fon
tion dé�nie par : fn(x) =

{

nxn−1
si x ∈ [0, 1]

0 sinon

.

La fon
tion fn est 
lairement positive sur [0, 1] (n ∈ N
∗
et x est positif sur 
et intervalle), don


sur R puisqu'elle est nulle ailleurs. Cette fon
tion est également 
ontinue sur ]0, 1[ 
omme fon
tion

mon�me, et sur ]−∞, 0[ et ]1,+∞[ 
omme fon
tion 
onstante nulle ; �nalement, f est 
ontinue sur

R sauf peut-être en un nombre �ni de points, à savoir 0 et 1. De plus :

∫
+∞

∞

fn(x)dx =

∫
0

−∞

0dx+

∫
1

0

nxn−1dx+

∫
+∞

1

0dx = 0 +
[

xn
]1

0

+ 0 = 1

don
 fn est bien une densité de probabilité.

2. On 
onsidère une variable aléatoire réelle Xn qui admet fn pour densité : on dit alors que Xn suit la

loi mon�me d'ordre n.
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a) Lorsque n = 1, f1 : x 7→

{

1 si x ∈ [0, 1]

0 sinon


orrespond à la une densité de la loi uniforme

sur [0, 1], que suit don
 la v.a.r. X1.

b) Soit un entier n > 2 ; la variable aléatoire Xn a pour univers-image [0, 1], don
 on peut déjà

déterminer que :

� ∀x ∈]−∞, 0], Fn(x) = 0 et

� ∀x ∈ [1,+∞[, Fn(x) = 1

� Pour tout x ∈ [0, 1] : Fn(x) =

∫ x

−∞

fn(t)dt =

∫
0

−∞

0dt+

∫ x

0

n.tn−1dt = 0 +
[

tn
]x

0

= xn

La variable aléatoire Xn admet une espéran
e si et seulement si l'intégrale

∫
+∞

−∞

x.fn(x)dx est

absolument 
onvergente.

Comme fn est positive sur [0, 1], et nulle en-dehors de 
ette intervalle, 
ela revient à 
al
uler :

∫
1

0

x.nxn−1dx = n

∫
1

0

xndx = n

[
xn+1

n + 1

]1

0

,

don
 Xn admet une espéran
e qui vaut : E(Xn) =
n

n+ 1
.

De même, Xn admet un moment d'ordre 2 qui vaut :

E(X2

n) =

∫
1

0

x2.nxn−1dx = n

∫
1

0

xn+1dx = n

[
xn+2

n+ 2

]1

0

=
n

n+ 2

Pour �nir, Xn admet don
 une varian
e, donnée par la formule de Koenig-Huygens :

V (Xn) = E(X2

n)− E(Xn)
2 =

n

n + 2
−

n2

(n+ 1)2
=

n

(n+ 2)(n+ 1)2

3. On 
onsidère deux variables aléatoires Un et Vn suivant la loi mon�me d'ordre n (n > 2), indépen-
dantes, 
'est-à-dire qu'elles véri�ent en parti
ulier l'égalité suivante :

∀x ∈ R, P
(
[Un 6 x] ∩ [Vn 6 x]

)
= P (Un 6 x)× P (Vn 6 x).

On pose Mn = sup(Un, Vn).

a) On sait 
lassiquement é
rire : ∀x ∈ R, [Mn 6 x] = [Un 6 x]∩ [Vn 6 x] puisque le maximum de

deux réels est inférieur à x, si et seulement si les deux réels le sont.

b) Le fait que Un et Vn soient indépendantes et de même loi mon�me d'ordre n permet alors de �nir

le 
al
ul de la fon
tion de répartition de Mn :

∀x ∈ R, FMn
(x) = P ([Un 6 x] ∩ [Vn 6 x]) = P (Un 6 x)× P (Vn 6 x)

= [Fn(x)]
2

puisque Un et Vn suivent la même loi

=







0 si x ∈]−∞, 0]

x2n
si x ∈ [0, 1]

1 si x ∈ [1,+∞[

On re
onnaît i
i la fon
tion de répartition d'une loi mon�me d'ordre 2n : 
'est don
 la loi

suivie par Mn, qui est ainsi une variable aléatoire à densité.
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Une densité de Mn est alors, sans 
al
ul, dé�nie par :

∀x ∈ R, fMn
(x) =

{

0 si x /∈ [0, 1]

2nx2n−1
si x ∈ [0, 1]

On en déduit en parti
ulier que : E(Mn) =
2n

2n+ 1
.


) On pose Tn = inf(Un, Vn). Il est évident que : Mn + Tn = Un + Vn, la somme du plus grand et

du plus petit de deux réels, est toujours égale à la simple somme de 
es deux réels !

On en déduit : Tn = Un + Vn −Mn, don
 par linéarité de l'espéran
e, Tn admet une espéran
e

qui vaut

E(Tn) = E(Un) + E(Vn)−E(Mn) = 2
n

n+ 1
−

2n

2n + 1
=

2n2

(n+ 1)(2n+ 1)

Exer
i
e 3

1. La façon la plus simple de répondre à 
ette question est un tableau de signes :

ex − 1 > 0 ⇐⇒ ex > 1 ⇐⇒ x > 0, d'où :

x −∞
0

+∞

ex − 1

ex − 1

x

0

− +

− +

+ +

Don
, en e�et : ∀x ∈ R
∗,

ex − 1

x
> 0.

On dé�nit don
 bien une fon
tion f sur R par :







f(x) = ln

(
ex − 1

x

)

si x 6= 0

f(0) = 0

2. La fon
tion x 7→
ex − 1

x
est 
ontinue sur ]−∞; 0[ et ]0; +∞[, 
omme quotient de fon
tions 
ontinues

sur 
es deux intervalles, où le dénominateur ne s'annule pas.

Le tableau de la question 1. montre de plus que, pour x ∈ R
∗
, 
ette fon
tion est à valeurs dans

]0; +∞[, domaine où la fon
tion ln est 
ontinue : par 
omposition de fon
tions 
ontinues, la fon
tion

f est don
 
ontinue sur ]−∞; 0[ et sur ]0; +∞[.

Véri�ons alors que f est 
ontinue en 0 : on sait que lim
x→0

ex − 1

x
= 1 (limite 
lassique), et par


ontinuité de ln en 1 : lim
X→1

ln(X) = ln(1) = 0, 
e qui donne par 
omposée :

lim
x→0

f(x) = 0 = f(0), et prouve que la fon
tion f est 
ontinue en 0.

Finalement, la fon
tion f est bien 
ontinue sur R.

3. Selon des arguments similaires, la fon
tion f est de 
lasse C1
sur ]−∞; 0[ et ]0; +∞[, 
omme 
omposée

de fon
tions de 
lasse C1
, et pour tout x 6= 0 : f ′(x) = ln(u(x)) ave
 u(x) =

ex − 1

x
,

don
 : ∀x ∈ R
∗, f ′(x) =

u′(x)

u(x)
=

ex.x− (ex − 1).1

x2

ex − 1

x

=
xex − ex + 1

x2
×

x

ex − 1
=

xex − ex + 1

x(ex − 1)
.
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4. a) Le développement limité à l'ordre 2 de ex en 0 : ex = 1 + x+
x2

2
+ o(x2) redonne :

ex − 1 = x+ o(x) ⇐⇒ ex − 1 ∼
0
x, don
 x(ex − 1) ∼

0
x2
, et aussi :

xex − ex + 1 = x(1 + x+
x2

2
+ o(x2))− 1− x−

x2

2
+ o(x2) + 1 =

1

2
x2 + o(x2), soit :

xex − ex + 1 ∼
0

1

2
x2
, d'où :

xex − ex + 1

x(ex − 1)
∼
0

1

2
x2

x2

par 
ompatibilité de l'équivalen
e ave
 le quotient, 
e qui se réé
rit :

f ′(x) ∼
0

1

2
, qui exprime bien que lim

x→0
f ′(x) =

1

2
.

b) Le théorème employé i
i n'est plus expli
itement au programme de la se
tion ECE...

On sait que f est 
ontinue sur R, de 
lasse C1
sur R

∗
et que lim

x→0
f ′(x) =

1

2
:

le théorème de prolongement de la dérivée assure alors que : f est de 
lasse C1
sur R, en

parti
ulier dérivable en 0 ave
 f ′(0) =
1

2
.

Dans l'esprit stri
t du nouveau programme, il faudrait d'abord montrer que f est dérivable en 0 et

que f ′(0) =
1

2
(
e qu'on obtiendrait assez fa
ilement en é
rivant un DL en 0 à l'ordre 1 de f(x)),

puis on véri�erait 
omme 
i-dessus que lim
x→0

f ′(x) =
1

2
= f ′(0), 
e qui prouverait la 
ontinuité de

f ′
en 0... Une étape de plus, don
 !

5. a) Soit g la fon
tion dé�nie sur R par : g(x) = xex − ex + 1.

C'est une fon
tion dérivable sur R, et : ∀x ∈ R, g′(x) = ex + xex − ex + 0 = xex.

Comme ex > 0 pour tout x ∈ R, g′(x) est du signe de x, 
e qui permet d'en déduire les variations

de g :

x −∞
0

+∞

g′(x)

g

0

− +

g(0) = 0

b) D'après les variations de g, 
ette fon
tion admet un minimum en x = 0 qui vaut

g(0) = 0.e0 − e0 + 1 = −1 + 1 = 0, don
 : ∀x ∈ R, g(x) > 0, et même : g′(x) > 0 pour x 6= 0.

Comme : ∀x ∈ R
∗, f ′(x) =

g(x)

x(ex − 1)
, le signe de f ′(x) est 
elui de x.(ex − 1).

Or le tableau de signe de la question 1. où on aurait pu raisonner sur le produit plut�t que sur le

quotient, montre que : ∀x ∈ R
∗, x(ex − 1) > 0.

La fon
tion f est don
 stri
tement 
roissante sur ]−∞; 0[ et sur ]0; +∞[.

Comme elle est 
ontinue sur R, on peut même dire qu'elle est stri
tement 
roissante sur R.

Pour x > 0 :

ex − 1

x
=

ex

x
−

1

x
, ave
 : lim

x→+∞

ex

x
= 0 par 
roissan
es 
omparées, et lim

x→+∞

1

x
= 0.

Ainsi : lim
x→+∞

ex − 1

x
= +∞, et 
omme lim

X→+∞

ln(X) = +∞ : lim
x→+∞

f(x) = +∞ par 
omposée de

limites.

lim
x→−∞

ex − 1 = 0 − 1 = −1, don
 : lim
x→−∞

ex − 1

x
= 0+. Comme lim

X→0+
ln(X) = −∞, alors

lim
x→−∞

f(x) = −∞ par 
omposée.
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x −∞ 0 +∞

+ +f ′(x)

f 0

−∞

+∞

On 
onsidère à présent la suite (un) dé�nie par la donnée de son premier terme u0 > 0 et par la

relation, valable pour tout entier naturel n : un+1 = f(un).

6. On raisonne par ré
urren
e ; soit pour n ∈ N, P(n) : ”un > 0”

I. P(0) est vraie par dé�nition de u0.

H. Supposons P(n) vraie pour un 
ertain n ∈ N :

un > 0, don
 par stri
te 
roissan
e de f sur R :

f(un) > f(0) ⇐⇒ un+1 > 0, et la propriété est héréditaire.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don
 vraie pour tout n ∈ N, d'après le prin
ipe

de ré
urren
e.

7. a) Pour tout x ∈ R
∗
:

f(−x) = ln

(
e−x − 1

−x

)

= ln






1

ex
− 1

−x




 = ln






1− ex

ex

−x






= ln

(
ex − 1

xex

)

= ln

(
ex − 1

x

)

− ln(ex)


e qui est bien : ∀x ∈ R
∗, f(−x) = f(x)− x.

Remarque : il faut aussi le véri�er pour x = 0 ! f(0)− 0 = 0 = f(−0), don
 la relation est vraie

pour tout x ∈ R.

Attention à n'utiliser que des opérations li
ites, valables pour tout réel non nul x dans les 
al
uls !

b) D'après la relation pré
édente, le signe de f(x)− x est don
, sur R
∗

+, 
elui de f(−x).

Comme x > 0 : −x < 0 et f(−x) < 0 d'après le tableau des variations de f .

Ainsi : ∀x ∈ R
∗

+, f(x)− x < 0.


) Pour tout n ∈ N : un+1 − un = f(un)− un. On sait que : ∀n ∈ N, un > 0 (q.5.), don
 vu le

résultat pré
édent : ∀n ∈ N, f(un)− un < 0 ⇐⇒ ∀n ∈ N, un+1 < un,


e qui prouve que (un) est une suite (stri
tement) dé
roissante.

8. La suite (un) est don
 stri
tement dé
roissante, et minorée par 0 : 
'est une suite 
onvergente de

limite ℓ > 0, d'après le théorème de la limite monotone.

De plus, 
omme : ∀n ∈ N, un+1 = f(un), ave
 f 
ontinue sur R, on sait que la limite ℓ de 
ette

suite est un point �xe de f , solution de l'équation :

f(x)− x = 0 ⇐⇒ f(−x) = 0 ⇐⇒ −x = 0 ⇐⇒ x = 0, toujours d'après l'étude de f !

Le seul point �xe (positif) de f étant 0, on peut 
on
lure :

lim
n→+∞

un = 0.

9. L'algorithme est très 
lassique, on dé�nit préalablement la fon
tion f :
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1 fun
tion y=f(x)

2 if x==0 then

3 y=0

4 else

5 y=log((exp(x)-1)/x)

6 end

7 endfun
tion

8

9 u=1; n=0;

10 while u > 1e-3

11 u = f(u)

12 n = n+1

13 end

14 disp(n)

À l'exé
ution, l'algorithme rend : n = 11, première valeur de l'entier n tel que un 6 10−3
.

PROBLÈME

Un joueur parti
ipe à un jeu se déroulant en plusieurs parties. Ses observations lui permettent d'a�rmer

que :

⋆ s'il gagne deux parties 
onsé
utives, alors il gagne la pro
haine ave
 la probabilité

2

3
.

⋆ s'il perd une partie et gagne la suivante, alors il gagne la pro
haine ave
 la probabilité

1

2
.

⋆ s'il gagne une partie et perd la suivante, alors il gagne la pro
haine ave
 la probabilité

1

2
.

⋆ s'il perd deux parties 
onsé
utives, alors il gagne la pro
haine ave
 la probabilité

1

3
.

Pour tout entier naturel n non nul, on note An l'événement : � le joueur gagne la n-ième partie �.

De plus, pour tout entier naturel supérieur ou égal à 2, on pose :

En = An−1 ∩An ; Fn = An−1 ∩ An ; Gn = An−1 ∩An ; Hn = An−1 ∩An.

1. a) On utilise la formule des probabilités totales ave
 
e système 
omplet, pour 
al
uler :

P (En+1) = P (En+1 ∩ En) + P (En+1 ∩ Fn) + P (En+1 ∩Gn) + P (En+1 ∩Hn).

Or :

En+1 ∩ En = An ∩ An+1 ∩ An−1 ∩ An = En ∩ An+1,

En+1 ∩ Fn = An ∩ An+1 ∩ An−1 ∩ An = Fn ∩ An+1

et En+1 est 
lairement in
ompatible des événements Hn et Gn pour lesquels An doit être réalisé,

d'où :

P (En+1) = P (En ∩ An+1) + P (Fn ∩An+1) = P (En)× PEn
(An+1) + P (Fn)× PFn

(An+1)

=
2

3
.P (En) +

1

2
P (Fn)

d'après les données de l'énon
é.
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b) Ave
 le même système 
omplet, on a aussi :

P (Fn+1) = P (Fn+1 ∩ En) + P (Fn+1 ∩ Fn) + P (Fn+1 ∩Gn) + P (Fn+1 ∩Hn)

où 
ette fois, Fn+1 = An ∩ An+1 est in
ompatible ave
 En et Fn, et Fn+1 ∩ Gn = Gn ∩ An+1,

Fn+1 ∩Hn = Hn ∩ An+1, d'où :

P (Fn+1) = P (Gn)× PGn
(An+1) + P (Hn)× PHn

(An+1) =
1

2
.P (Gn) +

1

3
.P (Hn)

P (Gn+1) = P (Gn+1 ∩ En) + P (Gn+1 ∩ Fn) + P (Gn+1 ∩Gn) + P (Gn+1 ∩Hn)

où Gn+1 = An ∩ An+1 est in
ompatible ave
 Gn et Hn,

et Gn+1 ∩ En = An−1 ∩An ∩ An+1 = En ∩An+1, Gn+1 ∩ Fn = Fn ∩ An+1, et

P (Gn+1) = P (En)× PEn
(An+1) + P (Fn)× PFn

(An+1)

= P (En)× (1− PEn
(An+1)) + P (Fn)× (1− PFn

(An+1)) =
1

3
.P (En) +

1

2
.P (Fn)

On obtient de même que :

P (Hn+1) =
1

2
.P (Gn) +

2

3
.P (Hn).


) Les relations qu'on vient d'établir prouvent e�e
tivement que :

∀n > 2, Un+1 =







P (En+1)
P (Fn+1)
P (Gn+1)
P (Hn+1)







= M×







P (En)
P (Fn)
P (Gn)
P (Hn)






, soit Un+1 = MUn ave
M =







2/3 1/2 0 0
0 0 1/2 1/3
1/3 1/2 0 0
0 0 1/2 2/3






.

2. a) Le 
al
ul matri
iel prouve qu'ave
 les matri
es P et Q données par l'énon
é :

PQ =







10 0 0 0
0 10 0 0
0 0 10 0
0 0 0 10






, soit : PQ = 10.I4 ⇐⇒ P ( 1

10
.Q) = I4, et on sait qu'une telle relation

prouve que P est inversible, d'inverse P−1 = 1

10
.Q, sans 
al
ul supplémentaire...

b) On note C1, C2, C3, C4 les 
olonnes de la matri
e P . Les 
al
uls matri
iels donnent :

MC1 =







−1/3
2/3
−2/3
1/3







= −
1

3
.C1, MC2 =







1/6
−1/6
−1/6
1/6







=
1

6
.C2

MC3 =







3/2
−1/2
1/2
−3/2







=
1

2
.C3, MC4 =







3
2
2
3







= C4

Tous 
es 
al
uls prouvent que les réels −
1

3
,
1

6
,
1

2
et 1 sont valeurs propres de M , de ve
teurs

propres respe
tifs C1, C2, C3 et C4.


) On dispose don
 de 4 valeurs propres distin
tes pour la matri
e M d'ordre 4 : elle est don


diagonalisable, et les 
olonnes de P forment une base de ve
teurs propres pour M , de sorte que

la formule de 
hangement de base donne :

M = PDP−1, où D =







−1/3 0 0 0
0 1/6 0 0
0 0 1/2 0
0 0 0 1







Dans toute la suite, on suppose que le joueur a gagné les deux premières parties.
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3. a) Un grand 
lassique : puisque M = PDP−1
, on prouve proprement que :

∀n ∈ N, Mn = PDnP−1

en rédigeant une ré
urren
e sur n.

I. Pour n = 0 : M0 = I4 (et pas 1 ! ! !), et PD0P−1 = PI4P
−1 = PP−1 = I4 = M0

, don
 la

propriété est initialisée.

H. Supposons la propriété vraie pour un 
ertain entier n, et montrons qu'elle est alors vraie au

rang n + 1 :

�����������������������

on é
rit :

Mn+1 = Mn ×M = PDnP−1 × PDP−1

= PDn × I4 ×DP−1 = PDnDP−1

= PDn+1P−1


e qui est la relation attendue.

C. La propriété est don
 initialisée à 0 et est héréditaire : d'après le prin
ipe de ré
urren
e, elle

est don
 vraie pour tout n ∈ N.

b) On ne se lasse jamais de rédiger des grands 
lassiques...

Prouvons par ré
urren
e que : ∀n > 2, Un = Mn−2.U2.

I. Pour n = 2 : M2−2.U2 = M0.U2 = I4.U2 = U2, don
 la propriété est vraie au rang n = 2.

H. Supposons la propriété vraie pour un 
ertain rang n > 2. Prouvons alors qu'au rang suivant :

Un+1 = Mn+1−2.U2 = Mn−1.U2.

������������������������-

On sait bien sur depuis 1.
) que : Un+1 = MUn, don
 Un+1 = M ×Mn−2U2 = Mn−1U2.

C. La propriété est don
 initialisée à 2 et est héréditaire : d'après le prin
ipe de ré
urren
e, elle

est don
 vraie pour tout entier n > 2.


) Le 
al
ul matri
iel de Mn = PDnP−1
permet d'obtenir l'expression de Mn

, puisque :

∀n ∈ N, Dn =







(−1/3)n 0 0 0
0 (1/6)n 0 0
0 0 (1/2)n 0
0 0 0 1n






, propriété des matri
es diagonales à toujours

rappeler ! De plus P−1 = 1

10
Q et Mn = 1

10
.PDnQ.

On obtient 
on
rètement et après 
al
uls : Mn = 1

10
.










−(−1

3
)n + 2.(1

6
)n + 6.(1

2
)n + 3 ∗ ∗ ∗

2.(−1

3
)n − 2.(1

6
)n − 2.(1

2
)n + 2 ∗ ∗ ∗

−2.(−1

3
)n − 2.(1

6
)n + 2.(1

2
)n + 2 ∗ ∗ ∗

(−1

3
)n + 2.(1

6
)n − 6.(1

2
)n + 3 ∗ ∗ ∗










seule la première 
olonne est expli
itée. Il est logique de ne pas 
al
uler tous les autres 
oe�
ients,

puisqu'on é
rit maintenant :

∀n > 2, Un = Mn−2.U2 où U2 =







P (E2)
P (F2)
P (G2)
P (H2)







=







1
0
0
0






, et le produit matri
iel Mn−2.U2 ne demande

que la 
onnaissan
e de 
ette première 
olonne.
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En fait : ∀n > 2,







P (En) =
1

10
.
[

−
(
−

1

3

)n−2
+ 2.

(
1

6

)n−2
+ 6.

(
1

2

)n−2
+ 3

]

P (Fn) = 1

10
.
[
2.(−1

3
)n−2 − 2.(−1

6
)n−2 − 2.(1

2
)n−2 + 2

]

P (Gn) = 1

10
.
[
−2.(−1

3
)n−2 − 2.(1

6
)n−2 + 2.(1

2
)n−2 + 2

]

P (Hn) = 1

10
.
[
(−1

3
)n−2 + 2.(1

6
)n−2 − 6.(1

2
)n−2 + 3

]

on se 
ontente de reprendre la première 
olonne de Mn−2
(attention don
 au dé
alage d'indi
e

dans l'exposant).

d) Comme −
1

3
,
1

6
et

1

2
sont des réels de l'intervalle ]− 1; 1[, alors :

lim
n→+∞

(
−

1

3

)n
= 0 = lim

n→+∞

(
−

1

3

)n−2
, et de même : lim

n→+∞

(1

6

)n−2
= 0 = lim

n→+∞

(1

2

)n−2
,


omme limites de suites géométriques.

Les expressions obtenues à la question pré
édente donnent e�e
tivement :

lim
n→+∞

P (En) =
3

10
; lim

n→+∞

P (Fn) =
2

10
; lim

n→+∞

P (Gn) =
2

10
; lim

n→+∞

P (Hn) =
3

10
.

4. Pour tout entier naturel k non nul, on note Xk la variable aléatoire qui vaut 1 si le joueur gagne la

ke

partie, et qui vaut 0 sinon (X1 et X2 sont don
 des variables 
ertaines).

a) Soit un entier k > 2 : si on veut seulement que la k-ième partie soit gagnée (événement Ak =
[Xk = 1]), la k − 1-ième partie peut être gagnée ou perdue, 
'est-à-dire que :

Ak = (Ak−1 ∪ Ak−1) ∩Ak = (Ak−1 ∩ Ak) ∪ (Ak−1 ∩ Ak) = Ek ∪ Fk.

b) Comme les événements Ek et Fk sont in
ompatibles :

∀k > 2, P (Xk = 1) = P (Ek ∪ Fk) = P (Ek) + P (Fk) =
1

10
.
[(

−
1

3

)k−2
+ 4.

(1

2

)k−2
+ 5

]

=
1

2
+

1

10
.
(
−

1

3

)k−2
+

2

5
.
(1

2

)k−2

Et : P (Xk = 0) = 1− P (Xk = 1) =
1

2
−

1

10

(
−

1

3

)k−2
−

2

5

(1

2

)k−2

.

5. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, on note Sn la variable aléatoire égale au nombre de

parties gagnées par le joueur lors des n premières parties.

a) Pour n = 2 (deux parties en tout) :

[S2 = 2] = A1 ∩A2 = E1 qui est l'événement 
ertain, don
 P (S2 = 2) = 1.

Pour n = 3 :

[S3 = 2] = A1 ∩A2 ∩ A3 et P (S3 = 2) = P (A1 ∩ A2).PA1∩A2
(A3) = 1.(1− PE2

(A3)) =
1

3
.

Si n > 3, [Sn = 2] = A1 ∩ A2
︸ ︷︷ ︸

=E2

∩A3 ∩A4 ∩ · · · ∩ An, et

P (Sn = 2) = P (E2)× PE2
(A3)× PA1∩A2∩A3

(A4) ∩ · · · ∩ PA1∩A2∩···∩An−2∩An−1
(An)

= 1× (1−
2

3
)×

1

2
× (1−

1

3
)× · · · × (1−

1

3
) =

1

6
.

(
2

3

)n−4

b) L'événement [Sn = n] est réalisé si et seulement si les n parties jouées ont toutes été gagnées.

Ainsi :

[Sn = n] = A1 ∩A2 ∩ A3 ∩ · · · ∩ An, et

P (Sn = n) = P (A1 ∩ A2)× PA1∩A2
(A3)× · · · × PA1∩···∩An−1

(An) =

(
2

3

)n−2

.
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) La relation qui lie le nombre de parties gagnées en n parties, et les variables de Bernoulli asso
iées

est :

Sn =

n∑

k=1

Xk

La linéarité de l'espéran
e donne :

E(Sn) =
n∑

k=1

E(Xk) =
n∑

k=1

P (Xk = 1)

= P (A1) +
n∑

k=2

P (Ak) où P (A1) = 1 (puisque les deux premières parties jouées sont gagnées)

= 1 +
1

10
.

n∑

k=2

(−
1

3
)k−2 +

4

10
.

n∑

k=2

(
1

2
)k−2 +

n∑

k=2

1

2
= 1 +

1

10
.
n−2∑

j=0

(−
1

2
)j +

2

5
.
n−2∑

j=0

(
1

2
)j + (n− 2 + 1).

1

2

= 1 +
1

10
.1.

1− (−1/3)n−2+1

1− (−1/3)
+

2

5
.1.

1− (1/2)n−2+1

1− (1/2)
+

n− 1

2

=
3

40
.

(

1− (−
1

3
)n−1

)

+
4

5
.

(

1− (
1

2
)n−1

)

+
n+ 1

2
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