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Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Exer
i
e 1

Le but de 
et exer
i
e est de 
al
uler lim
n→+∞

∫ +∞

0

1

1 + t+ tn
dt.

Pour tout n de N, on pose un =

∫ 1

0

1

1 + t+ tn
dt et on a, en parti
ulier, u0 =

∫ 1

0

1

2 + t
dt.

1. pour tout entier n ∈ N, t 7→
1

1 + t+ tn
est bien dé�nie et 
ontinue sur [0; 1], 
omme inverse d'une

fon
tion polyn�me qui ne s'annule pas sur 
et intervalle.

L'intégrale un =

∫ 1

0

1

1 + t + tn
dt est don
 toujours bien dé�nie.

2. u0 =

∫ 1

0

1

2 + t
dt =

[

ln |2 + t|
]1

0
= ln(3)− ln(2) = ln

(3

2

)
.

u1 =

∫ 1

0

1

1 + 2t
dt =

1

2

∫ 1

0

2

1 + 2t
dt =

1

2
.
[

ln |1 + 2t|
]1

0
=

1

2
ln(3).

3. a) On 
ompare les deux intégrales un et un+1 en 
omparant les fon
tions intégrées sur [0; 1] :

Pour tout entier n ∈ N, et pour tout réel t ∈ [0; 1] : tn+1 6 tn, don
 0 < 1+ t+ tn+1 6 1+ t+ tn.

Par inverse, on a don
 : ∀n ∈ N, ∀t ∈ [0; 1],
1

1 + t+ tn+1
>

1

1 + t+ tn
.

Les fon
tions 
on
ernées sont 
ontinues sur [0; 1], et 0 < 1 (bornes dans l'ordre 
roissant), don


par 
roissan
e de l'intégrale :

∀n ∈ N,

∫ 1

0

1

1 + t+ tn+1
dt >

∫ 1

0

1

1 + t + tn
dt ⇐⇒ ∀n ∈ N, un+1 > un

La suite (un)n∈N est bien 
roissante.

b) Là en
ore, on majore l'intégrale un en majorant la fon
tion intégrée :

pour tout entier n ∈ N et tout réel t ∈ [0; 1] : 1 + t+ tn > 1 + t > 0, don

1

1 + t+ tn
6

1

1 + t
.

Les fon
tions intégrées sont 
ontinues sur [0; 1], 0 < 1 don
 par 
roissan
e de l'intégrale :

∀n ∈ N,

∫ 1

0

1

1 + t+ tn
dt 6

∫ 1

0

1

1 + t
dt ⇐⇒ un 6

[

ln |1 + t|
]1

0
= ln(2)


) La suite (un) est don
 
roissante, majorée par ln(2) : elle est par 
onséquent 
onvergente, d'après
le théorème de limite monotone.

4. a) On reprend les 
al
uls pré
édents :

∀n ∈ N, ln(2)− un =

∫ 1

0

1

1 + t
dt−

∫ 1

0

1

1 + t+ tn
dt =

∫ 1

0

(
1

1 + t
−

1

1 + t+ tn

)

dt

par linéarité de l'intégrale.
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b) En examinant de plus près l'intégrale pré
édente :

∀n ∈ N, un − ln(2) =

∫ 1

0

1 + t+ tn − 1− t

(1 + t)(1 + t+ tn)
dt =

∫ 1

0

tn

(1 + t)(1 + t + tn)
dt.

Le terme

1

n+ 1
apparaîtra en primitivant tn, il faut don
 majorer le reste de la fon
tion intégrée :

∀n ∈ N, ∀t ∈ [0; 1], (1 + t)(1 + t+ tn) > 1, don


tn

(1 + t)(1 + t+ tn)
6 tn.

Les fon
tions 
on
ernées sont 
ontinues sur [0; 1], 0 < 1 don
 par 
roissan
e de l'intégrale, une

fois en
ore :

∀n ∈ N,

∫ 1

0

tn

(1 + t)(1 + t+ tn)
dt 6

∫ 1

0

tndt ⇐⇒ ln(2)− un 6

[
tn+1

n+ 1

]1

0

=
1

n+ 1
.


) Des questions pré
édentes, on déduit l'en
adrement : ∀n ∈ N, 0 6 ln(2)− un 6
1

n+ 1
.

lim
n→+∞

1

n+ 1
= 0 = lim

n→+∞

0, don
 par en
adrement :

lim
n→+∞

ln(2)− un = 0 ⇐⇒ lim
n→+∞

un = ln(2).

5. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, on pose vn =

∫ +∞

1

1

1 + t + tn
dt.

a) Soit n > 2 ; on sait qu'au voisinage de +∞ : 1 + t + tn ∼
t→+∞

tn (un poly�me est équivalent à

son terme de plus haut degré en +∞).

L'équivalen
e est 
ompatible ave
 le passage à l'inverse, don


1

1 + t + tn
∼

t→+∞

1

tn
.

Les fon
tions 
on
ernées sont 
ontinues, positives sur [1; +∞[, et

∫ +∞

1

1

tn
dt 
onverge, 
omme

intégrale de Riemann de paramètre n > 2 > 1.

Le 
ritère d'équivalen
e assure don
 que l'intégrale

∫ +∞

1

1

1 + t+ tn
dt est de même nature, 
'est-

à-dire 
onvergente.

b) Soit n un entier supérieur ou égal à 2 ; on utilise 
ette fois les inégalités :

∀t ∈ [0; 1], 0 < tn 6 1 + t + tn, don
 0 <
1

1 + t+ tn
6

1

tn
.

Les fon
tions 
on
ernées sont 
ontinues, positives, d'intégrales 
onvergentes sur [1; +∞[.

La propriété de positivité et 
roissan
e de l'intégrale sous sa forme généralisée s'é
rit :

∀n > 2, 0 6

∫ +∞

1

1

1 + t+ tn
dt 6

∫ +∞

1

1

tn
dt

où :

∫ +∞

1

1

tn
dt = lim

X→+∞

[
1

−n + 1
t−n+1

]X

1

= lim
X→+∞

1

1− n

(
1

Xn−1
− 1

)

=
1

n− 1


e qui donne bien :

∀n > 2, 0 6 vn 6
1

n− 1
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) Le théorème d'en
adrement donne naturellement, ave
 le résultat pré
édent : lim
n→+∞

vn = 0.

Pour tout entier n > 2 : l'intégrale

∫ +∞

0

1

1 + t+ tn
dt =

∫ 1

0

1

1 + t+ tn
dt +

∫ +∞

1

1

1 + t + tn
dt

est 
onvergente, 
omme somme de deux intégrales 
onvergentes.

Elle vaut d'ailleurs : un + vn, et les résultats pré
édents permettent don
 de 
on
lure :

lim
n→+∞

∫ +∞

0

1

1 + t+ tn
dt = lim

n→+∞

un + vn = ln(2) + 0 = ln(2)

Exer
i
e 2

On note E l'espa
e ve
toriel des fon
tions polynomiales réelles de degré inférieur ou égal à 2.

On note e0, e1, e2 les fon
tions dé�nies, pour tout réel x par e0(x) = 1, e1(x) = x et e2(x) = x2
et on

rappelle que B = (e0, e1, e2) est une base de E.

Soit f l'appli
ation qui à toute fon
tion polynomiale P de E asso
ie la fon
tion Q = f(P ), où Q est la

dérivée se
onde de l'appli
ation qui à tout réel x asso
ie (x2 − x)P (x).

1. a) Démontrons tout d'abord que f est une appli
ation linéaire ; il n'est pas for
ément évident d'adop-

ter des notations qui évitent les abus !

Pour tous polyn�mes P1 et P2 de E, et tout réel λ, en remarquant que l'appli
ation x 7→ x2 − x
est le polyn�me e2 − e1 :

f(P1 + λ.P2) =
[

(e2 − e1).(P1 + λ.P2)
]
′′

=
[

(e2 − e1).P1 + λ.(e2 − e1).P2

]
′′

=
[

(e2 − e1).P1

]
′′

+ λ.
[

(e2 − e1).P2]
′′

par linéarité de la dérivation

= f(P1) + λ.f(P2)

Don
 f est bien une appli
ation linéaire. De plus : tout polyn�me P de E est de degré inférieur

ou égal à 2. Le produit (e2 − e1).P est alors de degré inférieur ou égal à 2 + 2 = 4, et sa dérivée

se
onde est à nouveau de degré inférieur ou égal à 2, 
e qui prouve que :

∀P ∈ E, f(P ) ∈ E, et f est bien un endomorphisme de E.

b) On 
al
ule les trois images des ve
teurs de la base de E par ϕ :

� f(e0) est la dérivée se
onde de l'appli
ation x 7→ (x2 − x).1,

don
 f(e0) : x 7→ 2, soit f(e0) = 2e0.

� f(e1) est la dérivée se
onde de l'appli
ation x 7→ (x2 − x).x = x3 − x2
,

don
 f(e1) : x 7→ 6x− 2, soit f(e1) = 6e1 − 2e0.

� f(e2) est la dérivée se
onde de l'appli
ation x 7→ (x2 − x).x2 = x4 − x3
,

don
 f(e2) : x 7→ 12x2 − 6x, soit f(e2) = 12e2 − 6e1.


) Au vu des résultats pré
édents, la matri
e A de f dans la base (e0, e1, e2) est bien :

A =

f(e0) f(e1) f(e2)
( )2 −2 0 e0

0 6 −6 e1
0 0 12 e2
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d) La matri
e A qui représente f est i
i triangulaire supérieure, et tous ses éléments diagonaux sont

non-nuls. On en déduit que A est inversible, et don
 que l'endomorphisme asso
ié est bije
tif,


'est-à-dire que f est un automorphisme de f .

2. a) La matri
e A étant triangulaire supérieure, ses valeurs propres, et don
 
elles de f , sont ses

éléments diagonaux, 
'est-à-dire :

Sp(f) = {2, 6, 12}

La matri
e A, 
arrée d'ordre 3, possède ainsi 3 valeurs propres distin
tes : 
'est un 
ritère su�sant

pour en déduire que f est diagonalisable.

b) Le 
ritère pré
édent stiplue également que les trois sous-espa
es propres de f sont 
hau
n de

dimension 1. On résout le système : (A−λ.I3)X = 03,1, d'in
onnue X =





x
y
z




, pour 
ha
une des

valeurs propres λ :

� (A− 2I3)X = 03,1 ⇐⇒





0 −2 0
0 4 −6
0 0 10









x
y
z



 =





0
0
0



 ⇐⇒







−2y = 0
4y − 6z = 0

10z = 0
⇐⇒ y = z = 0

Don
 : E2(A) =
{





x
0
0





∣
∣
∣ x ∈ R

}

= Vect
(





1
0
0





)

, 
e qui signi�e :

E2(f) = Vect(e0)

� (A− 6I3)X = 03,1 ⇐⇒





−4 −2 0
0 0 −6
0 0 6









x
y
z



 =





0
0
0



 ⇐⇒







−4x − 2y = 0
−6z = 0
6z = 0

⇐⇒

{

y = −2x

z = 0

Don
 : E6(A) =
{





x
−x
0





∣
∣
∣ x ∈ R

}

= Vect
(





1
−2
0





)

, 
e qui signi�e :

E6(f) = Vect(e0 − e1)

� (A−12I3)X = 03,1 ⇐⇒





−10 −2 0
0 −6 −6
0 0 0









x
y
z



 =





0
0
0



 ⇐⇒

{
−10x − 2y = 0

−6y − 6z = 0

⇐⇒

{

y = −5x

z = −y = 5x

Don
 : E12(A) =
{





x
−5x
5x





∣
∣
∣ x ∈ R

}

= Vect
(





1
−5
5





)

, 
e qui signi�e :

E12(f) = Vect(e0 − 5e1 + 5e2)

Dans les trois 
as, on a trouvé une famille génératri
e du sous-espa
e 
onstituée d'un ve
teur non-nul,

qui 
onstitue don
 aussi une famille libre, don
 une base du sous-espa
e propre 
on
erné.

3. a) L'endomorphisme f est diagonalisable : dans une base formée de ve
teurs propres, sa matri
e

représentative est diagonale. Con
rètement, on obtient une base de ve
teurs propres en réunissant

des bases de 
ha
un des sous-espa
es pré
édemment 
al
ulés.

En 
hoisissant à 
haque fois, 
omme 
ela a été anti
ipé pré
édemment, un ve
teur propre de
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première 
omposante égale à 1, on obtient la matri
e de passage P =





1 1 1
0 −2 −5
0 0 5




,

et la formule de 
hangement de base donne :

A = PDP−1
ave
 D =





2 0 0
0 6 0
0 0 12





b) La relation pré
édente 
onduit 
lassiquement à la relation générale P(n) : ”An = PDnP−1”,
démontrée vraie pour tout n ∈ N par une ré
urren
e ultra-
lassique :

I. A0 = I3 et PD0P−1 = PI3P
−1 = PP−1 = I3.

H. Supposons P(n) vraie pour un 
ertain entier n ∈ N, et montrons qu'alors P(n+1) est en
ore
vraie :

����������������������������

On suppose : An = PDnP−1
, don


An+1 = An × A = PDnP−1 × PDP−1 = PDnI3DP−1 = PDn+1P−1,

don
 P(n + 1) est vraie si P(n) l'est.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don
 vraie pour tout n ∈ N, d'après le

prin
ipe de ré
urren
e.

4. a) On sait déjà que la matri
e P est inversible. On 
al
ule P−1
en résolvant le système PX = Y ,

d'in
onnue X =





x
y
z




et de se
ond membre Y =





a
b
c




:

PX = Y ⇐⇒





1 1 1
0 −2 −5
0 0 5









x
y
z



 =





a
b
c



 ⇐⇒







x + y + z = a
−2y − 5z = b

5z = c

⇐⇒







x = a− y − z = a + b/2 + 3c/10

y = (−5z − b)/2 = −b/2 − c/2

z = c/5

⇐⇒





x
y
z



 =





1 1/2 3/10
0 −1/2 −1/2
0 0 1/5





︸ ︷︷ ︸

P−1





a
b
c





b) La matri
e D étant diagonale, on en déduit : ∀n ∈ N, Dn =





2n 0 0
0 6n 0
0 0 12n




, et :

An =





1 1 1
0 −2 −5
0 0 5









2n 0 0
0 6n 0
0 0 12n









1 1/2 3/10
0 −1/2 −1/2
0 0 1/5





=





2n 6n 12n

0 −2× 6n −5× 12n

0 0 5× 12n









1 1/2 3/10
0 −1/2 −1/2
0 0 1/5





An =






2n 1
2
(2n − 6n) 3

10
.2n − 1

2
.6n + 1

5
.12n

0 6n 6n − 12n

0 0 12n





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) On dit qu'une suite de matri
es (Mn) tend vers la matri
e M , lorsque n tend vers +∞, si 
haque


oe�
ient de Mn tend vers le 
oe�
ient situé à la même pla
e dans M .

On pose B =
1

12
.A.

Alors : ∀n ∈ N, Bn =
1

12n
.An =







(1
6
)n 1

2
[(1

6
)n − (1

2
)n] 3

10
.(1

6
)n − (1

2
)n+1 + 1

5

0 (1
2
)n (1

2
)n − 1

0 0 1






.

Puisque 0 <
1

6
<

1

2
< 1, alors : lim

n→+∞

(1

2

)n

= 0 = lim
n→+∞

(1

6

)n

, et la suite de matri
e (Bn)n∈N


onverge bien (
oe�
ient par 
oe�
ient) vers la matri
e :

J =





0 0 1/5
0 0 −1
0 0 1





pour laquelle on véri�e sans peine que : J2 = J .

Exer
i
e 3

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal à 2. On lan
e n fois une piè
e équilibrée, les lan
ers

étant supposés indépendants.

On note Z la variable aléatoire qui vaut 0 si l'on n'obtient au
un "Pile" pendant 
es n lan
ers et qui,

dans le 
as 
ontraire, prend pour valeur le rang du premier "Pile".

1. a) Par dé�nition de Z, on a déjà : Z(Ω) ⊂ J0, nK.

Ré
iproquement, soit k ∈ J0, nK : si k > 1, alors l'événement F1∩F2∩· · ·∩Fk−1∩Pk, de probabilité

non nulle, réalise [Z = k], et don
 k ∈ Z(Ω). L'événement F1 ∩ · · · ∩ Fn réalise [Z = 0], don

0 ∈ Z(Ω).

On a don
 : Z(Ω) = J0, nK.

b) Pour tout k ∈ J1, nK : P (Z = k) = P (F1 ∩F2 ∩ · · · ∩Fk−1 ∩ Pk) =

(
1

2

)k

par indépendan
e des

lan
ers su

essifs.

De même : P (Z = 0) = P (F1 ∩ · · · ∩ Fn) =

(
1

2

)n

.


) On tient 
ompte i
i du fait que P (Z = 0) est un 
as parti
ulier :

∑

k∈Z(Ω)

P (Z = k) = P (Z = 0) +
n∑

k=1

P (Z = k) =

(
1

2

)n

+
n∑

k=1

(
1

2

)k

=

(
1

2

)n

+
1

2
.
1−

(
1
2

)n

1− 1
2

=

(
1

2

)n

+ 1−

(
1

2

)n

= 1

d) Le 
ode suivant doit prendre en 
ompte le fait qu'on se donne un nombre maximum de n lan
ers

pour obtenir un premier Pile.
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1 n = input("Donner le nombre de lan
ers : ")

2 k = 0 ; z = 0;

3 lan
er = -1 // initialisation avant le 1er lan
er

4 while (lan
er < 1) & (k<n) // & symbolise le "et"

5 k = k+1; lan
er = floor(2*rand())

6 disp(lan
er)

7 if (lan
er==1) then

8 z = k

9 end

10 end

11 disp(z)

On dispose de n + 1 urnes U0, U1, · · · , Un telles que pour tout k de {0, 1, · · · , n}, l'urne Uk 
ontient

k boules blan
hes et n− k boules noires.

On e�e
tue des tirages d'une boule, au hasard et ave
 remise dans 
es urnes de la façon suivante : si

après les lan
ers de la piè
e dé
rite dans la première question, la variable Z prend la valeur k (ave


k > 1), alors on tire une à une et ave
 remise, k boules dans l'urne Uk, et on note X la variable

aléatoire égale au nombre de boules blan
hes obtenues à l'issue de 
es tirages. Si la variable Z a pris

la valeur 0, au
un tirage n'est e�e
tué et X prend la valeur 0.

2. X(Ω) = J0, nK : en e�et, on obtient au minimum 0 boule blan
he, et au maximum n boules blan
hes

(si on a obtenu Z = n, on n'a tiré que des boules blan
hes), tous les résultats intermédiaires étant

possibles (dès qu'on est amené à e�e
tuer les tirages dans l'urne Uk).

3. a) D'après l'énon
é : si Z a pris la valeur 0, X prend la valeur 0. On a don
 :

∀i ∈ J1, nK, P[Z=0](X = i) = 0 et P[Z=0](X = 0) = 1.

b) Si Z = n, on e�e
tue n tirages dans l'urne Un qui 
ontient n boules blan
hes et 0 boule noire. On

a don
 :

∀i ∈ J0, n− 1K, P[Z=n](X = i) = 0; P[Z=n](X = n) = 1.


) Soit k ∈ J1, n− 1K. Si k < i 6 n, alors P[Z=k](X = i) = 0 puisqu'on ne peut pas obtenir plus de

k boules blan
hes en k tirages.

Si 0 6 i 6 k, et sa
hant [Z = k], [X = i] est réalisé si et seulement si on obtient i su

ès lors de
k épreuves identiques et indépendantes : 
ha
une d'elles 
onsiste à e�e
tuer k tirages ave
 remise

dans l'urne Uk qui 
ontient n boules dont k sont blan
hes.

La probabilité de su

ès pour 
haque épreuve étant alors

k

n
, on a :

∀i ∈ J0, kK, P[Z=k](X = i) =

(
k

i

)(
k

n

)i(

1−
k

n

)k−i

.

Remarque : 
e
i signi�e que la loi 
onditionnelle de X sa
hant [Z = k] est la loi binomiale de

paramètres

(
k, k

n

)
.

4. a) On invoque i
i la formule des probabilités totales, ave
 le système 
omplet

(
[Z = k]

)

06k6n
:

P (X = 0) =

n∑

k=0

P[Z=k](X = 0).P (Z = k)

= P[Z=0](X = 0).P (Z = 0) +

n−1∑

k=1

P[Z=k](X = 0).P (Z = k) + P[Z=n](X = 0).P (Z = n)

D'après les questions pré
édentes, en utilisant notamment la formule 
i-dessus ave
 i = 0 :

P (X = 0) =

(
1

2

)n

+

n−1∑

k=1

(

1−
k

n

)k (
1

2

)k

+ 0 =

(
1

2

)n

+

n−1∑

k=1

(
n− k

2n

)k

.
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b) On utilise là en
ore la formule des probabilités totales, ave
 le même système 
omplet d'événe-

ments.

La seule probabilité 
onditionnelle non nulle est i
i P[Z=n](X = n) = 1.

Comme P (Z = n) =

(
1

2

)n

, on a bien :

P (X = n) = 0 + P[Z=n](X = n).P (Z = n) =

(
1

2

)n

.


) En
ore et toujours la formule des probabilités totales ; pour 0 6 k < i et k = n, la question 3.
)

donne pour i ∈ {1, 2, · · · , n− 1} : P[Z=k](X = i) = 0.

Il ne reste don
 que les termes d'indi
es k ∈ {i, . . . , n− 1} dans :

P (X = i) =

n∑

k=0

P[Z=k](X = i).P (Z = k) =

n−1∑

k=i

(
k

i

)(
k

n

)i(

1−
k

n

)k−i

.

(
1

2

)k

.

5. Cette question va demander quelques 
ompéten
es de 
al
ul ave
 les sommes doubles :

n∑

i=0

P (X = i) = P (X = 0) +
n−1∑

k=1

P (X = i) + P (X = n)

=

(
1

2

)n

+
n−1∑

k=i

(
n− k

2n

)k

+
n−1∑

i=1

n−1∑

k=i

(
k

i

)(
k

n

)i(

1−
k

n

)k−i(
1

2

)k

+

(
1

2

)n

=
2

2n
+

n−1∑

k=1

(
n− k

2n

)k

+

n−1∑

k=1

k∑

i=1

1

2k

(
k

i

)(
k

n

)i(

1−
k

n

)k−i

=
1

2n−1
+

n−1∑

k=1

(
n− k

2n

)k

+

n−1∑

k=1

1

2k

k∑

i=1

(
k

i

)(
k

n

)i(

1−
k

n

)k−i

On a é
hangé l'ordre de sommation, on re
onnaît dans la somme intérieure une formule du bin�me

à laquelle il manque seulement le terme pour i = 0 :

k∑

i=1

(
k

i

)(
k

n

)i(

1−
k

n

)k−i

=

(
k

i

)(
k

n

)i(

1−
k

n

)k−i

=

(
k

n
+ 1−

k

n

)k

−

(

1−
k

n

)k

= 1−

(
n− k

n

)k

d'où :

n∑

i=0

P (X = i) =
1

2n−1
+

n−1∑

k=1

(
n− k

2n

)k

+

n−1∑

k=1

1

2k

(

1−

(
n− k

n

)k
)

=
1

2n−1
+

n−1∑

k=1

(
n− k

2n

)k

+

n−1∑

k=1

1

2k
−

n−1∑

k=1

(
n− k

2n

)k

=
1

2n−1
+

1

2
·
1− 1

2n−1

1− 1
2

=
1

2n−1
+ 1−

1

2n−1
= 1

Un point sur l'interversion des indi
es dans une somme double :

Le 
al
ul pré
édent demande de 
omprendre 
omment on peut intervertir l'ordre des indi
es dans une

somme double du type

n−1∑

i=1

n−1∑

k=i

ai,k, où les ai,k sont des réels doublement indi
és, qu'on peut présenter

sous la forme d'un tableau à double entrée :
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i
k

1 2 3 · · · n− 1

1 a1,1 a1,2 a1,3 · · · a1,n−1

2 a2,1 a2,2 a2,3 · · · a2,n−1

3 a3,1 a3,2 a3,3 · · · a3,n−1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

n− 1 an−1,1 an−1,2 an−1,3 · · · an−1,n−1

Les termes 
on
ernés par la somme double sont é
rits en bleu dans le tableau 
i-dessus.

La somme double

n−1∑

i=1

(
n−1∑

k=i

ai,k

)

signi�e qu'on a d'abord sommé, pour 
haque ligne d'indi
e i, les

éléments d'indi
e k = i à n − 1 : il s'agit don
 de tous les termes à partir de la diagonale jusqu'à la

dernière 
olonne.

La deuxième somme indique qu'on a additionné toutes 
es sommes par ligne, 
e qui représente en

dé�nitive tous les éléments situés au-dessus de la diagonale du tableau.

La disposition des termes dans le tableau permet de 
omprendre qu'on peut aussi envisager la sommation

par 
olonne de tous 
es termes : pour une 
olonne donnée d'indi
e k, on additionne tous les termes

d'indi
es i 
ompris entre 1 et k pour atteindre la diagonale.

On additionne ensuite toutes 
es sommes, pour k variant de 1 à n− 1.

La somme double s'é
rit 
ette fois :

n−1∑

k=1

(
k∑

i=1

ai,k

)

.

L'interversion des indi
es dans la somme double est ainsi résumée par la relation :

n−1∑

i=1

n−1∑

k=i

ai,k =

n−1∑

k=1

k∑

i=1

ai,k

PROBLÈME

Dans 
e problème, la lettre n désigne un entier naturel non nul.

On note fn la fon
tion dé�nie sur R par :

fn(x) = xe−
n

x
si x 6= 0 et fn(0) = 0

On note Cn la 
ourbe représentative de fn dans un repère orthonormé (0,~i,~j).

1. a) On répond à la question par un 
al
ul de limite :

lim
n→0+

−
n

x
= −∞ 
ar n > 0, et lim

X→−∞

eX = 0, don
 par 
omposée : lim
x→0+

e−
n

x = 0,

et ainsi : lim
x→0+

xe−
n

x = 0× 0 = 0 = fn(0) ; la fon
tion fn est bien 
ontinue à droite en 0.

b) On étudie la dérivabilité à droite via le taux d'a

roissement de la fon
tion fn en 
e point :

Pour x réel au voisinage de 0+,
fn(x)− fn(0)

x− 0
= e−

n

x
qui tend vers 0 
omme on l'a déjà vu : 
e
i

prouve que fn est dérivable à droite en 0, ave
 (f ′

n)d(0) = 0.

La 
ourbe Cn admet don
 une demi-tangente horizontale en 
e point.
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2. a) La fon
tion fn est dérivable sur ]−∞; 0[ et ]0; +∞[ 
omme produit de la fon
tion x 7→ x, dérivable
sur R, par la 
omposée : exp ◦(−n.i) où exp est dérivable sur R, la fon
tion inverse i étant bien
dérivable sur les deux intervalles 
ités.

∀x ∈ R
∗ : f ′

n(x) = 1.e−
n

x + x.(
n

x2
).e−

n

x =
x+ n

x
.e−

n

x

Comme e−
n

x
est stri
tement positif pour tout x non nul, alors le signe de x est 
elui de

n + x

x
.

L'étude de signe est résumée par le tableau suivant :

x −∞ −n 0 +∞

x

x+ n

f ′

n(x)

0

−−

0− +

+

+

0+ − +

b) lim
x→+∞

−
n

x
= 0, don
 lim

x→+∞

e−
n

x = e0 = 1 par 
ontinuité de l'exponentielle en 0.

Ainsi, lim
x→+∞

xe−
n

x = +∞.

Ensuite, lim
x→−∞

−
n

x
= +∞, don
 lim

x→−∞

xe−
n

x = −∞ (”−∞×+∞”).

On peut ainsi dresser le tableau de variation 
omplet de fn :

x −∞ −n

−∞

+∞
0

0

+∞fn(−n)

−∞

fn

3. a) D'après le 
ours : eu = 1 + u+
u2

2
+ o(u2) au voisinage de 0.

b) Lorsque x tend vers +∞ ou −∞ : u = −
n

x
tend vers 0, don
 :

e−
n

x = 1−
n

x
+

n2

2x2
+ o(

1

x2
) =⇒ fn(x) = x.e−

n

x = x− n+
n2

2x
+ o(

1

x
)

au voisinage de +∞ ou de −∞.


) Le développement asymptotique donne :

fn(x)− (x− n) =
n2

2x
+ o(

1

x
)

soit :

fn(x)− (x− n) ∼
x→−∞

n2

2x
et aussi

fn(x)− (x− n) ∼
x→+∞

n2

2x
Dans les deux 
as, l'équivalen
e permet de 
al
uler la limite :

lim
x→−∞

fn(x)− (x− n) = lim
x→−∞

n2

2x
= 0, et de même lim

x→+∞

fn(x)− (x− n) = 0

Ce qui prouve que la droite Dn d'équation : y = x − n est asymptote à la 
ourbe Cn aux

voisinages de −∞ et de +∞.

L'équivalent pré
édent permet aussi de dire que les expressions fn(x) − (x − n) et

n2

2x
sont de

même signe aux voisinages de −∞ et de +∞. Ainsi :
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� Au voisinage de +∞ :

n2

2x
> 0, don
 fn(x)− (x− n) > 0, et Cn est située au-dessus de son

asymptote Dn.

� Au voisinage de −∞ :

n2

2x
< 0, don
 fn(x)− (x− n) < 0 et Cn est située au-dessous de son

asymptote Dn.

d) On tra
e l'allure de (C1) en tenant 
ompte de toutes les informations pré
édentes : tangentes,

asymptotes, valeurs parti
ulières, positions relatives.

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

−1

−2

−3

−4

−5

−6

D
:
y
=
x
−
1

(C1)

4. a) � Sur l'intervalle ]−∞; 0[, la fon
tion fn a pour maximum : fn(−n) = −n.e1 < 0, don
 l'équation
fn(x) = 1 n'admet au
une solution sur 
et intervalle.

� Sur l'intervalle ]0; +∞[, la fon
tion fn est 
ontinue, stri
tement 
roissante sur ]0; +∞[, à valeurs
dans ]0; +∞[ qui 
ontient 1.

D'après le théorème de la bije
tion, il existe don
 une unique solution à l'équation fn(x) = 1
d'in
onnue x, appartenant à ]0; +∞[ et qu'on note un.

C'est don
 aussi l'unique solution sur R
∗
.

b) Pour tout n ∈ N
∗
: fn(1) = e−n < 1 
ar n > 0, don
 fn(1) < fn(un) = 1, 
e qui donne bien :

∀n ∈ N
∗, 1 < un par stri
te 
roissan
e de fn sur ]0; +∞[.

De plus, un véri�e (et 
'est le seul) la relation :

fn(un) = 1 ⇐⇒ un.e
−

n

un = 1 ⇐⇒ un = e
n

un ⇐⇒ ln(un) =
n

un

⇐⇒ un. ln(un) = n.


) La fon
tion g : x 7→ x ln(x) est dérivable sur [1; +∞[, de dérivée g′ : x 7→ ln(x) + 1, stri
tement

positive sur [1; +∞[.

Ainsi, g est 
ontinue et stri
tement 
roissante sur [1; +∞[, ave
 g(1) = 0 et lim
x→+∞

g(x) = +∞ :

elle réalise don
 une bije
tion, d'après le théorème du même nom, de [1; +∞[ dans [0; +∞[.

Sa bije
tion ré
iproque g−1
est elle-même 
ontinue, stri
tement 
roissante de [0; +∞[ dans [1; +∞[

et véri�e par 
onséquent : lim
x→+∞

g−1(x) = +∞.
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Par bije
tivité de g, la relation : ∀n ∈ N
∗, un ln(un) = n ⇐⇒ g(un) = n se réé
rit :

∀n ∈ N
∗, un = g−1(n), et on a bien : lim

n→+∞

un = lim
n→+∞

g−1(n) = +∞.

d) Puisque pour tout n ∈ N
∗, un > 1 et un. ln(un) = n, on peut 
omposer les deux membres par le

logarithme, et on obtient e�e
tivement :

∀n ∈ N
∗, ln(un) + ln

(
ln(un)

)
= ln(n)

Les 
roissan
es 
omparées donnent : ln(X) = o(X) au voisinage de +∞, et 
omme

lim
n→+∞

un = +∞ : lim
n→+∞

ln(un) = +∞, don
 ln
(
ln(un)

)
= o
(
ln(un)

)
lorsque n tend vers +∞.

Ainsi : ln(n) = ln(un) + o
(
ln(un)

)
, 
e qui exprime bien l'équivalen
e :

ln(un) ∼
n→+∞

ln(n)

Il reste i
i à bien prendre en 
ompte le fait que : ∀n ∈ N
∗, un. ln(un) = n,

don
 : ln(un) =
n

un

, et le résultat pré
édent se réé
rit : lim
n→+∞

un.
ln(n)

n
= 1, 
e qui fournit

l'équivalen
e :

un ∼
n→+∞

n

ln(n)

5. a) Le plus e�
a
e est i
i de repartir de la relation : ∀n ∈ N
∗, un = g−1(n), sa
hant que g−1

est

stri
tement 
roissante sur [0; +∞[ :

∀n ∈ N
∗, n < n+ 1 =⇒ g−1(n) < g−1(n+ 1) ⇐⇒ un < un+1,

et la suite (un) est bien stri
tement 
roissante.

b) Soit n ∈ N
∗
; le réel un+1 véri�e, pour sa part, la relation :

fn+1(un+1) = 1 ⇐⇒ un+1.e
−

n+1

u
n+1 = 1 ⇐⇒ un.e

−
n

u
n+1

−
1

u
n+1 = 1 ⇐⇒ un+1.e

−
n

u
n+1 = e

1

u
n+1


e qui est bien, d'après l'expression de fn : ∀n ∈ N
∗, fn(un+1) = e

1

u
n+1

.

6. On pose In =

∫ un+1

un

fn(t)dt.

a) Comme la fon
tion fn est stri
tement 
roissante sur ]0; +∞[, elle l'est en
ore sur l'intervalle

[un; un+1] ⊂ R
+∗
, dont les bornes sont bien é
rites dans l'ordre 
roissant (un 6 un+1) d'après la

question pré
édente.

L'inégalité de la moyenne, appliquée à 
ette fon
tion 
ontinue sur 
e segment, donne :

∀n ∈ N, min
t∈[un,un+1]

fn(t).(un+1 − un) 6

∫ un+1

un

fn(t)dt 6 max
t∈[un;un+1]

fn(t).(un+1 − un)

⇐⇒ fn(un)
︸ ︷︷ ︸

=1

.(un+1 − un) 6 In 6 fn(un+1)
︸ ︷︷ ︸

=e
1

u
n+1

.(un+1 − un)

⇐⇒ 1 6
In

un+1 − un

6 e
1

u
n+1

vu que un+1 − un > 0

b) Vu que lim
n→+∞

un = +∞, on en déduit que : lim
n→+∞

e
1

u
n+1 = e0 = 1, don


le théorème d'en
adrement s'applique à 
elui qui a été obtenu pré
édement, et :

lim
n→+∞

In
un − un+1

= 1, soit In ∼
n→+∞

un+1 − un.
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) Comme un+1−un > 0 pour tout n ∈ N
∗
, les séries

∑

n>1

In et

∑

n>1

(un+1−un) sont à termes positifs

et de même nature, d'après le théorème de 
omparaison des séries à termes positifs.

Or la deuxième est une "série des é
arts", qui 
onverge si et seulement si la suite (un) 
onverge
1

.

Puisque lim
n→+∞

un = +∞ :

la série

∑

n>1

(un+1 − un) est divergente, et par 
onséquent la série

∑

n>1

In également .

1. Ne pas hésiter en 
as de doute, à é
rire les sommes partielles de 
ette série téles
opique pour retrouver 
e résultat

qu'on peut 
iter dire
tement !
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