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Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Exer
i
e 1

On note I la matri
e I =



1 0 0
0 1 0
0 0 1




et on 
onsidère la matri
e A =



7 5 1
6 −1 2
6 1 3




1. a) Un réel λ est valeur propre de A si et seulement si A− λ.I est non-inversible ; on é
helonne don


la matri
e A− λ.I :

A− λ.I =



7− λ 5 1
6 −1− λ 2
6 1 3− λ


 −−−−→

L1←L3




6 1 3− λ

6 −1 − λ 2
7− λ 5 1




L3←6L3−(7−λ)L1−−−−−−−−−−→
L2←L2−L1



6 1 3− λ

0 −2 − λ −1 + λ

0 23 + λ −15 + 10λ− λ2


 −−−−−−→

L2←L3+L2



6 1 3− λ

0 21 −16 + 11λ− λ2

0 23 + λ −15 + 10λ− λ2




−−−−−−−−−−−−→
L3←21L3−(23+λ)L2



6 1 3− λ

0 21 −16 + 11λ− λ2

0 0 Q(λ)




où : Q(λ) = −315+210λ− 21λ2+368+16λ− 252λ− 11λ2+23λ2+λ3 = λ3− 9λ2− 27λ+53.

La matri
e A− λ.I est bien non-inversible, et don
 λ est valeur propre de A, si et seulement si

λ3 − 9λ2 − 27λ+ 53 = 0.

b) La fon
tion f : x 7→ x3 − 9x2 − 27x+ 53 est dérivable sur R 
omme fon
tion polyn�miale, ave
 :

∀x ∈ R, f ′(x) = 3x2 − 18x− 27 = 3(x2 − 6x− 9)

On 
al
ule les ra
ines du trin�me x2 − 6x− 9 : ∆ = (−6)2 − 4× 1× (−9) = 36 + 36 = 72 > 0,
il y a don
 deux ra
ines distin
tes :

r1 =
6−

√
72

2
=

6− 6
√
2

2
= 3(1−

√
2) et et r2 = 3(1 +

√
2)

Comme 3 > 0, f ′(x) a le même signe que x2 − 6x− 9, et f a pour tableau de variations :

x

f(x)

−∞ 3(1−
√
2) 3(1 +

√
2) +∞

f

0 0

+ − +

M

m−∞

+∞
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Les limites en −∞ et +∞ de la fon
tion polyn�miale f sont 
elles de son terme de plus haut

degré :

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

x3 = −∞ et lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

x3 = +∞


) f(0) = 53 > 0 et f(3) = 27 − 81− 81 + 53 = −82 < 0. Or puisque 1 < 2 < 4, alors 1 <
√
2 < 2,

don
 3(1−
√
2) < 0 et 3 < 3(1 +

√
2).

Par dé
roissan
e stri
te de f sur [3(1−
√
2), 3(1 +

√
2)], on en déduit que :

f(3(1−
√
2)) > f(0) > 0 > f(3) > f(3(1 +

√
2)) =⇒ M > 0 > m

d) Au vu du tableau de variations de f , on 
omprend qu'on doit utiliser trois fois de suite le théorème

de la bije
tion :

� Sur ]−∞, 3(1−
√
2)], la fon
tion f est 
ontinue, stri
tement 
roissante, à valeurs dans ]−∞;M ]

qui 
ontient 0 puisque M > 0.

D'après le théorème de la bije
tion, l'équation f(x) = 0 admet don
 une unique solution λ1

sur ]−∞, 3(1−
√
2)].

� Sur ]3(1−
√
2), 3(1+

√
2)], la fon
tion f est 
ontinue, stri
tement dé
roissante, à valeurs dans

[m,M [ qui 
ontient 0 puisque M > 0 et m < 0.

D'après le théorème de la bije
tion, l'équation f(x) = 0 admet don
 une unique solution λ2

sur ]3(1−
√
2); 3(1 +

√
2)].

� Sur ]3(1+
√
2),+∞[, la fon
tion f est 
ontinue, stri
tement 
roissante, à valeurs dans ]m; +∞[

qui 
ontient 0 puisque m < 0.

D'après le théorème de la bije
tion, l'équation f(x) = 0 admet don
 une unique solution λ3

sur ]3(1 +
√
2),+∞[.

Finalement, l'équation f(x) = 0 admet trois solutions distin
tes λ1 < λ2 < λ3, qui sont les trois

valeurs propres de la matri
e A.

e) La matri
e A, 
arrée d'ordre 3, admet don
 trois valeurs propres distin
tes : d'après le 
ritère

su�sant, A est don
 diagonalisable, semblable à la matri
e D =



λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3




via une matri
e

P inversible telle que A = PDP−1.

2. L'obje
tif de 
ette question est de déterminer l'ensemble des matri
es M de M3(R) qui 
ommutent

ave
 A, 
'est-à-dire qui véri�ent AM = MA.

a) On 
her
he i
i les matri
es M =



a b c

d e f

g h i




telles que :

DM = MD ⇐⇒



aλ1 bλ1 cλ1

dλ2 eλ2 fλ2

gλ3 hλ3 iλ3


 =



aλ1 bλ2 cλ3

dλ1 eλ2 fλ3

gλ1 hλ2 iλ3




On obtient, par identi�
ation des 
oe�
ients, un système de neuf équations dont trois sont tou-

jours vraies : aλ1 = aλ1, eλ2 = eλ2, iλ3 = iλ3.

L'équation suivante est : bλ1 = bλ2 ⇐⇒ b(λ1−λ2) = 0 ⇐⇒ b = 0 
ar λ1−λ2 6= 0 puisque les

trois valeurs propres sont distin
tes. Le même prin
ipe s'applique aux 
inq dernières équations,

qui donnent :

DM = MD ⇐⇒ b = c = d = f = g = h = 0 ⇐⇒ ∃(a, e, i) ∈ R
3; D =



a 0 0
0 e 0
0 0 i




Les matri
es qui 
ommutent ave
 D sont bien les matri
es diagonales.
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b) On montre l'équivalen
e demandée grâ
e à la formule de 
hangement de base A = PDP−1 :

M ∈ E ⇐⇒ AM = MA ⇐⇒ PDP−1M = MPDP−1 ⇐⇒ DP−1MP = P−1MPD

⇐⇒ P−1MP 
ommute ave
 D


) La 
ombinaison des résultats des questions a) et b) permet d'é
rire :

M ∈ E ⇐⇒ ∃(a, b, c) ∈ R
3; P−1MP =



a 0 0
0 b 0
0 0 c


 ⇐⇒ ∃(a, b, c) ∈ R

3, M = P



a 0 0
0 b 0
0 0 c


P−1

soit :

E =
{
P
(
a.



1 0 0
0 0 0
0 0 0


+ b.



0 0 0
0 1 0
0 0 0


+ c.



0 0 0
0 0 0
0 0 1



)
P−1

∣∣∣ (a, b, c) ∈ R
3
}

=
{
a. P



1 0 0
0 0 0
0 0 0


P−1

︸ ︷︷ ︸
=U1

+b. P



0 0 0
0 1 0
0 0 0


P−1

︸ ︷︷ ︸
=U2

+c. P



0 0 0
0 0 0
0 0 1


P−1

︸ ︷︷ ︸
=U3

∣∣∣ (a, b, c) ∈ R
3
}

D'où le résultat voulu, puisque 
ela signi�e que E = Vect(U1, U2, U3).

d) L'ensemble E est don
 un sous-espa
e ve
toriel de M3(R), en tant que sous-espa
e engendré par

trois matri
es de M3(R). On étudie si 
ette famille génératri
e (U1, U2, U3) est libre en posant

une 
ombinaison linéaire nulle : soient a, b, c trois réels tels que

a.U1+b.U2+c.U3 = 03 ⇐⇒ P



a 0 0
0 b 0
0 0 c


P−1 = 03 ⇐⇒



a 0 0
0 b 0
0 0 c


 = P−103P = 03 ⇐⇒ a = b = c = 0

La famille (U1, U2, U3) est don
 libre : 
'est bien une base de E, et dimE = 3.

e) On sait que la matri
e A possède trois valeurs propres distin
tes : tout polyn�me annulateur de A

doit don
 admettre au moins les trois réels λ1, λ2, λ3 pour ra
ines distin
tes. D'après les propriétés

des polyn�mes, il faut bien qu'un tel polyn�me annulateur soit de degré supérieur ou égal à 3. Il

n'existe don
 au
un polyn�me annulateur de A de degré inférieur ou égal à 2.

Mais alors toute 
ombinaison linéaire nulle de I, A,A2
, de la forme : α.I + β.A + γ.A2 = 03

peut se traduire par le fait que α+ βX + γX2
est un polyn�me annulateur de A. D'après 
e qui

pré
ède, un tel polyn�me non nul ne peut pas exister 
ar il serait de degré inférieur ou égal à 2 ;

la seule solution est don
 qu'il s'agisse du polyn�me nul, don
 : α.I +β.A+ γ.A2 = 03 implique

α = β = γ = 0, et la famille (I, A,A2) est libre.

Il faut aussi (très important !) justi�er qu'il s'agit de trois matri
es de E : I 
ommute évidemment

ave
 A (IA = AI = A), de même que A elle-même, et A2
aussi (AA2 = A3 = A2A). On dispose

don
 d'une famille libre de 3 ve
teurs de E, qui est de dimension 3 : 
'est bien une base de E.
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Exer
i
e 2

1. La fon
tion t 7→ 1√
t2 + 1

est bien dé�nie et 
ontinue sur R, 
omme inverse et 
omposée de fon
tions

qui le sont, sa
hant que : ∀t ∈ R, t2 + 1 > 1 > 0. L'intégrale

∫ 2x

x

1√
t2 + 1

dt est don
 bien dé�nie

pour tout réel x, on la note f(x), 
e qui dé�nit une fon
tion f sur R.

2. Pour tout réel x : f(−x) =

∫
−2x

−x

1√
t2 + 1

dt, dans laquelle on pose le 
hangement de variable

a�ne : u = −t.

⋆ du = −dt, et
1√

t2 + 1
dt =

1√
(−u)2 + 1

(−du) = − 1√
u2 + 1

du.

⋆ quand t = −x, u = x et quand t = −2x, u = 2x. Ainsi, par 
hangement de variable :

∀x ∈ R, f(−x) = −
∫ 2x

x

1√
u2 + 1

du = −f(x)

La fon
tion f est don
 bien impaire.

3. a) La 
ontinuité de la fon
tion t 7→ 1√
t2 + 1

sur R, assure que 
ette fon
tion possède des primitives

sur R. Soit G l'une d'elles : en tant que telle, G est alors de 
lasse C1
sur R.

Et 
omme : ∀x ∈ R, f(x) =
[
G(t)

]2x
x

= G(2x)−G(x), qui rend f elle-même de 
lasse C1
sur

R 
omme 
omposée et di�éren
e de fon
tions de 
lasse C1
sur R.

b) L'é
riture pré
édente permet de 
al
uler la dérivée de f :

∀x ∈ R, f ′(x) = 2G′(2x)−G′(x) =
2√

(2x)2 + 1
− 1√

x2 + 1
=

2√
4x2 + 1

− 2

2
√
x2 + 1

=
2√

4x2 + 1
− 2√

4x2 + 4

Ave
 
ette é
riture :

∀x ∈ R, 4x2 + 1 < 4x2 + 4 ⇐⇒
√
4x2 + 1 <

√
4x2 + 4 ⇐⇒ 2√

4x2 + 1
>

2√
4x2 + 4

⇐⇒ f ′(x) > 0

on a i
i utilisé la stri
te 
roissan
e de

√
. sur R+

et la stri
te dé
roissan
e de la fon
tion inverse

sur R
∗

+.

La fon
tion f est don
 stri
tement 
roissante sur R.

4. a) La double inégalité évidente : ∀t ∈ R
+, t2 6 t2 + 1 6 t2 + 2t + 1 donne, toujours par stri
te


roissan
e de

√
. sur R+

, puis par stri
te dé
roissan
e de la fon
tion inverse sur R
∗

+ :

∀t ∈ R
+,

√
t2 6

√
t2 + 1 6

√
t2 + 2t + 1 ⇐⇒ t 6

√
t2 + 1 6 t + 1 ⇐⇒ 1

t
>

1√
t2 + 1

>
1

t + 1

Les fon
tions 
on
ernées par 
ette dernière double inégalité sont 
ontinues sur R
∗

+, et x < 2x
lorsque x > 0, don
 par 
roissan
e de l'intégrale :

∀x ∈ R
∗

+,

∫ 2x

x

1

t
dt >

∫ 2x

x

1√
t2 + 1

dt >

∫ 2x

x

1

t+ 1
dt ⇐⇒

[
ln(t)

]2x
x

> f(x) >
[
ln(t+ 1)

]2x
x

⇐⇒ ln(2x)− ln(x) > f(x) > ln(2x+ 1)− ln(x+ 1) ⇐⇒ ln(2x+ 1)− ln(x+ 1) 6 f(x) 6 ln(2)

b) Pour tout x ∈ R
∗

+ : ln(2x+ 1)− ln(x+ 1) = ln

(
2x+ 1

x+ 1

)
= ln

(
2 + 1

x

1 + 1
x

)
.

lim
x→+∞

2 + 1
x

1 + 1
x

= 2, don
 lim
x→+∞

ln

(
2 + 1

x

1 + 1
x

)
= ln(2) par 
ontinuité de ln en 2.

Ainsi, l'en
adrement obtenu en 4.a) et le théorème du même nom assurent que :

lim
x→+∞

f(x) = ln(2)
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) L'imparité de f donne pour �nir : lim
x→−∞

f(x) = − ln(2). On a aussi f(0) = 0, d'où le tableau

de variation 
omplet de f :

x −∞
0

+∞

f

ln(2)

0

− ln(2)

d) On a déjà vu que : f(0) = 0 ; la stri
te 
roissan
e de f sur R assure alors que x = 0 est la seule

solution de l'équation f(x) = 0.

5. a) Remarquons d'emblée qu'il est évident que : pour tout x > 0, x+
√
x2 + 1 > 0 puisque x > 0 et√

x2 + 1 > 1 > 0.

Pour tout x < 0 :

x2 + 1 > x2
don


√
x2 + 1 >

√
x2 ⇐⇒

√
x2 + 1 > |x| ⇐⇒

√
x2 + 1 > −x ⇐⇒ x+

√
x2 + 1 > 0, et


ette inégalité est bien vraie pour tout x ∈ R.

b) Au vu du résultat pré
édent, la fon
tion h : x 7→ ln(x +
√
x2 + 1) est don
 bien dé�nie sur R ;

elle est également dérivable sur R 
omme 
omposée de fon
tions dérivables, et :

∀x ∈ R, h′(x) =

1 +
2x

2
√
x2 + 1

x+
√
x2 + 1

=

√
x2 + 1 + x√
x2 + 1

x+
√
x2 + 1

=
1√

x2 + 1


) La fon
tion h est ainsi une primitive de t 7→ 1√
t2 + 1

, et on en déduit une expression expli
ite de

f(x) :

∀x ∈ R, f(x) =
[
ln(t +

√
t2 + 1)

]2x
x

= ln(2x+
√
4x2 + 1)− ln(x+

√
x2 + 1)

6. Re
her
he d'un équivalent de f(x) lorsque x est au voisinage de 0.

a) Pour tout réel x stri
tement positif :

x− f(x) =

∫ 2x

x

1dt−
∫ 2x

x

1√
t2 + 1

dt =

∫ 2x

x

√
t2 + 1− 1√
t2 + 1

dt

=

∫ 2x

x

√
t2 + 1− 1√
t2 + 1

×
√
t2 + 1 + 1√
t2 + 1 + 1

dt (quantité 
onjuguée)

=

∫ 2x

x

t2 + 1− 1√
t2 + 1(1 +

√
t2 + 1)

dt =

∫ 2x

x

t2√
t2 + 1(1 +

√
t2 + 1)

dt

b) Pour tout réel x > 0, et pour tout t ∈ [x; 2x] :
t2√

t2 + 1(1 +
√
t2 + 1)

> 0 ;

par ailleurs,

√
t2 + 1 > 1 et 1 +

√
t2 + 1 > 2 don


√
t2 + 1(1 +

√
t2 + 1) > 2,

don
 0 6
t2√

t2 + 1(1 +
√
t2 + 1)

6
t2

2
.

Les fon
tions 
on
ernées par 
ette double inégalité sont 
ontinues sur ]0; +∞[, et x < 2x lorsque

x > 0, don
 par positivité et 
roissan
e de l'intégrale :

∀x > 0, 0 6

∫ 2x

x

t2√
t2 + 1(1 +

√
t2 + 1)

dt 6

∫ 2x

x

t2

2
dt ⇐⇒ 0 6 x−f(x) 6

[t3
6

]2x
x

⇐⇒ 0 6 x−f(x) 6
7

6
x3
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) De l'en
adrement pré
édent, on déduit :

∀x ∈]0; +∞[, 0 > f(x)− x > −7

6
x3 ⇐⇒ x > f(x) > x− 7

6
x3 ⇐⇒ 1 >

f(x)

x
> 1− 7

6
x2

Puisque lim
x→0+

1− 7

6
x2 = 1 = lim

x→0+
1, alors d'après le théorème d'en
adrement :

lim
x→0+

f(x)

x
= 1 soit : f(x) ∼

0+
x

d) On utilise i
i une dernière fois l'imparité de la fon
tion f sur R : lorsque x tend vers 0−,

−x tend vers 0+ et :

f(−x) ∼
0−

−x ⇐⇒ −f(x) ∼
0−

−x ⇐⇒ f(x) ∼
0−

x

Exer
i
e 3

1. Puisque θ > 0, (uk)k∈N est une suite de réels positifs, et

∑

k>0

uk est une série géométrique de raison

θ

1 + θ
∈]0, 1[ puisque 0 < θ < 1 + θ. Ainsi :

+∞∑

k=0

uk =
1

1 + θ

+∞∑

k=0

(
θ

1 + θ

)k

=
1

1 + θ
× 1

1− θ
1+θ

=
1

1 + θ
× (1 + θ) = 1


e qui a
hève de prouver que la suite (uk)k∈N dé�nit bien une loi de probabilité.

On 
onsidère alors une variable X telle que X(Ω) = N et : ∀k ∈ N, P (X = k) = uk.

2. a) Soit Y = X + 1, alors : Y (Ω) = N
∗
et :

∀k ∈ N
∗, P (Y = k) = P (X + 1 = k) = P (X = k − 1) = uk−1 =

1

1 + θ

(
θ

1 + θ

)k−1

Comme

1

1 + θ
= 1− θ

1 + θ
, on re
onnaît la loi géométrique de paramètre

1

1 + θ
, que suit don
 Y .

D'après le 
ours, on a don
 : E(Y ) = 1 + θ et V (Y ) =
θ

1 + θ
× (1 + θ)2 = θ(1 + θ).

Mais 
omme X = Y − 1, alors par linéarité de l'espéran
e et propriété de la varian
e :

E(X) = E(Y )− 1 = θ et V (X) = V (Y ) = θ(1 + θ).

b) Il s'agit dans un premier temps de simuler la loi géométrique suivie par Y en programmant le

temps d'attente d'un premier su

ès de probabilité

1

1 + θ
, et de rendre X = Y − 1.

1 fun
tion r = X(theta)

2 Y=1

3 while (rand()> 1/(1+theta))

4 Y = Y+1

5 end

6 r = Y-1

7 endfun
tion
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3. Dans 
ette question, on souhaite estimer le paramètre θ par la méthode du maximum de vraisem-

blan
e.

Pour 
e faire, on 
onsidère un é
hantillon (X1, X2, . . . , Xn) 
omposé de variables aléatoires indé-

pendantes ayant toutes la même loi que X et on introduit la fon
tion L, de R
∗

+ dans R, dé�nie

par :

∀θ ∈ R
∗

+, L(θ) =
n∏

k=1

P (Xk = xk)

où x1, x2, . . . , xn désignent des entiers naturels éléments de X(Ω).

a) D'après les propriétés du logarithme, et étant donné que les Xk suivent tous la même loi que X :

ln(L(θ)) =

n∑

k=1

ln(P (Xk = xk)) =

n∑

k=1

ln

(
1

1 + θ

(
θ

1 + θ

)xk
)

=
n∑

k=1

− ln(1 + θ) + xk.[ln(θ)− ln(1 + θ)]

= −n ln(1 + θ) + Sn.[ln(θ)− ln(1 + θ)]

b) On 
onsidère la fon
tion ϕ, dé�nie par :

∀θ ∈]0,+∞[, ϕ(θ) = Sn. ln(θ)− (Sn + n). ln(1 + θ)

On aura re
onnu bien sûr que : ∀θ ∈]0,+∞[, ϕ(θ) = ln(L(θ)).

La fon
tion ϕ de la variable θ, est bien de 
lasse C1
sur ]0,+∞[ 
omme somme de telles fon
tions,

et :

∀θ ∈]0,+∞[, ϕ′(θ) =
Sn

θ
− Sn + n

1 + θ
=

Sn(1 + θ)− (Sn + n)θ

θ(1 + θ)
=

Sn − nθ

θ(1 + θ

Puisque θ > 0, ϕ′(θ) est du signe du numérateur, or : Sn − nθ > 0 ⇐⇒ θ <
Sn

n
.

On en déduit, en posant θ̂n, que la fon
tion ϕ est stri
tement 
roissante sur ]0, θ̂n], puis stri
tement

dé
roissante sur [θ̂n,+∞[ : elle admet don
 bien un maximum en θ̂n =
Sn

n
.

Ainsi :

∀θ ∈]0,+∞[, ϕ(θ) 6 ϕ(θ̂n) ⇐⇒ ∀θ ∈]0,+∞[, ln(L(θ)) 6 ln(L(θ̂n)) ⇐⇒ ∀θ ∈]0,+∞[, L(θ) 6 L(θ̂n)

par stri
te 
roissan
e de ln sur ]0,+∞[. On en déduit que θ̂n =
Sn

n
est aussi le maximum de L

sur ]0,+∞[.

On pose dorénavant : Tn =
1

n

n∑

i=1

Xi. La variable Tn est appelée estimateur du maximum

de vraisemblan
e pour θ.


) La moyenne empirique de l'é
hantillon, i
i appelée Tn, est toujours un estimateur sans biais de

l'espéran
e théorique ; par linéarité de l'espéran
e :

E(Tn) =
1

n

n∑

k=1

E(Xk) =
1

n
× nE(X) = E(X) = θ

Don
 Tn est bien un estimateur sans biais de θ.
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d) Puisque Tn est un estimateur sans biais de θ, alors son risque quadratique est égal à sa varian
e :

rTn
(θ) = V (Tn) =

1

n2
V

(
n∑

k=1

Xk

)

=
1

n2

n∑

k=1

V (Xk) par indépendan
e des Xk

=
1

n2
× nV (X) 
ar les Xk ont même loi que X

=
θ(1 + θ)

n

Il est alors évident que : lim
n→+∞

rTn
(θ) = lim

n→+∞

θ(1 + θ)

n
= 0 : l'estimateur Tn est 
onvergent.

Problème

1. Soit x un réel quel
onque.

a) Par dé�nition du maximum de deux réels : ∀t ∈ R, max(x, t) =




x si t < x

t si t > x
.

Cette fon
tion est 
ontinue 
omme 
onstante sur ]−∞, x[, et 
ontinue 
omme fon
tion a�ne sur

[x,+∞[.

lim
t→x−

max(x, t) = lim
t→x−

x = x, et lim
t→x+

max(x, t) = lim
t→x+

t = x = max(x, x), don
 la fon
tion est

également 
ontinue en t = x : �nalement, 
ette fon
tion est 
ontinue sur R.

Il est i
i très utile d'observer la représentation graphique de 
ette fon
tion, qui montre bien qu'elle

est 
ontinue sur R :

x

x

y = max(x, t)

t

On 
onsidère maintenant l'intégrale y =

∫ 1

0

max(x, t)dt.

b) On 
al
ule les valeurs possibles de y dans les trois 
as suggérés par l'énon
é :

� Si x 6 0 : pour tout réel t de [0, 1], max(x, t) = t, don


∫ 1

0

max(x, t)dt =

∫ 1

0

tdt =
[t2
2

]1
0
=

1

2
.

� Si 0 6 x 6 1, d'après la relation de Chasles :

y =

∫ x

0

xdt +

∫ 1

x

tdt = x× (x− 0) +
[t2
2

]1
x
= x2 +

1

2
− x2

2
=

x2 + 1

2
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� Si x > 1 : pour tout t ∈ [0, 1], max(x, t) = x, don
 y =
∫ 1

0
xdt = x.

Dans la suite de 
e problème, on 
onsidère une variable aléatoire X dé�nie sur un 
ertain espa
e

probabilisé (Ω,A, P ), que l'on ne 
her
hera pas à déterminer.

On admet que l'on dé�nit une variable aléatoire Y , elle aussi dé�nie sur (Ω,A, P ), en posant

Y =

∫ 1

0

max(X, t)dt, 
e qui signi�e que, pour tout ω de Ω, on a :

Y (ω) =

∫ 1

0

max
(
X(ω), t

)
dt

On note FY la fon
tion de répartition de Y , et on se propose dans la suite de déterminer la loi de Y


onnaissant 
elle de X .

2. On suppose dans 
ette question que X suit la loi géométrique : dans 
e 
as X(Ω) = N
∗
, 
e qui

signi�e que pour tout ω ∈ Ω, X(ω) > 1, et alors : pour tout t ∈ [0, 1], max
(
X(ω), t

)
= X(ω), don


Y (ω) = X(ω) d'après 1.b), 
'est-à-dire que les variables aléatoires X et Y sont identiques dans 
e


as.

3. On suppose, dans 
ette question, que X(Ω) = {−1, 0, 1} et que l'on a :

P (X = −1) = P (X = 1) =
1

4

a) Puisque

(
[X = −1], [X = 0], [X = 1]

)
forment un système 
omplet d'événements, on a évidem-

ment :

P (X = 0) = 1− P (X = −1)− P (X = 1) =
1

2

b) D'après 1.b) :

� Pour tout ω ∈ Ω tel que X(ω) = −1 ou X(ω) = 0, alors Y (ω) =
1

2
.

� Pour tout ω ∈ Ω tel que X(ω) = 1, alors Y (ω) =
X(ω) + 1

2
= 1.

On a don
 bien Y (Ω) =
{1
2
, 1
}
, et :

P (Y =
1

2
) = P (X = −1) + P (X = 0) =

3

4
, P (Y = 1) = P (X = 1) =

1

4
.


) La fon
tion S
ilab suivante simule la variable aléatoire Y :

1 fun
tion y = simul()

2 u = grand(1,1,'uin',1,4)

3 if u == 4 then

4 y = 1

5 else

6 y = 1/2

7 end

8 endfun
tion

En e�et, u reçoit une valeur entière 
hoisie parmi {1, 2, 3, 4} ave
 équiprobabilité, don
 vaut 4

ave
 la probabilité

1

4
= P (Y = 1), auquel 
as on peut 
onsidérer que [Y = 1] est réalisé ; sinon,


'est l'événement 
ontraire [Y = 1
2
] qui l'est.

4. On suppose, dans 
ette question, que x suit la loi uniforme sur [0, 1[, ave
 X(Ω) = [0, 1[.

a) D'après la première question : pour tout ω ∈ Ω tel que X(ω) ∈]0, 1[, on a Y (ω) =
X(ω) + 1

2
.

Pour tout ω ∈ Ω tel que X(ω) = 0, Y (ω) =
1

2
=

X(ω) + 1

2
, don
 on a bien l'égalité de variables

aléatoires Y =
X2 + 1

2
.
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b) Pour tout ω ∈ Ω, 0 6 X(ω) < 1 ⇐⇒ 1

2
6

X(ω) + 1

2
< 1 ⇐⇒ 1

2
6 Y (ω) < 1, et on a bien

Y (Ω) =
[1
2
, 1
[
.


) Pour tout réel x de

[1
2
, 1
[
:

FY (x) = P (Y 6 x) = P
(X2 + 1

2
6 x

)
= P (X2

6 2x− 1) = P (X 6
√
2x− 1)

par stri
te 
roissan
e de la fon
tion ra
ine 
arrée sur R+, et puisque X est à valeurs positives.

Comme pour tout x de

[1
2
, 1
[
, 0 6 2x− 1 < 1, la loi uniforme suivie par X donne bien :

∀x ∈
[1
2
, 1
[
, FY (x) =

√
2x− 1

d) On a par ailleurs, vu l'univers-image de Y : FY (x) = 0 pour tout x <
1

2
, et FY (x) = 1 pour

tout x > 1.

La fon
tion FY est ainsi de 
lasse C1
sur ]−∞, 1

2
[ et ]1,+∞[ 
omme fon
tion 
onstante.

Elle est aussi de 
lasse C1
sur ]1

2
, 1[ 
omme 
omposée de fon
tions de 
lasse C1

, sa
hant que :

1
2
< x < 1 ⇐⇒ 0 < 2x− 1 < 1. La fon
tion FY est don
 
ontinue sur 
ha
un de es intervalles.

Par ailleurs : lim
x→1/2+

FY (x) =
√
2× 1

2
− 1 = 0 = lim

x→1/2−
FY (x) = FY (

1
2
),

et lim
x→1−

FY (x) =
√
2× 1− 1 = 1 = FY (1) = lim

x→1+
FY (x), don
 Fy est aussi 
ontinue en

1

2
et 1.

Finalement, FY est 
ontinue sur R tout entier, de 
lasse C1
sur R sauf peut-être en

1

2
et 1 : Y est

bien une variable à densité.

e) La variable aléatoire Y =
X2 + 1

2
admet une espéran
e par
e que X admet un moment d'ordre

2 ; d'après le 
ours sur la loi uniforme, et par linéarité de l'espéran
e :

E(Y ) =
E(X2) + 1

2
=

V (X) + E(X)2 + 1

2
=

1
12

+ 1
4
+ 1

2
=

1

2
× 1 + 3 + 12

12
=

16

24
=

2

3

f) La fon
tion S
ilab suivante simule la variable aléatoire Y :

1 fun
tion y = simul2()

2 u = rand()

3 y = sqrt(2*u-1)

4 endfun
tion

5. On suppose, dans 
ette question, queX suit la loi normale 
entrée réduite. On rappelle queX(Ω) = R

et on note Φ la fon
tion de répartition de X .

a) Pour tout ω tel que X(ω) 6 0, Y (ω) =
1

2
. Pour tout ω tel que 0 < X(ω) 6 1, Y (ω) =

X(ω)2 + 1

2

appartient à

[1
2
, 1
[
. En�n, pour tout ω de Ω tel que X(ω) > 1, Y (ω) = X(ω) ∈ [1,+∞[.

La variable aléatoire Y a bien pour univers-image Y (Ω) =
[1
2
,+∞

[
.

b) Comme on vient de le voir : [Y =
1

2
] = [X 6 0], don
 P

(
Y =

1

2

)
= P (X 6 0) = Φ(0) =

1

2
d'après les propriétés de la loi normale 
entrée réduite.
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) Soit x un réel quel
onque ; d'après la formule des probabilités totales ave
 le système 
omplet

d'événement

(
[X 6 0], [0 < X 6 1], [X > 1]

)
:

FY (x) = P (Y 6 x) = P
(
[X 6 0] ∩ [Y 6 x]

)
+ P

(
[0 < X 6 1] ∩ [Y 6 x]

)
+ P

(
[X > 1] ∩ [Y 6 x]

)

On distingue alors les trois 
as suggérés par l'énon
é :

� Si x < 1
2
: on sait que Y (Ω) =

[1
2
,+∞

[
, don
 sans 
al
ul, FY (x) = 0.

� Si

1
2
6 x 6 1 :

P
(
[X 6 0] ∩ [Y 6 x]

)
= P ([Y = 1

2
] ∩ [Y 6 x]

)
= P (Y = 1

2
) =

1

2

P
(
[0 < X 6 1] ∩ [Y 6 x]

)
= P

(
[0 < X 6 1] ∩

[X2 + 1

2
6 x

])
= P

(
[0 < X 6 1] ∩ [X 6

√
2x− 1]

)

= P (0 < X 6
√
2x− 1) = Φ(

√
2x− 1)− Φ(0) = Φ(

√
2x− 1)− 1

2

P
(
[X > 1] ∩ [Y 6 x]

)
= P

(
[X > 1] ∩ [X 6 x]

)
= P (∅) = 0, don
 :

Si

1

2
6 x 6 1, FY (x) =

1

2
+ Φ(

√
2x− 1)− 1

2
= Φ(

√
2x− 1)

� Si x > 1 :

P
(
[X 6 0] ∩ [Y 6 x]) = P

(
[Y = 1

2
] ∩ [Y 6 x]

)
= P (Y = 1

2
) =

1

2

P
(
[0 < X 6 1] ∩ [Y 6 x]

)
= P

(
[0 < X 6 1] ∩ [X 6

√
2x− 1]

)

= P (0 < X 6 1) = Φ(1)− Φ(0) = Φ(1)− 1

2

P
(
[X > 1] ∩ [Y 6 x]

)
= P

(
[Y > 1] ∩ [Y 6 x]

)
= P (1 < X 6 x) = Φ(x)− Φ(1), don
 :

FY (x) =
1

2
+ Φ(1)− 1

2
+ Φ(x)− Φ(1) = Φ(x)

On a bien démontré que pour tout réel x : FY (x) =





0 si x < 1
2

Φ(
√
2x− 1) si

1
2
6 x 6 1

Φ(x) si x > 1

.

d) La variable aléatoire Y n'est 
ertainement pas dis
rète, puisque son univers-image

[1
2
,+∞

[
est

un intervalle.

Par ailleurs : le simple fait que P (Y =
1

2
) =

1

2
6= 0 assure que Y n'est pas non plus une variable

à densité (on devrait alors avoir P (Y =
1

2
) = 0).
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