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EXERCICE 1

On considére la matrice A = (;) 2)

1. La matrice A est évidemment non-inversible car ses deux colonnes sont proportionnelles
(CQ - 201)
1—A 2

2. Les valeurs propres de A sont les réels A tels que A — \.Ip = . k. est. non-inversible.

Comme A est une matrice carrée d’ordre 2, on peut utiliser le critére du déterminant :
A€ Sp(A) <= det(A-N1) =0 <= (1-\)(6-A)—3x2=9 <= 6-A—6AN—6=0 <= N\?-TA=0

Les deux racines évidente de cette équation sont Ay =0 et Ay = 7.
Calcul des deux sous-espaces propres :

r + 2y = 0
3r + 6y =0

done Fy(4) = { (‘jy) |y eR} = Veer (_12) ).

o X = @) € Br(A) &= (A—T.L)X =0y, < {

done B:(4) = { () | o e} <veer( (3) ).

Dans les deux cas on a obtenu une famille génératrice du sous-espace propre constituée d’un seul
vecteur non nul, donc une base de celui-ci.

on(L;)eEO(A)@»AX:%J«:»{ = = -2y,

—6xr + 2y = 0

3r — oy = 0 — y =3z,

Dans la suite de cet exercice, on considére I'application f qui, & toute matrice M de My(R), associe :
f(M) =AM

3. Pour toute matrice M de My(R) : = f(M) = AM appartient encore & My(R) comme produit de
deux matrices carrées d’ordre 2.

Pour toutes matrices M, N de M3(R) et pour tout réel X :
FOMAEN) = Ax AM+ N) = \AM + AN = \.f(M) + f(N)

donc f est linéaire : f est bien un endomorphisme de My (R).



4. a) Soit M = (j ?) une matrice de My (R) :

r+22 y+2 00
M eKer(f) < f(M)=0y <= AM =0y <= :( )
3r + 6z 3y + 6t 00

= — —2
= { v+ 2 0 = {:C 2; par redondance de deux lignes
Yy =-

Ainsi = Ker(f) = { (_222 _t%) | (2.1) e B2} = Vet (_12 8) , (8 _12) )

Ainsi, Ker(f) est engendré par une famille de deux vecteurs non-colinéaires : il s’agit bien d’une
base du noyau, et dim Ker(f) = 2.

b) Le théoréme du rang pour I'endomorphisme f donne :

dim M5(R) = dim Ker(f) + dimIm(f) <= dimIm(f)=4-2=2

10 01 0 0 0 0 .
¢) On pose F; = <0 0) , By = (0 0) , B3 = (1 O) , By = (O 1) et on rappelle que la famille
(E1, By, E3, Ey) est une base de Ms(R).

1 0
o f(El):AEII (3 O) :E1+3E3

01
o f(E2):AE2: (O 3) = Fy+ 3.E,

2

2

D’aprés la propriété du cours, puisque (1, Ey, E3, E4) est une base de My(R), alors :
Im(f) = Vect(f(E1), f(E2), f(E3), f(BE4)) = Vect(Ey + 3.E3, B> + 3.E4,2.Ey + 6.E3,2.F5 + 6.E))
= Vect(E1 + 3.E3, EQ —+ 3E4)

en supprimant les deux derniers vecteurs, redondants car colinéaires aux deux premiers.

On a ainsi obtenu une famille génératrice de deux vecteurs : comme dim Im(f) = 2, il s’agit bien
d’une base de Im(f).

5. a) Par linéarité de f :
f(Ey +3.E3) = f(E) +3.f(F3) = By +3.E3+6.E, +18. B3 =T7.Ey +21.E3 = 7.(E; + 3.E3)

f(Ey+3.Ey) = f(E3)+3.f(Ey) = By +3.Ey+6.Ey+ 18.Ey =7.Ey +21.Ey = 7.(Ey + 3.Ey)

b) Faisons le bilan des valeurs propres déja obtenues :

e On a vu que 0 est valeur propre de f, de sous-espace propre associé Ker(f) qui est de dimen-
sion 2.

e On vient de voir que E; + 3.F3 et Ey + 3. F4 sont vecteurs propres de f pour la valeur propre
7 : comme ceux deux vecteurs propres sont non-colinéaires, ils forment une famille libre et par
conséquent, dim F,(f) > 2.



Or d’aprés le théoréme spectral :  dim Ey(f) + dim E7(f) < 4. Comme on vient de voir que
dim Ey(f) 4+ dim E7(f) > 4, alors :

dim Ey(f) + dim E7(f) = 4, et on en déduit que :
e Les réels 0 et 7 sont les seules valeurs propres de f:  Sp(f) = {0,7}.

e Les deux sous-espaces propres sont chacun de dimension 2, et f est diagonalisable
puisque dim Ey(f) + dim E;(f) = 4 = dim M3(R).

6. Généralisation : f est toujours ’endomorphisme de My (R) défini par f(M) = AM, mais cette fois,
A est une matrice quelconque de My(R). On admet que f et A possédent des valeurs propres et on
se propose de montrer que ce sont les mémes.

a)

Soit. A une valeur propre de A et X un vecteur colonne propre associé.

Soit X = (g) vecteur propre de A pour la valeur propre A : alors X # 041, ce qui est équivalent

au fait que = # 0 ou y # 0.

2
Alors : X 'X = (iy ‘Z?Q/) est une matrice carrée d’ordre 2, non nulle parce que I'un des deux

coefficients 22 ou 2 est non nul, et :
F(X'X) = AX'X = (AX)'X = A XX

ce qui suffit a prouver que X °X est vecteur propre de f pour la valeur propre \.

Soit A une valeur propre de f et M une matrice de M3(R) vecteur propre de f associée a cette
valeur propre.

D’aprés les régles du calcul matriciel : si on note C; et C5 les colonnes de M, alors I’égalité
f(M) =AM <= AM = \.M est équivalente au fait que AC; = \.C} et ACy = \.Cs.

Il reste a bien dire que puisque M est non nulle comme vecteur propre, alors I'un de ses coefficients
est non nul, donc 'une des deux colonnes C; et C5 est non nulle et les relations précédentes
prouvent, que cette colonne non nulle, est vecteur propre de A pour la valeur propre .

On a bien démontré 'équivalence : X € Sp(A) <= X € Sp(f), donc A et f ont les mémes
valeurs propres.

1. a)

EXERCICE 2

Le calcul de la probabilité d’obtenir Pile dés le premier lancer prend en compte les trois possibilités
pour le choix de la piéce, via la formule des probabilités totales avec le s.c.e. (Ag, A1, As) :

P(X =1) = P(Ay) x Py, (X = 1) + P(A) x Pa,(X = 1)+ P(Ay) x Py, (X = 1)

—1><1+1><0+1><1—1+1—3—1
372 3 3 6 3 6 2

Pour tout entier n > 2, toujours d’aprés la formule des probabilités totales avec le méme s.c.e. :
P(X =n) = P(Ap) X Pa,(X =n)+ P(A1) X P4, (X =n) + P(Ay) X P4, (X =n)

Or cette fois : P4, (X = n) est toujours nulle puisque la piéce numéro 1 donne Face a coup sir,
elle ne donnera donc jamais Pile.



P4, (X = n) est aussi nulle : la piéce numéro 2 donnant Pile & coup siir, le premier Pile sera
forcément obtenu au premier lancer, donc jamais plus tard!

P4, (X = n) est la probabilité d’obtenir n — 1 Face, puis un Pile au n-iéme lancer avec la piéce

numéro 0 : une fois la piéce choisie, les lancers deviennent indépendants,

1\m
donc Pay(X = n) = Pay(F) X Pag(F2) % ... x Pay(Fot) x Pag(P) = (5) -

On obtient bien : 1/1
2, P(X=n)=(3)
n (X=m =33

c¢) Par définition d’une variable aléatoire, et de son systéme complet d’événements associé, on sait
que puisque X () =N :

o 112 1y
P(X=k)=1 < P(X=0)=1-P P(X=k=1-=—=. (_>
> P ) ( ) E 3 23
1 1 132 1 1 1 1 1 1
(X=0) 2 3°1-1 2 371" 276 3

A posteriori ce résultat est assez logique : la seule facon raisonnable de n’obtenir que des Face,

indéfiniment, est de prendre la piéce 1, ce qui arrive avec la probabilité —. La piéce 2 ne donnera
jamais Face et il est presque str que la piéce 0, équilibrée, finira par donner un premier Pile!

2. La variable aléatoire X, d’univers-image N, admet une espérance si et seulement si la série
E kP(X = k), est absolument convergente. Comme il s’agit d’une série a termes positifs, la conver-

k>0
gence simple suffit ; or pour tout entier n > 2 :

ikP(X =k)=0.P(X =0)+1LP(X =1)+ > kP(X =k) = % i é Kby

1
On reconnait une série géométrique dérivée de raison 5 qui appartient & ]0; 1[, donc X admet une

espérance qui vaut :

w0 -5 45 (5H5) ) -5+ ()
E(X):%+é><3:1

3. D’apreés le théoréme de transfert : X (X — 1) admet une espérance si et seulement si la série

Zk(k — 1)P(X = k) est absolument convergente. C’est une série a terme positifs, et méme nuls

k>0
k=0 et k =1, donc il suffit d’étudier sa convergence simple

Pour tout n > 2, Zk —1)P( Zk - 1)( 122%; —1)(

k=0

1
On reconnait une série géométrique dérivée deux fois, convergente car de raison 5 el —1;1[.

Ainsi E(X (X — 1)) existe, et vaut :

1 = Lo 1 2 1 4
E(X(X—1)):EZ/€(/€—1)(§)’“ 2:—x7:1—><2><8:§
=2



On sait enfin que X? = X(X — 1) + X, donc par linéarité de I'espérance, X admet un moment

d’ordre 2 qui vaut :
7

4
E(X*)=E(X(X-1))+E(X) = SH1=3
Et X admet enfin une variance, donnée par la formule de Koenig-Huygens :
9 , 7 4
V(X)=FEX") - E(X) :§—1:§
. La variable aléatoire Y compte, comme X, le temps d’attente d’un premier coté de la piéce, mais les
roles du "Pile" et du "Face" sont ici échangés. Or dans leur ensemble, les caractéristiques des trois
piéces sont symétriques : I'une donne Face avec la probabilité 1/2, une autre avec la probabilité 0,
la derniére avec la probabilité 1.

Les calculs seront donc identiques et on peut affirmer sans les faire, que Y suit la méme loi que X.
. a) Pour tout entier j > 2 : Iévénement [X = 1] N [Y = j| signifie que le premier Pile a été
obtenu dés le premier lancer, et que le premier Face n’est survenu, lui, qu’au j-iéme lancer. Cela
est possible si et seulement si les (j — 1) premiers lancers ont donné Pile, et le j-iéme Face :
mais ceci correspond aussi a la description du seul événement [Y = j]! I’égalité d’événement
(X =1]N[Y =j] = [Y = j] entraine 'égalité de leurs probabilités :

Viz2, P(X=1n[=j])=PY =j)

b) De la méme fagon, pour tout entier ¢ > 2 : ’événement [X = i|A[Y = 1] est réalisé si et seulement
si les (i — 1) premiers lancers ont donné Face, et le i-éme a donné Pile, ce qui correspond a la
description du seul événement [X =] :

Viz2, P(X=dn[Y=1])=PX =1

. Loide X +Y.

a) Les variables aléatoires X et Y étant & valeur dans N, il en est de méme pour X +Y :
(X +Y)(2) C N. Plus précisément : quel que soit le résultat du premier lancer, I'une des deux
variables aléatoires X ou Y va prendre la valeur 1, donc [X + Y = 0] est impossible.

L’événement (X +Y = 1] = ([X = 0]N[Y =1]) U ([X = 1]N[Y = 0]) est parfaitement réalisable,
il suffit pour cela que I'une des deux piéces numéro 1 ou 2 soit choisie.

Les trois seules possibilités pour que [X + Y = 2] soit réalisé sont :

* [X =0]N[Y = 2], mais [Y = 2] implique [X = 1], donc est incompatible avec [X = 0]

* [X = 1] N[Y = 1] mais il est impossible que le premier lancer donne les deux faces de la piéce
en méme temps... !

* [X =2]N[Y = 0], qui est 1a encore impossible puisque [X = 2] implique [Y = 1].

Donc [X + Y = 2] est impossible.

Enfin, pour tout entier n > 3 : [X + Y = n| est réalisé dés que, par exemple, on obtient (n — 2)
Piles puis un Face (on a alors X =1 et Y =n — 1) ou le contraire.

On a donc bien démontré que (X + Y)(€2) = N\ {0;2}.

b) Comme on vient de expliquer : (X +Y =1]= (X =0/N[Y =1])) U ([X =1]N[Y =0]).
L’union est disjointe, et de la méme facon qu’a la question 5., on constate que :
[X = 0] implique [Y = 1], donc [X = 0] N[Y = 1] = [X = 0], et de méme, [Y = 0] implique
(X =1],donc Y =0|N[X =1 =[Y =0].
Ainsi: P(X+Y=1)=P(X=0)+P(Y =0)=
(cf. question 4.).

+ - = 3 puisque X et Y ont la méme loi

Wl

1
3



10

11

12

13

c)

Pour tout entier n supérieur ou égal & 3 : on a déja vu que les événements [X = 1] N[Y =n — 1]
et [X =n—1]N[Y = 1] impliquent [X + Y = n].

Mais ces deux cas sont en fait les seuls possibles pour aoir [X +Y = n] : quel que soit le résultat
du premier lancer, il va donner a I'une des deux v.a.r. X ou Y la valeur 1. I.Zimplication réciproque
est donc vraie, et on a donc 1’égalité d’événements :

Vn e [3;+o00f, [X+Y=n]=(X=1nY=n-1)U(X=n-1]Nn[ =1])

d) L’union précédente est disjointe ; de plus, pour tout entier n > 3, n — 1 > 2 donc les résultats de
5.a) et 5.b) s’appliquent, qui donnent, :
2 71\n—1
Vne[3i+o00], P(X+Y=n)=PX=n-1)+P(Y=n—1)=2P(X =n—1) = 5(5)
a nouveau puisque X et Y suivent la méme loi.
Informatique.

a)

La variable piece doit prendre une valeur entiére choisie avec équiprobabilité parmi {0, 1, 2}.

Si la piéce numeéro 0 est choisie, on continue les lancers de la piéce équilibrée tant que Face (codé
0) est obtenu, et x augmente d’une unité a chaque boucle exécutée. Si c’est la piéce 1 qui est
choisie, x prend forcément la valeur 0.

piece = grand(l,!,'uin',0,2)

x =

if piece ==

then lancer = grand(l,!,'uin',0,1)
while lancer ==
lancer = grand(l,1,'uin',0,1)
X = x+
end

else
if piece == 1 then x =
end

end

disp(x)

Le cas ou la piéce numéro 2 est choisie, est en fait implicitement géré par le script précédent :
dans ce cas, rien de ce qui suit la deuxiéme ligne du script n’est exécuté, et x garde la valeur
qui la a été initialement donnée, a savoir 1 : c¢’est bien la valeur que prend forcément la variable
aléatoire X dans ce cas!



EXERCICE 3

. . . ) ) “e"a siz>=0
Soit a un réel strictement positif et f la fonction définie par :  f(x) = @

0 siz <0
1. On vérifie ici les trois points nécessaires :
. . . x x? , ?
e la fonction f est positive sur R, puisque — > 0 et e 2« > 0 pour tout réel x > 0; f est aussi

positive car nulle sur R* , donc f est positive sur tout R.

e La fonction f est continue car constante sur | — oo, 0[, et sur |0, +00[ comme produit et composée
de fonctions continues. Ainsi, f est continue sur R sauf peut-étre en un nombre fini de points.

e Sous réserve de convergence de l'intégrale impropre :

400 0 +o0 T 22
f(z)dx = / 0dz —i—/ —e 2adz, ol :
oo 0

— 00 a

A T 22 27A A2 0
pour tout réel A > 0, / —e 2adx = [— e’%} = —¢ 2 f¢.
0

a 0
2
lim ——— = —ocoet lim e* =0, donc :
A—+oo 2a X——o0
42 “+o00 +oo
lim 1—¢ 22 =1= (x)dx = f(x)dx
A—+00 0 AN

On a ainsi bien démontré via ces trois points, que f est une densité de probabilité.

Dans la suite de l’exercice, on considére une vartable aléatoire X de densité f.

2. La fonction de répartition Fy de X est définie par:  Vr € R, Fx(x)= / f(t)de.
e Pour tout réel x négatif : f est nulle sur | — oo, z|, donc Fx(z) = 0.

e Pour tout réel z > 0 :

0 xt t2 ac2
Fx(z) = / Odt+/ —e ndt=1—¢ 2
0

-~ a

d’aprés un calcul déja fait.

0 six <0
Bilan : Ve eR, Fx(z)= ) .
l—e2a siz>0

XZ

3. On considére la variable aléatoire Y définie par : Y = 2%

a) On caractérise la loi de Y par le calcul de sa fonction de répartition :

Notons d’abord que par définition, ¥ est une variable aléatoire positive, donc :
Ve e R*, Fy(x)=0.
Pour tout réel positif x :

Fy(z) = P(Y < ) = P(X? < 2az) = P(—V2az < X < V2ax)

— Fy(V2az) — Fx(—v2az) = 1 — "5 _0



5. a)

_ 2ax T

=1l—e 2 =1—-¢€"

0 siz <0
Ainsi: Vz € R, Fy(x) = , ce qui correspond bien a la fonction de répartition
1—e™ six>0

de la loi exponentielle de paramétre 1, loi que suit donc Y.
Sachant qu’en Scilab, la commande grand(1,1,’exp’,1/lambda) simule une variable aléatoire

suivant la loi exponentielle de paramétre \ : le script suivant permet de simuler la variable aléatoire
X ; on simule d’abord Y < £(1), puis on en déduit X = v/2aY :

a = input('Donner la valeur de a> ")
Y = grand(1,1,'exp',1)
X = sqrt(2xax*Y)

La fonction g : x +— xze’% est bien définie sur R qui est un domaine symétrique par rapport a
0,et: VreR, g(—x)= (—x)2.e_% — e % = g(x), donc g est bien une fonction paire.
Soit Z une variable aléatoire suivant la loi normale de paramétres (0,a) :

alors E(Z%) =V (Z) + E(Z)*> = a + 0> = a d’aprés la formule de Koenig-Huygens ; une densité

2
V2Ta

P . . 2 A
e~ 2a, l'expression intégrale de ce moment d’ordre 2 est donnée par le
théoréme de transfert :

1 oo o2 2 roo o2
E(X?) = \/%/ rle zdr = \/%/0 2’ 2adx

de Z étant f;: x+—

par parité de g.
+o0o

La variable aléatoire X admet une espérance si et seulement si l'intégrale / xf(x)dz est
—00

absolument convergente. Comme f est nulle sur | — oo, 0] et positive sur [0, +oo], cela revient a
prouver la convergence simple de I'intégrale :

oo g2 2 1 2
/ x—e’%dx:—x 7me(X?): a
0 a a 2 2
) : Ta
Donc X admet une espérance qui vaut £ (X) = -
D’aprés le cours sur la loi exponentielle, ici de paramétre A =1: FE(Y) =1, donc X? = 2aY

admet une espérance obtenue par linéarité :

E(X?) =2aE(Y) = 2a
Puisque X admet un moment d’ordre 2, alors X admet aussi une variance donnée par la formule
de Koenig-Huygens :

V(X) :E(X2)_E(X)2:2a_% _ 4(1;71‘(1 _ (4—271')(1

On suppose désormais que le parameétre a est inconnu et on souhaite [’estimer.

6. Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 1. On considére un échantillon (X, X, ..., X,,) composé
de variables aléatoires indépendantes ayant toutes la méme loi que X.

1 n
On note S, la variable aléatoire définie par S, = — Z X,f.
2n —



a) La loi de S,, dépend bien de a, donc S,, est un estimateur de a, dont le biais vaut :

1< 1
ba(Sn) :E(Sn)—a:%;E(X,f)—a:% xnx2a—a=a—a=0
donc S,, est bien un estimateur sans biais de .5,,.
b) On utilise toujours la relation entre Y et X : X2 = 2aY’, donc X* = 4a?Y?; la variable aléatoire
Y admet une variance et un moment d’ordre 2 valant :
E(Y?)=V(Y)+ E(Y)*=1+1=2; par linéarité de I'espérance, X admet un moment d’ordre
4 qui vaut E(X?) = 4a?E(Y?) = 8a?.
Ainsi, X? admet une variance qui vaut :  V(X?) = E(X*) — E(X?)? = 8a® — 4a* = 4a°.
c) Comme le biais de I'estimateur S, est nul, son risque quadratique est égal & sa variance; par
indépendance mutuelle des v.a.r. X}, qui suivent toutes la méme loi que X :

1 < 1 a?
JS)=V(S)=-—) V(X})H=— xnx4dd®=—
ra52) = V(S2) = 13 SVIXE) =gy a2 S
a2
Il est alors évident que : lim r,(S,) = lim — =0, ce qui prouve par définition, que S,, est
n—-4oo n—+oo N,

un estimateur convergent de a.
7. On suppose que a est inférieur ou égal a 1.

a) Comme S, admet une espérance et une variance, l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour cette
variable aléatoire donne :

2 2
VS 1-P(|Se—a <) <2 = P(|Sp—al<e)>1-2 >1- -

Ve >0, P(|S,—a|l>e¢) < 2 ne? ne ne2

puisque 0 < a < 1.

1 1
b) L’intervalle [Sn 10 S, + —} est un intervalle de confiance pour a avec un niveau de confiance

10
au moins égal & 95% si et seulement si :
1 1 95 1 95
P(Sn——=<a<S+—)2— < P(|S,—a|<—) >
(S = S 0 < St 75) > 1 (15 = al < 75) = 150
X . . 1 . 1 100 .
D’aprés la question précédente : avec ¢ = 0’ on sait que P(\Sn —al| < 1—0) >1-— 0 et il suffit
donc que :
1 100 < 95 100 o 5 S 10000 < 2000
> = K — = —— = >
n 100 n 100 5
PROBLEME

On consideére la fonction f qui a tout réel = associe : / In(1 + t*)dt.
0

1. a) On sait que pour tout réel ¢t :  1+¢?> > 1 <= In(1+1¢?) > 0. La fonction intégrée est donc bien
définie, continue comme composée de fonctions continues et positive sur R. Le signe de I'intégrale
dépend donc uniquement de l'ordre des bornes d’aprés la propriété de positivité/négativité de
I'intégrale ; on conclut donc :

e Pour tout réel positif € [0, +o0[, f(z) > 0.

e Pour tout réel négatif = €] — 00,0], f(z) <O0.



b) On applique ici une rédaction possible pour les fonctions définies par une intégrale : la fonction
h: t+ In(1+ %) étant continue sur R, elle y admet des primitives.
Si H est 'une d’elles, on peut alors écrire :  Vzr € R, f(z) = [H(t)B = H(z) — H(0).
La fonction f différe alors de la constante —H (0) de la fonction H, elle apparait donc en fait aussi
comme une primitive de h; c’est méme La primitive de h qui s’annule en 0; on en conclut sans
calcul que f est de classe C! sur R et que :

Ve e R, f'(x)=h(z)=In(l+2?)

c¢) 1l suffit alors de redire que : Vo € R, 1+2? > 1= In(1+ 2?) = f’(z) > 0 pour en conclure
que f est croissante sur R. On peut méme préciser que f est strictement croissante sur R puisque
sa dérivée ne s’annule qu’en x = 0.

2. a) On souhaite ici comparer les réels f(—z) = / In(1 + t?)dt et f(z) : comme c’est courant dans

0
cette situation, on réalise le changment de variable affine y = —t = wu(t) dans 'une des deux
intégrales, disons ici dans f(—x) :

e Elément différentiel :  dy = u'(t)dt = —dt.
e Corps de lintégrale :  In(1+¢*)dt =In (1 + (—y)?) (— dy) = — In(1 + y?)dy.
e Bornes: t=0—y=0ett=—2—y==x
Dou: VreR, f(—x)= / In(1+ t*)dt = / —In(1ty*)dy = —f(2),
0

0
ce qui prouve bien que la fonction f est impaire.

b) On sait déja que f est de classe C' sur R; comme sa dérivée f/: x — In(1 + %) est elle-méme

2
de classe C! sur R, alors f est de classe C? sur R, avec : Vo € R, f"(z) = ﬁxz’ qui est du
x
signe de .
La fonction f est donc concave sur | — 0o, 0], convexe sur [0, +o0o[, et la courbe de f admet un
point d’inflexion d’abscisse x = 0.
b b+ bt? t?
3. a) Pour tout réel t : a+ _ttg ; I'identification des coefficients avec donne le
142 14t 142
systéme :
a+b =0 a=—-b=-1
<~
Et d Vte R e 1 ’
one : —=1-—
o142 1+t

b) Soir & un réel quelconque : on réalise une intégration par parties dans l'intégrale / In(1+t%)dt,
0

en posant :
2t

u(t) =In(l+1?) — U (t) = e

V(t) =1 — ()=t

Les fonctions v et v sont de classe C! sur R, donc par intégration par parties :

x T x 2t2 x 1
R In(1 + 2 :[11, ﬂ —/ — 2In(1 +22) — —2/ @— )
Vr € R, /o n(l +¢%)dt = |tIn( +t)0 i 1+t2dt xIn(l+2°) =0 i e dt

T T 1
— zln(1 2—2M 2/)———@
zin(l+27) o) T

dt

ce qui donne bien : Vz € R, f(x)=$(1H(1+$2)—2)+2/0 1+
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4. Recherche d’un équivalent de f(z) au voisinage de +o0.

a)

La fonction t +— est bien définie, continue et positive sur [0; +00] puisque :

1
1+ ¢2
Vt € [0;4+o00f, 1+t*>1>0.

1
1
L’intégrale / — o~ =,
: 1+12 t—+oo0 12

dt est donc bien définie; par ailleurs : et on sait que

1+ ¢2
+oo

I'intégrale de Riemann / t—2dt est convergente puisque 2 > 1.
1

Le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions continues, positives, assure alors que 'in-

—+00
1
tégral dt est te.
egrale [ 1 i f;2 €st convergente

teo | teo
Finalement, / dt = / dt+ / dt est bien une intégrale impropre conver-
o 141 o 1+1t2 N I 2
gente.

Le résultat précédent, combiné a la relation obtenue en 3.b), permet d’identifier le terme prépon-

dérant dans 'expression de f(z) :
lim In(1+ 2?) = +oo, donc —2 = 04 (In(1 + 2?)) et :

T—+00

In(1+2?) -2 ~ In(l+a?) < x(ln(1+x2)—2) ~ zln(l+2?)

T—+400 T— 00

1
dt admet une limite finie quand
1+ ¢2 1+ ¢
x tend vers +oo, et par conséquent est négligeable devant z In(1 + 22).

+00 z
De méme, puisque / dt avec convergente, alors /
0 0

Bref, au voisinage de 400 :  f(z) = zIn(1+4 %) + o(zIn(1 + z?)), donc f(z) ~ xln(l+z?).

r—r-+00

Pour tout réel x strictement positif :

1
14 22

In(1 4+ 2%) = In (:1:2(1 I )) — In(2?) -+ In (1 + %) =2In(z) +In (1 + %)

1
Comme lim 2In(z) = +o00 et lim In <1 + —2) = In(1 4 0) = 0, alors le deuxiéme terme est
r—+400 T—+00 e

négligeable devant le premier au voisinage de +o0, et :

In(1+2%) 2 In(r) < zln(l+2*) ~ 2zln(z)

T—-+00 r—r-+00

par compatibilité de I’équivalence avec le produit. La transitivité de I’équivalence donne bien :

f(z) ~ 2zln(x).

T—r+400

On a vu que f est impaire, donc lorsque z est au voisinage de —oo, alors (—x) est au voisinage
de +oo, et :

fl@)=—f(-2) ~ =(2(-2).In(-2)) <= f(x) ~ 2zh(])

Tr——00 Tr——00

5. Recherche d’un équivalent de f(z) au voisinage de 0.

a)

On avu que f est de classe C! sur R, de dérivée f': z + In(1+z?). Cette fonction est elle-méme
de classe C? sur R, comme composée bien définie de fonctions de classe C?, donc f est bien de
classe C3 sur R.
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0

2
b) Comme on 'avu: f(0)= / In(1+t*)dt =0, f'(0) = In(1+ 0%) = 0 et f(0) = 1 :(?2 = 0.

0
, 2z 2(1+2%) —2x x 2z 2— 227
Pour tout réel x :  f"(x) = i donc f®)(x) = 1+ 222 = (4222
o 2—-0
et ainsi f®(0) = m =

c¢) La formule de Taylor-Young a I’ordre 3 au voisinage de 0 donne donc pour f :

x! x? 3 5@ 3
f(x)EOJrﬂ ><0+§ ><0+§ ><2~|>O(:L‘)—§‘|“O(ZL‘ ).
ce qui donne bien :
23

6. Sans refaire tout le cours sur la méthode de Monte-Carlo : on peut voir ici I'intégrale

1 +oo 1 ; -1
f() = / In(1+#*)dt comme / In(1+2).g(t)dt, ot g t { st £ 031 est une densité de
0 —

o0 0 sinon
la loi uniforme sur [0; 1].

Si U est une variable aléatoire qui suit cette loi, le théoréme de transfert, assure alors que :

f(1) = /ﬂo In(1+t?).A(t)dt = E(In(1 4 U?))

o0

Or une espérance est approchée par la moyenne empirique des valeurs prises par In(1 + U?) sur un
grand échantillon issu de multiples simulations indépendantes de U.
Le script est donc trés simple a compléter :

U = grand(1, ,'unf',0,1)
V = log(l + U.~2)

f = mean(V)

disp(f)

Partie 2 : étude d’une suite

1
On pose ug = 1, et pour tout entier naturel n non nul :  u, = / (ln(l + t2))ndt.
0

7. a) D’apreés la convention concernant la puissance zéro :

/1(ln(1+t2))0dt:/11 dt=1.(1-0)=1

qui est bien la valeur donnée a wug par I’énoncé, ce qui est donc cohérent avec ’expression générale
de u,.

1
b) wuy :/ In(1 + %)dt = f(1).
0
1
8. a) Il s’agit donc, dans cette question, de comparer pour tout n € N:  u, = / (ln(l + tz))ndt
0

1
et Upy; = / (ln(l + t2))n+1dt.
0
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9. a)

10. a)

Pour tout réel ¢ € [0, 1], et tout entier naturel n € N :
0<t<1=0<’<1=1<1+2<2=0<In(1+#*) <In(2)

par stricte croissance de In sur R™. Comme In(2) < 1, d’aprés les comparaisons des puissances
d’un méme nombre compris entre 0 et 1 :

vt € [0,1], Vn € N, (ln(l + t2))” > (ln(l + t2))n+1

Les fonctions concernées par cette inégalité sont continues sur [0, 1], et 0 < 1 donc par croissance
de l'intégrale :

1 1
Vn € N, / (In(1+#%))"dt >/ (In(1 +t2))"“dt < VneN, u,>u,
0 0

ce qui prouve bien que la suite (u,),en est décroissante.

Pour tout entier n € N, la fonction ¢ — (In(1+¢?))" est continue et positive sur [0; 1] comme on
vient de le voir. Puisque 0 < 1, la propriété de positivité de I'intégrale s’applique et donne bien :
Vn €N, u, > 0.

La suite (u,) est bien convergente d’aprés le théoréme de limite monotone, en tant que suite
décroissante et minorée.

On réalise & nouveau un travail sur les inégalités : on a déja vu que pour tout ¢t € [0, 1],

0 < In(1 + #?) < In(2), donc par croissance de la fonction puissance n-iéme sur R :

n

vt e[0,1], VvneN, 0< (In(1+¢*))" < (In(2))

Les fonctions concernées sont continues sur [0, 1], et 0 < 1, donc par positivité et croissance de
I'intégrale :

1 1
VneN, 0< / (In(1+¢%))"dt < / (In(2))"dt <= VneN, 0<u,< (In(2)"
0 0

Puisque 0 < In(2) < 1, alors lirf (ln(2))n = 0 et le théoréme d’encadrement appliqué a celui
n—-+0oo

qu’on vient d’écrire, assure que (u,) converge et que :

lim u, =0
n—-+0o0o
Mais on peut aussi conclure directement sur la nature de la série de terme général wu,, : comme la
s . n ;. , , . . . .
série E (ln(2)) est convergente, en tant que série géométrique de raison strictement comprise

n=0
entre —1 et 1, alors le théoréme de comparaison des séries a termes positifs, cette fois, assure que :

la série E U, converge.
n=0

Encore et toujours le travail sur les inégalités; on sait que pour tout ¢ € [0, 1] :

1 1
<
1 —In(1+¢) ~ 1—1In(2)

0<A 4+ <@ =—=1>1-In(1+))>1-In?2) = 1<

par stricte décroissance de la fonction inverse sur R™, qui contient bien les trois membres puisque
1 —1In(2) > 0. En multipliant les trois membres par le méme réel positif (In(1 + ¢%))" > 0, on

Obtl nt : ( ( 2))” ( ( 2))n
e In(1+t¢ In(1+4¢
v \v4 0,1 0 < < _
n e N, t € [ 9 ]7 ] 111(1 _|_ t2) 1 111(2)
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Les fonctions concernées sont continues sur [0, 1], et 0 < 1, donc par croissance et positivité de
Iintégrale :
U (In(1+2)" U (In(1 + )"
WWN,OS/LL_JLg/EJ__ﬁm

Ce qui donne bien le résultat demandé, puisque par linéarité de 'intégrale :

Y(m(1+2)" 1 ! onng,  Un
A 1 —In(2) d75_1—1[1(2)/0(ln(Ht))dt_1—1n(2)

Un,

La conséquence est immédiate : on sait que lim wu, = 0, donc lim = 0, et le théoréme

n——+00 n—+oo 1 — ln(2)
d’encadrement donne : .
) 1 (ln(l + t2))
lim

- 7 di=0
n—+oo [ 1 — ln(l + t2)

On utilise essentiellement ci-dessous, la linéarité de l'intégrale qui permet d’écrire, pour tout
n € N*:

—

n—1

3

m1+ﬁ)a

T
o

| |
o\

k=0

1
- / (In(1 + t2))kdt la somme des intégrales est I'intégrale de la somme
0

b
Il
o

_/11—(1n(1+t2)) &t sometrique de raison In(1 1+ ) £ 1, CQFD
- 0 1 ln(l T t2) somme geometrique de raison In ,

La linéarité de l'intégrale donne aussi, pour tout n € N* :

S _/1;&_/1(11«1_“2»"&
)y T=In(1+ ) o 1—In(1+¢2)

oll on a vu que le membre de droite tend vers 0 lorsque n tend vers +oco; on en déduit :

ce qui signifie bien que la série converge, et a pour somme totale :

+00 1 1
8 - / S Y
kZ:O o 1—In(1+1¢?)

Ici seule la fonction intégrée change, mais le principe exposé a la question 6. est le méme ; attention
tout de méme pour le calcul terme a termes des inverses, il faut utiliser en Scilab une puissance
(=1) pointée :

U = grand(1, ,'unf',0,1)
V = (1-log(l + U.~2)).~(-1)

f = mean(V)

disp (£f)
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