
MATHÉMATIQUES - Edhe
 E 2018

Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Exer
i
e 1

On 
onsidère la matri
e A =

(

1 2
3 6

)

.

1. La matri
e A est évidemment non-inversible 
ar ses deux 
olonnes sont proportionnelles

(C2 = 2.C1).

2. Les valeurs propres de A sont les réels λ tels que A − λ.I2 =

(

1− λ 2

3 6− λ

)

est non-inversible.

Comme A est une matri
e 
arrée d'ordre 2, on peut utiliser le 
ritère du déterminant :

λ ∈ Sp(A) ⇐⇒ det(A−λ.I2) = 0 ⇐⇒ (1−λ)(6−λ)−3×2 = 9 ⇐⇒ 6−λ−6λ+λ2−6 = 0 ⇐⇒ λ2−7λ = 0

Les deux ra
ines évidente de 
ette équation sont λ1 = 0 et λ2 = 7.

Cal
ul des deux sous-espa
es propres :

� X =

(

x
y

)

∈ E0(A) ⇐⇒ AX = 02,1 ⇐⇒
{

x + 2y = 0
3x + 6y = 0

⇐⇒ x = −2y,

don
 E0(A) =
{

(

−2y
y

)

∣

∣

∣
y ∈ R

}

= Vect
(

(

−2
1

)

)

.

� X =

(

x
y

)

∈ E7(A) ⇐⇒ (A− 7.I2)X = 02,1 ⇐⇒
{

−6x + 2y = 0
3x − y = 0

⇐⇒ y = 3x,

don
 E7(A) =
{

(

x
3x

)

∣

∣

∣
x ∈ R

}

= Vect
(

(

1
3

)

)

.

Dans les deux 
as on a obtenu une famille génératri
e du sous-espa
e propre 
onstituée d'un seul

ve
teur non nul, don
 une base de 
elui-
i.

Dans la suite de 
et exer
i
e, on 
onsidère l'appli
ation f qui, à toute matri
e M de M2(R), asso
ie :

f(M) = AM

3. Pour toute matri
e M de M2(R) : f(M) = AM appartient en
ore à M2(R) 
omme produit de

deux matri
es 
arrées d'ordre 2.

Pour toutes matri
es M,N de M2(R) et pour tout réel λ :

f(λ.M +N) = A× (λ.M +N) = λ.AM + AN = λ.f(M) + f(N)

don
 f est linéaire : f est bien un endomorphisme de M2(R).
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4. a) Soit M =

(

x y
z t

)

une matri
e de M2(R) :

M ∈ Ker(f) ⇐⇒ f(M) = 02 ⇐⇒ AM = 02 ⇐⇒
(

x+ 2z y + 2t

3x+ 6z 3y + 6t

)

=

(

0 0
0 0

)

⇐⇒
{

x + 2z = 0
y + 2t = 0

⇐⇒
{

x = −2z

y = −2t
par redondan
e de deux lignes

Ainsi : Ker(f) =
{

(

−2z −2t
z t

)

∣

∣

∣
(z, t) ∈ R

2
}

= Vect
(

(

−2 0
1 0

)

,

(

0 −2
0 1

)

)

.

Ainsi, Ker(f) est engendré par une famille de deux ve
teurs non-
olinéaires : il s'agit bien d'une

base du noyau, et dimKer(f) = 2.

b) Le théorème du rang pour l'endomorphisme f donne :

dimM2(R) = dimKer(f) + dim Im(f) ⇐⇒ dim Im(f) = 4− 2 = 2


) On pose E1 =

(

1 0
0 0

)

, E2 =

(

0 1
0 0

)

, E3 =

(

0 0
1 0

)

, E4 =

(

0 0
0 1

)

et on rappelle que la famille

(E1, E2, E3, E4) est une base de M2(R).

� f(E1) = AE1 =

(

1 0
3 0

)

= E1 + 3.E3

� f(E2) = AE2 =

(

0 1
0 3

)

= E2 + 3.E4

� f(E3) = AE3 =

(

2 0
6 0

)

= 2.E1 + 6.E3

� f(E4) = AE4 =

(

0 2
0 6

)

= 2.E2 + 6.E4

D'après la propriété du 
ours, puisque (E1, E2, E3, E4) est une base de M2(R), alors :

Im(f) = Vect
(

f(E1), f(E2), f(E3), f(E4)
)

= Vect(E1 + 3.E3, E2 + 3.E4, 2.E1 + 6.E3, 2.E2 + 6.E4)

= Vect(E1 + 3.E3, E2 + 3.E4)

en supprimant les deux derniers ve
teurs, redondants 
ar 
olinéaires aux deux premiers.

On a ainsi obtenu une famille génératri
e de deux ve
teurs : 
omme dim Im(f) = 2, il s'agit bien
d'une base de Im(f).

5. a) Par linéarité de f :

f(E1 + 3.E3) = f(E1) + 3.f(E3) = E1 + 3.E3 + 6.E1 + 18.E3 = 7.E1 + 21.E3 = 7.(E1 + 3.E3)

f(E2 + 3.E4) = f(E2) + 3.f(E4) = E2 + 3.E4 + 6.E2 + 18.E4 = 7.E2 + 21.E4 = 7.(E2 + 3.E4)

b) Faisons le bilan des valeurs propres déjà obtenues :

� On a vu que 0 est valeur propre de f , de sous-espa
e propre asso
ié Ker(f) qui est de dimen-

sion 2.

� On vient de voir que E1 + 3.E3 et E2 + 3.E4 sont ve
teurs propres de f pour la valeur propre

7 : 
omme 
eux deux ve
teurs propres sont non-
olinéaires, ils forment une famille libre et par


onséquent, dimE7(f) > 2.
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Or d'après le théorème spe
tral : dimE0(f) + dimE7(f) 6 4. Comme on vient de voir que

dimE0(f) + dimE7(f) > 4, alors :

dimE0(f) + dimE7(f) = 4, et on en déduit que :

� Les réels 0 et 7 sont les seules valeurs propres de f : Sp(f) = {0, 7}.

� Les deux sous-espa
es propres sont 
ha
un de dimension 2, et f est diagonalisable

puisque dimE0(f) + dimE7(f) = 4 = dimM2(R).

6. Généralisation : f est toujours l'endomorphisme de M2(R) dé�ni par f(M) = AM , mais 
ette fois,

A est une matri
e quel
onque de M2(R). On admet que f et A possèdent des valeurs propres et on

se propose de montrer que 
e sont les mêmes.

a) Soit λ une valeur propre de A et X un ve
teur 
olonne propre asso
ié.

Soit X =

(

x
y

)

ve
teur propre de A pour la valeur propre λ : alors X 6= 02,1, 
e qui est équivalent

au fait que x 6= 0 ou y 6= 0.

Alors : X tX =

(

x2 xy
xy y2

)

est une matri
e 
arrée d'ordre 2, non nulle par
e que l'un des deux


oe�
ients x2
ou y2 est non nul, et :

f(X tX) = AX tX = (AX) tX = λ.X tX


e qui su�t à prouver que X tX est ve
teur propre de f pour la valeur propre λ.

b) Soit λ une valeur propre de f et M une matri
e de M3(R) ve
teur propre de f asso
iée à 
ette

valeur propre.

D'après les règles du 
al
ul matri
iel : si on note C1 et C2 les 
olonnes de M , alors l'égalité

f(M) = λ.M ⇐⇒ AM = λ.M est équivalente au fait que AC1 = λ.C1 et AC2 = λ.C2.

Il reste à bien dire que puisque M est non nulle 
omme ve
teur propre, alors l'un de ses 
oe�
ients

est non nul, don
 l'une des deux 
olonnes C1 et C2 est non nulle et les relations pré
édentes

prouvent que 
ette 
olonne non nulle, est ve
teur propre de A pour la valeur propre λ.

On a bien démontré l'équivalen
e : λ ∈ Sp(A) ⇐⇒ λ ∈ Sp(f), don
 A et f ont les mêmes

valeurs propres.

Exer
i
e 2

1. a) Le 
al
ul de la probabilité d'obtenir Pile dès le premier lan
er prend en 
ompte les trois possibilités

pour le 
hoix de la piè
e, via la formule des probabilités totales ave
 le s.
.e. (A0, A1, A2) :

P (X = 1) = P (A0)× PA0(X = 1) + P (A1)× PA1(X = 1) + P (A2)× PA2(X = 1)

=
1

3
× 1

2
+

1

3
× 0 +

1

3
× 1 =

1

6
+

1

3
=

3

6
=

1

2

b) Pour tout entier n > 2, toujours d'après la formule des probabilités totales ave
 le même s.
.e. :

P (X = n) = P (A0)× PA0(X = n) + P (A1)× PA1(X = n) + P (A2)× PA2(X = n)

Or 
ette fois : PA1(X = n) est toujours nulle puisque la piè
e numéro 1 donne Fa
e à 
oup sûr,

elle ne donnera don
 jamais Pile.
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PA2(X = n) est aussi nulle : la piè
e numéro 2 donnant Pile à 
oup sûr, le premier Pile sera

for
ément obtenu au premier lan
er, don
 jamais plus tard !

PA0(X = n) est la probabilité d'obtenir n − 1 Fa
e, puis un Pile au n-ième lan
er ave
 la piè
e

numéro 0 : une fois la piè
e 
hoisie, les lan
ers deviennent indépendants,

don
 PA0(X = n) = PA0(F1)× PA0(F2)× . . .× PA0(Fn−1)× PA0(Pn) =
(1

2

)n

.

On obtient bien :

∀n > 2, P (X = n) =
1

3

(1

2

)n


) Par dé�nition d'une variable aléatoire, et de son système 
omplet d'événements asso
ié, on sait

que puisque X(Ω) = N :

+∞
∑

k=0

P (X = k) = 1 ⇐⇒ P (X = 0) = 1− P (X = 1)−
+∞
∑

k=2

P (X = k) = 1− 1

2
− 1

3
.
+∞
∑

k=2

(1

2

)n

⇐⇒ P (X = 0) = 1− 1

2
− 1

3
× (1

2
)2

1− 1
2

= 1− 1

2
− 1

3
× 1

4
× 2 = 1− 1

2
− 1

6
=

1

3

A posteriori 
e résultat est assez logique : la seule façon raisonnable de n'obtenir que des Fa
e,

indé�niment, est de prendre la piè
e 1, 
e qui arrive ave
 la probabilité

1

3
. La piè
e 2 ne donnera

jamais Fa
e et il est presque sûr que la piè
e 0, équilibrée, �nira par donner un premier Pile !

2. La variable aléatoire X , d'univers-image N, admet une espéran
e si et seulement si la série

∑

k>0

kP (X = k), est absolument 
onvergente. Comme il s'agit d'une série à termes positifs, la 
onver-

gen
e simple su�t ; or pour tout entier n > 2 :

n
∑

k=0

kP (X = k) = 0.P (X = 0) + 1.P (X = 1) +

n
∑

k=2

k.P (X = k) =
1

2
+

1

6

n
∑

k=2

k
(1

2

)k−1

On re
onnaît une série géométrique dérivée de raison

1

2
qui appartient à ]0; 1[, don
 X admet une

espéran
e qui vaut :

E(X) =
1

2
+

1

6

(

+∞
∑

k=1

k
(1

2

)k−1

− 1
)

=
1

2
+

1

6
×
( 1

(1− 1
2
)2

− 1
)

E(X) =
1

2
+

1

6
× 3 = 1

3. D'après le théorème de transfert : X(X − 1) admet une espéran
e si et seulement si la série

∑

k>0

k(k − 1)P (X = k) est absolument 
onvergente. C'est une série à terme positifs, et même nuls

k = 0 et k = 1, don
 il su�t d'étudier sa 
onvergen
e simple.

Pour tout n > 2,
n
∑

k=0

k(k − 1)P (X = k) =
1

3

n
∑

k=2

k(k − 1)
(1

2

)k
=

1

12

n
∑

k=2

k(k − 1)
(1

2

)k−2
.

On re
onnaît une série géométrique dérivée deux fois, 
onvergente 
ar de raison

1

2
∈]− 1; 1[.

Ainsi E
(

X(X − 1)
)

existe, et vaut :

E
(

X(X − 1)
)

=
1

12

+∞
∑

k=2

k(k − 1)
(1

2

)k−2
=

1

12
× 2

(1− 1
2
)3

=
1

12
× 2× 8 =

4

3
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On sait en�n que X2 = X(X − 1) + X , don
 par linéarité de l'espéran
e, X admet un moment

d'ordre 2 qui vaut :

E(X2) = E
(

X(X − 1)
)

+ E(X) =
4

3
+ 1 =

7

3

Et X admet en�n une varian
e, donnée par la formule de Koenig-Huygens :

V (X) = E(X2)−E(X)2 =
7

3
− 1 =

4

3

4. La variable aléatoire Y 
ompte, 
omme X , le temps d'attente d'un premier 
�té de la piè
e, mais les

r�les du "Pile" et du "Fa
e" sont i
i é
hangés. Or dans leur ensemble, les 
ara
téristiques des trois

piè
es sont symétriques : l'une donne Fa
e ave
 la probabilité 1/2, une autre ave
 la probabilité 0,

la dernière ave
 la probabilité 1.

Les 
al
uls seront don
 identiques et on peut a�rmer sans les faire, que Y suit la même loi que X .

5. a) Pour tout entier j > 2 : l'événement [X = 1] ∩ [Y = j] signi�e que le premier Pile a été

obtenu dès le premier lan
er, et que le premier Fa
e n'est survenu, lui, qu'au j-ième lan
er. Cela

est possible si et seulement si les (j − 1) premiers lan
ers ont donné Pile, et le j-ième Fa
e :

mais 
e
i 
orrespond aussi à la des
ription du seul événement [Y = j] ! L'égalité d'événement

[X = 1] ∩ [Y = j] = [Y = j] entraîne l'égalité de leurs probabilités :

∀j > 2, P
(

[X = 1] ∩ [Y = j]
)

= P (Y = j)

b) De la même façon, pour tout entier i > 2 : l'événement [X = i]∩ [Y = 1] est réalisé si et seulement

si les (i − 1) premiers lan
ers ont donné Fa
e, et le i-ème a donné Pile, 
e qui 
orrespond à la

des
ription du seul événement [X = i] :

∀i > 2, P
(

[X = i] ∩ [Y = 1]
)

= P (X = i)

6. Loi de X + Y .

a) Les variables aléatoires X et Y étant à valeur dans N, il en est de même pour X + Y :

(X + Y )(Ω) ⊂ N. Plus pré
isément : quel que soit le résultat du premier lan
er, l'une des deux

variables aléatoires X ou Y va prendre la valeur 1, don
 [X + Y = 0] est impossible.

L'événement [X+Y = 1] =
(

[X = 0]∩ [Y = 1]
)

∪
(

[X = 1]∩ [Y = 0]
)

est parfaitement réalisable,

il su�t pour 
ela que l'une des deux piè
es numéro 1 ou 2 soit 
hoisie.

Les trois seules possibilités pour que [X + Y = 2] soit réalisé sont :

⋆ [X = 0] ∩ [Y = 2], mais [Y = 2] implique [X = 1], don
 est in
ompatible ave
 [X = 0]
⋆ [X = 1] ∩ [Y = 1] mais il est impossible que le premier lan
er donne les deux fa
es de la piè
e

en même temps... !

⋆ [X = 2] ∩ [Y = 0], qui est là en
ore impossible puisque [X = 2] implique [Y = 1].

Don
 [X + Y = 2] est impossible.

En�n, pour tout entier n > 3 : [X + Y = n] est réalisé dès que, par exemple, on obtient (n− 2)
Piles puis un Fa
e (on a alors X = 1 et Y = n− 1) ou le 
ontraire.

On a don
 bien démontré que (X + Y )(Ω) = N \ {0; 2}.
b) Comme on vient de l'expliquer : (X + Y = 1] =

(

[X = 0] ∩ [Y = 1]
)

∪
(

[X = 1] ∩ [Y = 0]
)

.

L'union est disjointe, et de la même façon qu'à la question 5., on 
onstate que :

[X = 0] implique [Y = 1], don
 [X = 0] ∩ [Y = 1] = [X = 0], et de même, [Y = 0] implique

[X = 1], don
 [Y = 0] ∩ [X = 1] = [Y = 0].

Ainsi : P (X + Y = 1) = P (X = 0) + P (Y = 0) =
1

3
+

1

3
=

2

3
puisque X et Y ont la même loi

(
f. question 4.).
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) Pour tout entier n supérieur ou égal à 3 : on a déjà vu que les événements [X = 1] ∩ [Y = n− 1]
et [X = n− 1] ∩ [Y = 1] impliquent [X + Y = n].

Mais 
es deux 
as sont en fait les seuls possibles pour aoir [X + Y = n] : quel que soit le résultat
du premier lan
er, il va donner à l'une des deux v.a.r. X ou Y la valeur 1. L'impli
ation ré
iproque

est don
 vraie, et on a don
 l'égalité d'événements :

∀n ∈ J3;+∞J, [X + Y = n] =
(

[X = 1] ∩ [Y = n− 1]
)

∪
(

[X = n− 1] ∩ [Y = 1]
)

d) L'union pré
édente est disjointe ; de plus, pour tout entier n > 3, n− 1 > 2 don
 les résultats de

5.a) et 5.b) s'appliquent, qui donnent :

∀n ∈ J3;+∞J, P (X + Y = n) = P (X = n− 1) + P (Y = n− 1) = 2P (X = n− 1) =
2

3

(1

2

)n−1

à nouveau puisque X et Y suivent la même loi.

7. Informatique.

a) La variable pie
e doit prendre une valeur entière 
hoisie ave
 équiprobabilité parmi {0, 1, 2}.
Si la piè
e numéro 0 est 
hoisie, on 
ontinue les lan
ers de la piè
e équilibrée tant que Fa
e (
odé

0) est obtenu, et x augmente d'une unité à 
haque bou
le exé
utée. Si 
'est la piè
e 1 qui est


hoisie, x prend for
ément la valeur 0.

1 pie
e = grand(1,1,'uin',0,2)

2 x = 1

3 if pie
e == 0

4 then lan
er = grand(1,1,'uin',0,1)

5 while lan
er == 0

6 lan
er = grand(1,1,'uin',0,1)

7 x = x+1

8 end

9 else

10 if pie
e == 1 then x = 0

11 end

12 end

13 disp(x)

b) Le 
as où la piè
e numéro 2 est 
hoisie, est en fait impli
itement géré par le s
ript pré
édent :

dans 
e 
as, rien de 
e qui suit la deuxième ligne du s
ript n'est exé
uté, et x garde la valeur

qui la a été initialement donnée, à savoir 1 : 
'est bien la valeur que prend for
ément la variable

aléatoire X dans 
e 
as !
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Exer
i
e 3

Soit a un réel stri
tement positif et f la fon
tion dé�nie par : f(x) =







x

a
e−

x
2

2a
si x > 0

0 si x < 0
.

1. On véri�e i
i les trois points né
essaires :

� la fon
tion f est positive sur R+ puisque

x

a
> 0 et e−

x
2

2a > 0 pour tout réel x > 0 ; f est aussi

positive 
ar nulle sur R
∗

−
, don
 f est positive sur tout R.

� La fon
tion f est 
ontinue 
ar 
onstante sur ]−∞, 0[, et sur ]0,+∞[ 
omme produit et 
omposée

de fon
tions 
ontinues. Ainsi, f est 
ontinue sur R sauf peut-être en un nombre �ni de points.

� Sous réserve de 
onvergen
e de l'intégrale impropre :

∫ +∞

−∞

f(x)dx =

∫ 0

−∞

0dx+

∫ +∞

0

x

a
e−

x
2

2a dx, où :

pour tout réel A > 0,

∫ A

0

x

a
e−

x
2

2a dx =
[

− e−
x
2

2a

]A

0
= −e−

A
2

2a + e0.

lim
A→+∞

−A2

2a
= −∞ et lim

X→−∞

eX = 0, don
 :

lim
A→+∞

1− e−
A
2

2a = 1 =

∫ +∞

0

f(x)dx =

∫ +∞

−∞

f(x)dx

On a ainsi bien démontré via 
es trois points, que f est une densité de probabilité.

Dans la suite de l'exer
i
e, on 
onsidère une variable aléatoire X de densité f .

2. La fon
tion de répartition FX de X est dé�nie par : ∀x ∈ R, FX(x) =

∫ x

−∞

f(t)dt.

� Pour tout réel x négatif : f est nulle sur ]−∞, x], don
 FX(x) = 0.

� Pour tout réel x > 0 :

FX(x) =

∫ 0

−∞

0dt+

∫ x

0

t

a
e−

t
2

2adt = 1− e−
x
2

2a

d'après un 
al
ul déjà fait.

Bilan : ∀x ∈ R, FX(x) =







0 si x 6 0

1− e−
x
2

2a
si x > 0

.

3. On 
onsidère la variable aléatoire Y dé�nie par : Y =
X2

2a
.

a) On 
ara
térise la loi de Y par le 
al
ul de sa fon
tion de répartition :

Notons d'abord que par dé�nition, Y est une variable aléatoire positive, don
 :

∀x ∈ R
∗

−
, FY (x) = 0.

Pour tout réel positif x :

FY (x) = P (Y 6 x) = P (X2
6 2ax) = P (−

√
2ax 6 X 6

√
2ax)

= FX(
√
2ax)− FX(−

√
2ax) = 1− e

(
√

2ax)2

2a − 0
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= 1− e−
2ax
2a = 1− e−x

Ainsi : ∀x ∈ R, FY (x) =







0 si x < 0

1− e−x
si x > 0

, 
e qui 
orrespond bien à la fon
tion de répartition

de la loi exponentielle de paramètre 1, loi que suit don
 Y .

b) Sa
hant qu'en S
ilab, la 
ommande grand(1,1,'exp',1/lambda) simule une variable aléatoire

suivant la loi exponentielle de paramètre λ : le s
ript suivant permet de simuler la variable aléatoire

X ; on simule d'abord Y →֒ E(1), puis on en déduit X =
√
2aY :

1 a = input('Donner la valeur de a>0 : ')

2 Y = grand(1,1,'exp',1)

3 X = sqrt(2*a*Y)

4. a) La fon
tion g : x 7→ x2e−
x
2

2a
est bien dé�nie sur R qui est un domaine symétrique par rapport à

0, et : ∀x ∈ R, g(−x) = (−x)2.e−
(−x)2

2a = x2.e−
x
2

2a = g(x), don
 g est bien une fon
tion paire.

b) Soit Z une variable aléatoire suivant la loi normale de paramètres (0, a) :

alors E(Z2) = V (Z) + E(Z)2 = a + 02 = a d'après la formule de Koenig-Huygens ; une densité

de Z étant fZ : x 7→ 1√
2πa

e−
x
2

2a
, l'expression intégrale de 
e moment d'ordre 2 est donnée par le

théorème de transfert :

E(X2) =
1√
2πa

∫ +∞

−∞

x2e−
x
2

2a dx =
2√
2πa

∫ +∞

0

x2e−
x
2

2a dx

par parité de g.


) La variable aléatoire X admet une espéran
e si et seulement si l'intégrale

∫ +∞

−∞

xf(x)dx est

absolument 
onvergente. Comme f est nulle sur ] −∞, 0[ et positive sur [0,+∞[, 
ela revient à

prouver la 
onvergen
e simple de l'intégrale :

∫ +∞

0

x2

a
e−

x
2

2a dx =
1

a
×

√
2πa

2
× E(X2) =

√

πa

2

Don
 X admet une espéran
e qui vaut E(X) =

√

πa

2
.

5. a) D'après le 
ours sur la loi exponentielle, i
i de paramètre λ = 1 : E(Y ) = 1, don
 X2 = 2aY
admet une espéran
e obtenue par linéarité :

E(X2) = 2aE(Y ) = 2a

b) Puisque X admet un moment d'ordre 2, alors X admet aussi une varian
e donnée par la formule

de Koenig-Huygens :

V (X) = E(X2)− E(X)2 = 2a− πa

2
=

4a− πa

2
=

(4− π)a

2
.

On suppose désormais que le paramètre a est in
onnu et on souhaite l'estimer.

6. Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 1. On 
onsidère un é
hantillon (X1, X2, . . . , Xn) 
omposé

de variables aléatoires indépendantes ayant toutes la même loi que X .

On note Sn la variable aléatoire dé�nie par Sn =
1

2n

n
∑

k=1

X2
k .
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a) La loi de Sn dépend bien de a, don
 Sn est un estimateur de a, dont le biais vaut :

ba(Sn) = E(Sn)− a =
1

2n

n
∑

k=1

E(X2
k)− a =

1

2n
× n× 2a− a = a− a = 0

don
 Sn est bien un estimateur sans biais de Sn.

b) On utilise toujours la relation entre Y et X : X2 = 2aY , don
 X4 = 4a2Y 2
; la variable aléatoire

Y admet une varian
e et un moment d'ordre 2 valant :

E(Y 2) = V (Y ) + E(Y )2 = 1 + 1 = 2 ; par linéarité de l'espéran
e, X admet un moment d'ordre

4 qui vaut E(X4) = 4a2E(Y 2) = 8a2.

Ainsi, X2
admet une varian
e qui vaut : V (X2) = E(X4)−E(X2)2 = 8a2 − 4a2 = 4a2.


) Comme le biais de l'estimateur Sn est nul, son risque quadratique est égal à sa varian
e ; par

indépendan
e mutuelle des v.a.r. Xk, qui suivent toutes la même loi que X :

ra(Sn) = V (Sn) =
1

4n2

n
∑

k=1

V (X2
k) =

1

4n2
× n× 4a2 =

a2

n

Il est alors évident que : lim
n→+∞

ra(Sn) = lim
n→+∞

a2

n
= 0, 
e qui prouve par dé�nition, que Sn est

un estimateur 
onvergent de a.

7. On suppose que a est inférieur ou égal à 1.

a) Comme Sn admet une espéran
e et une varian
e, l'inégalité de Bienaymé-T
heby
hev pour 
ette

variable aléatoire donne :

∀ε > 0, P
(

|Sn−a| > ε
)

6
V (Sn)

ε2
⇐⇒ 1−P

(

|Sn−a| 6 ε
)

6
a2

nε2
⇐⇒ P

(

|Sn−a| 6 ε
)

> 1− a2

nε2
> 1− 1

nε2

puisque 0 < a 6 1.

b) L'intervalle

[

Sn −
1

10
, Sn +

1

10

]

est un intervalle de 
on�an
e pour a ave
 un niveau de 
on�an
e

au moins égal à 95% si et seulement si :

P
(

Sn −
1

10
6 a 6 Sn +

1

10

)

>
95

100
⇐⇒ P

(

|Sn − a| 6 1

10

)

>
95

100

D'après la question pré
édente : ave
 ε =
1

10
, on sait que P

(

|Sn − a| 6 1

10

)

> 1− 100

n
, et il su�t

don
 que :

1− 100

n
>

95

100
⇐⇒ 100

n
6

5

100
⇐⇒ n >

10000

5
⇐⇒ n > 2000

Problème

On 
onsidère la fon
tion f qui à tout réel x asso
ie :

∫ x

0

ln(1 + t2)dt.

1. a) On sait que pour tout réel t : 1+ t2 > 1 ⇐⇒ ln(1+ t2) > 0. La fon
tion intégrée est don
 bien

dé�nie, 
ontinue 
omme 
omposée de fon
tions 
ontinues et positive sur R. Le signe de l'intégrale

dépend don
 uniquement de l'ordre des bornes d'après la propriété de positivité/négativité de

l'intégrale ; on 
on
lut don
 :

� Pour tout réel positif x ∈ [0,+∞[, f(x) > 0.

� Pour tout réel négatif x ∈]−∞, 0], f(x) 6 0.
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b) On applique i
i une réda
tion possible pour les fon
tions dé�nies par une intégrale : la fon
tion

h : t 7→ ln(1 + t2) étant 
ontinue sur R, elle y admet des primitives.

Si H est l'une d'elles, on peut alors é
rire : ∀x ∈ R, f(x) =
[

H(t)
]x

0
= H(x)−H(0).

La fon
tion f di�ère alors de la 
onstante −H(0) de la fon
tion H , elle apparaît don
 en fait aussi


omme une primitive de h ; 
'est même La primitive de h qui s'annule en 0 ; on en 
on
lut sans


al
ul que f est de 
lasse C1
sur R et que :

∀x ∈ R, f ′(x) = h(x) = ln(1 + x2)


) Il su�t alors de redire que : ∀x ∈ R, 1 + x2 > 1 =⇒ ln(1 + x2) = f ′(x) > 0 pour en 
on
lure

que f est 
roissante sur R. On peut même pré
iser que f est stri
tement 
roissante sur R puisque

sa dérivée ne s'annule qu'en x = 0.

2. a) On souhaite i
i 
omparer les réels f(−x) =

∫

−x

0

ln(1 + t2)dt et f(x) : 
omme 
'est 
ourant dans


ette situation, on réalise le 
hangment de variable a�ne y = −t = u(t) dans l'une des deux

intégrales, disons i
i dans f(−x) :

� Élément di�érentiel : dy = u′(t)dt = −dt.

� Corps de l'intégrale : ln(1 + t2)dt = ln
(

1 + (−y)2
)(

− dy
)

= − ln(1 + y2)dy.

� Bornes : t = 0 → y = 0 et t = −x → y = x

D'où : ∀x ∈ R, f(−x) =

∫

−x

0

ln(1 + t2)dt =

∫ x

0

− ln(1+y2)dy = −f(x),


e qui prouve bien que la fon
tion f est impaire.

b) On sait déjà que f est de 
lasse C1
sur R ; 
omme sa dérivée f ′ : x 7→ ln(1 + x2) est elle-même

de 
lasse C1
sur R, alors f est de 
lasse C2

sur R, ave
 : ∀x ∈ R, f ′′(x) =
2x

1 + x2
, qui est du

signe de x.

La fon
tion f est don
 
on
ave sur ] − ∞, 0], 
onvexe sur [0,+∞[, et la 
ourbe de f admet un

point d'in�exion d'abs
isse x = 0.

3. a) Pour tout réel t : a+
b

1 + t2
=

a+ b+ bt2

1 + t2
; l'identi�
ation des 
oe�
ients ave


t2

1 + t2
donne le

système :

{

a+ b = 0

b = 1
⇐⇒

{

a = −b = −1

b = 1

Et don
 : ∀t ∈ R,
t2

1 + t2
= 1− 1

1 + t2
.

b) Soir x un réel quel
onque : on réalise une intégration par parties dans l'intégrale

∫ x

0

ln(1 + t2)dt,

en posant :

u(t) = ln(1 + t2) −→ u′(t) =
2t

1 + t2

v′(t) = 1 −→ v(t) = t

Les fon
tions u et v sont de 
lasse C1
sur R, don
 par intégration par parties :

∀x ∈ R,

∫ x

0

ln(1 + t2)dt =
[

t ln(1 + t2)
]x

0
−
∫ x

0

2t2

1 + t2
dt = x ln(1 + x2)− 0− 2

∫ x

0

(

1− 1

1 + t2

)

dt

= x ln(1 + x2)− 2
[

t
]x

0
+ 2

∫ x

0

1

1 + t2
dt


e qui donne bien : ∀x ∈ R, f(x) = x
(

ln(1 + x2)− 2
)

+ 2

∫ x

0

1

1 + t2
dt.
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4. Re
her
he d'un équivalent de f(x) au voisinage de +∞.

a) La fon
tion t 7→ 1

1 + t2
est bien dé�nie, 
ontinue et positive sur [0; +∞[ puisque :

∀t ∈ [0; +∞[, 1 + t2 > 1 > 0.

L'intégrale

∫ 1

0

1

1 + t2
dt est don
 bien dé�nie ; par ailleurs :

1

1 + t2
∼

t→+∞

1

t2
, et on sait que

l'intégrale de Riemann

∫ +∞

1

1

t2
dt est 
onvergente puisque 2 > 1.

Le théorème de 
omparaison des intégrales de fon
tions 
ontinues, positives, assure alors que l'in-

tégrale

∫ +∞

1

1

1 + t2
dt est 
onvergente.

Finalement,

∫ +∞

0

1

1 + t2
dt =

∫ 1

0

1

1 + t2
dt+

∫ +∞

1

1

1 + t2
dt est bien une intégrale impropre 
onver-

gente.

b) Le résultat pré
édent, 
ombiné à la relation obtenue en 3.b), permet d'identi�er le terme prépon-

dérant dans l'expression de f(x) :

lim
x→+∞

ln(1 + x2) = +∞, don
 −2 = o+∞

(

ln(1 + x2)
)

et :

ln(1 + x2)− 2 ∼
x→+∞

ln(1 + x2) ⇐⇒ x
(

ln(1 + x2)− 2
)

∼
x→+∞

x ln(1 + x2)

De même, puisque

∫ +∞

0

1

1 + t2
dt ave
 
onvergente, alors

∫ x

0

1

1 + t2
dt admet une limite �nie quand

x tend vers +∞, et par 
onséquent est négligeable devant x ln(1 + x2).

Bref, au voisinage de +∞ : f(x) = x ln(1 + x2) + o
(

x ln(1 + x2)
)

, don
 f(x) ∼
x→+∞

x ln(1 + x2).


) Pour tout réel x stri
tement positif :

ln(1 + x2) = ln
(

x2(1 +
1

1 + x2
)
)

= ln(x2) + ln
(

1 +
1

x2

)

= 2 ln(x) + ln
(

1 +
1

x2

)

Comme lim
x→+∞

2 ln(x) = +∞ et lim
x→+∞

ln
(

1 +
1

x2

)

= ln(1 + 0) = 0, alors le deuxième terme est

négligeable devant le premier au voisinage de +∞, et :

ln(1 + x2) 2
x→+∞

ln(x) ⇐⇒ x ln(1 + x2) ∼
x→+∞

2x ln(x)

par 
ompatibilité de l'équivalen
e ave
 le produit. La transitivité de l'équivalen
e donne bien :

f(x) ∼
x→+∞

2x ln(x).

d) On a vu que f est impaire, don
 lorsque x est au voisinage de −∞, alors (−x) est au voisinage

de +∞, et :

f(x) = −f(−x) ∼
x→−∞

−
(

2(−x). ln(−x)
)

⇐⇒ f(x) ∼
x→−∞

2x ln(|x|)

5. Re
her
he d'un équivalent de f(x) au voisinage de 0.

a) On a vu que f est de 
lasse C1
sur R, de dérivée f ′ : x 7→ ln(1+x2). Cette fon
tion est elle-même

de 
lasse C2
sur R, 
omme 
omposée bien dé�nie de fon
tions de 
lasse C2

, don
 f est bien de


lasse C3
sur R.
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b) Comme on l'a vu : f(0) =

∫ 0

0

ln(1 + t2)dt = 0, f ′(0) = ln(1 + 02) = 0 et f ′′(0) =
2× 0

1 + 02
= 0.

Pour tout réel x : f ′′(x) =
2x

1 + x2
, don
 f (3)(x) =

2(1 + x2)− 2x× 2x

(1 + x2)2
=

2− 2x2

(1 + x2)2
,

et ainsi f (3)(0) =
2− 0

(1 + 02)2
= 2.


) La formule de Taylor-Young à l'ordre 3 au voisinage de 0 donne don
 pour f :

f(x) =
0
0 +

x1

1!
× 0 +

x2

2!
× 0 +

x3

3!
× 2 + o(x3) =

x3

3
+ o(x3).


e qui donne bien :

f(x) ∼
x→0

x3

3

6. Sans refaire tout le 
ours sur la méthode de Monte-Carlo : on peut voir i
i l'intégrale

f(1) =

∫ 1

0

ln(1 + t2)dt 
omme

∫ +∞

−∞

ln(1+ t2).g(t)dt, où g : t 7→
{

1 si t ∈ [0; 1]

0 sinon

est une densité de

la loi uniforme sur [0; 1].

Si U est une variable aléatoire qui suit 
ette loi, le théorème de transfert assure alors que :

f(1) =

∫ +∞

−∞

ln(1 + t2).h(t)dt = E
(

ln(1 + U2)
)

Or une espéran
e est appro
hée par la moyenne empirique des valeurs prises par ln(1 + U2) sur un
grand é
hantillon issu de multiples simulations indépendantes de U .
Le s
ript est don
 très simple à 
ompléter :

���������������������������

1 U = grand(1,100 000,'unf',0,1)

2 V = log(1 + U.^2)

3 f = mean(V)

4 disp(f)

���������������������������

Partie 2 : étude d'une suite

On pose u0 = 1, et pour tout entier naturel n non nul : un =

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n
dt.

7. a) D'après la 
onvention 
on
ernant la puissan
e zéro :

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)0
dt =

∫ 1

0

1 dt = 1.(1− 0) = 1

qui est bien la valeur donnée à u0 par l'énon
é, 
e qui est don
 
ohérent ave
 l'expression générale

de un.

b) u1 =

∫ 1

0

ln(1 + t2)dt = f(1).

8. a) Il s'agit don
, dans 
ette question, de 
omparer pour tout n ∈ N : un =

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n
dt

et un+1 =

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n+1

dt.
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Pour tout réel t ∈ [0, 1], et tout entier naturel n ∈ N :

0 6 t 6 1 =⇒ 0 6 t2 6 1 =⇒ 1 6 1 + t2 6 2 =⇒ 0 6 ln(1 + t2) 6 ln(2)

par stri
te 
roissan
e de ln sur R
+∗
. Comme ln(2) < 1, d'après les 
omparaisons des puissan
es

d'un même nombre 
ompris entre 0 et 1 :

∀t ∈ [0, 1], ∀n ∈ N,
(

ln(1 + t2)
)n

>
(

ln(1 + t2)
)n+1

Les fon
tions 
on
ernées par 
ette inégalité sont 
ontinues sur [0, 1], et 0 < 1 don
 par 
roissan
e

de l'intégrale :

∀n ∈ N,

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n
dt >

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n+1

dt ⇐⇒ ∀n ∈ N, un > un+1


e qui prouve bien que la suite (un)n∈N est dé
roissante.

b) Pour tout entier n ∈ N, la fon
tion t 7→
(

ln(1 + t2)
)n

est 
ontinue et positive sur [0; 1] 
omme on

vient de le voir. Puisque 0 < 1, la propriété de positivité de l'intégrale s'applique et donne bien :

∀n ∈ N, un > 0.

La suite (un) est bien 
onvergente d'après le théorème de limite monotone, en tant que suite

dé
roissante et minorée.

9. a) On réalise à nouveau un travail sur les inégalités : on a déjà vu que pour tout t ∈ [0, 1],

0 6 ln(1 + t2) 6 ln(2), don
 par 
roissan
e de la fon
tion puissan
e n-ième sur R
+
:

∀t ∈ [0, 1], ∀n ∈ N, 0 6
(

ln(1 + t2)
)n

6
(

ln(2)
)n

Les fon
tions 
on
ernées sont 
ontinues sur [0, 1], et 0 < 1, don
 par positivité et 
roissan
e de

l'intégrale :

∀n ∈ N, 0 6

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n
dt 6

∫ 1

0

(

ln(2)
)n
dt ⇐⇒ ∀n ∈ N, 0 6 un 6

(

ln(2)
)n

b) Puisque 0 < ln(2) < 1, alors lim
n→+∞

(

ln(2)
)n

= 0 et le théorème d'en
adrement appliqué à 
elui

qu'on vient d'é
rire, assure que (un) 
onverge et que :

lim
n→+∞

un = 0

Mais on peut aussi 
on
lure dire
tement sur la nature de la série de terme général un : 
omme la

série

∑

n>0

(

ln(2)
)n

est 
onvergente, en tant que série géométrique de raison stri
tement 
omprise

entre −1 et 1, alors le théorème de 
omparaison des séries à termes positifs, 
ette fois, assure que :

la série

∑

n>0

un 
onverge.

10. a) En
ore et toujours le travail sur les inégalités ; on sait que pour tout t ∈ [0, 1] :

0 6 ln(1 + t2) 6 ln(2) =⇒ 1 > 1− ln(1 + t2) > 1− ln(2) =⇒ 1 6
1

1− ln(1 + t2)
6

1

1− ln(2)

par stri
te dé
roissan
e de la fon
tion inverse sur R
+∗
, qui 
ontient bien les trois membres puisque

1 − ln(2) > 0. En multipliant les trois membres par le même réel positif

(

ln(1 + t2)
)n

> 0, on
obtient :

∀n ∈ N, ∀t ∈ [0, 1], 0 6

(

ln(1 + t2)
)n

1− ln(1 + t2)
6

(

ln(1 + t2)
)n

1− ln(2)
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Les fon
tions 
on
ernées sont 
ontinues sur [0, 1], et 0 < 1, don
 par 
roissan
e et positivité de

l'intégrale :

∀n ∈ N, 0 6

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n

1− ln(1 + t2)
6

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n

1− ln(2)
dt

Ce qui donne bien le résultat demandé, puisque par linéarité de l'intégrale :

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n

1− ln(2)
dt =

1

1− ln(2)

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n
dt =

un

1− ln(2)

b) La 
onséquen
e est immédiate : on sait que lim
n→+∞

un = 0, don
 lim
n→+∞

un

1− ln(2)
= 0, et le théorème

d'en
adrement donne :

lim
n→+∞

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n

1− ln(1 + t2)
dt = 0


) On utilise essentiellement 
i-dessous, la linéarité de l'intégrale qui permet d'é
rire, pour tout

n ∈ N
∗
:

n−1
∑

k=0

uk =
n−1
∑

k=0

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)k
dt

=

∫ 1

0

n−1
∑

k=0

(

ln(1 + t2)
)k
dt la somme des intégrales est l'intégrale de la somme

=

∫ 1

0

1−
(

ln(1 + t2)
)n

1− ln(1 + t2)
dt somme géométrique de raison ln(1 + t2) 6= 1, CQFD

d) La linéarité de l'intégrale donne aussi, pour tout n ∈ N
∗
:

n−1
∑

k=0

uk =

∫ 1

0

1

1− ln(1 + t2)
dt−

∫ 1

0

(

ln(1 + t2)
)n

1− ln(1 + t2)
dt

où on a vu que le membre de droite tend vers 0 lorsque n tend vers +∞ ; on en déduit :

lim
n→+∞

n−1
∑

k=0

uk =

∫ 1

0

1

1− ln(1 + t2)
dt


e qui signi�e bien que la série 
onverge, et a pour somme totale :

+∞
∑

k=0

uk =

∫ 1

0

1

1− ln(1 + t2)
dt

e) I
i seule la fon
tion intégrée 
hange, mais le prin
ipe exposé à la question 6. est le même ; attention

tout de même pour le 
al
ul terme à termes des inverses, il faut utiliser en S
ilab une puissan
e

(−1) pointée :
���������������������������

1 U = grand(1,100 000,'unf',0,1)

2 V = (1-log(1 + U.^2)).^(-1)

3 f = mean(V)

4 disp(f)

���������������������������
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