
MATHÉMATIQUES - EMLyon E 2002

Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Exer
i
e 1

1. a) Le 
al
ul matri
iel, soigneusement réalisé, est sans appel : K2 =









−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1









= −I4 ! !

b) La relation : K2 = −I4 se réé
rit fa
ilement : −K2 = I4 ⇐⇒ −K ×K = K × (−K) = I4, 
e

qui permet dire
tement de 
on
lure que K est inversible et K−1 = −K .


) La relation : K2 = −I4 s'é
rit aussi : K
2+I4 = 0, et exprime que P (X) = X2+1 est un polyn�me

annulateur de K. D'après le 
ours, les valeurs propres possibles de K �gurent don
 toutes parmi

les ra
ines de P . Or... P n'a 
lairement au
une ra
ine réelle (x2 + 1 = 0 ⇐⇒ x2 = −1) !
On a don
 a�aire à une matri
e K qui n'a au
une valeur propre réelle.

2. Soient a et b deux nombres réels. On note M = a.I + b.K.

a) Surtout pas de 
al
ul expli
ite ave
 des matri
es 4× 4 i
i ! Mais un 
al
ul littéral, en remarquant

que puisque I 
ommute ave
 K (en tant que matri
e identité), l'identité remarquable est valable :

(a.I + b.K)2 = a2.I2 + 2ab.IK + b2.K2 = a2.I + 2ab.K − b2.I

= (a2 − b2).I + 2a.(M − a.I) = (a2 − b2).I + 2a.M − 2a2.I

= −(a2 + b2).I + 2a.M, CQFD

b) Si (a, b) 6= (0, 0), 
'est-à-dire si a et b ne sont pas simultanément nuls : alors a2 + b2 > 0, et la
relation pré
édente se réé
rit :

M2 = −(a2 + b2).I + 2a.M ⇐⇒ M2 − 2a.M = −(a2 + b2).I ⇐⇒ − 1

a2 + b2
.(M − 2a.I)M = I,


e qui prouve que M est inversible, d'inverse : M−1 =
1

a2 + b2
.(2a.I −M) .


) On remarque que la matri
e proposée par l'énon
é, appelons-la M , s'é
rit : M =
√
2.I + K, et

qu'on est don
 dans le 
adre de l'étude pré
édente, ave
 : a =
√
2 et b = 1.

Comme on a bien (a, b) 6= (0, 0), on peut don
 
on
lure que M est inversible, d'inverse :

M−1 =
1

(
√
2)2 + 12

.(2
√
2I −M) =

1

2 + 1
.(2

√
2.I −

√
2.I −K) =

1

3
.(
√
2.I −K)

=
1

3
.









−1 +
√
2 −1 1 3

−1 −1 +
√
2 −1 2

0 1
√
2 −1

−1 −1 0 2 +
√
2









.

3. On note B = (e1, e2, e3, e4) la base 
anonique de R
4
, et f l'endomorphisme de R

4
asso
ié à la matri
e

K relativement à la base B. On 
onsidère les quatre éléments suivants de R
4
:

v1 = e1, v2 = f(e1), v3 = e3, v4 = f(e3)
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a) La famille C = (v1, v2, v3, v4) est déjà une famille libre de quatre ve
teurs de l'espa
e ve
toriel

R
4
qui est de dimension 4 : il su�t don
 de prouver que C est libre, pour qu'elle soit une base

de R
4
.

Il faut bien 
omprendre i
i qu'on 
onnaît expli
itement les quatre ve
teurs ! v1 = e1 = (1, 0, 0, 0)
et v3 = e3 = (0, 0, 1, 0) sont déjà deux ve
teurs de la base 
anonique B.
De plus, v2 = f(e1) et v4 = f(e3) sont leurs images respe
tives par f : ils se lisent dire
tement

dans les 
olonnes 1 et 3 de la matri
e K qui représente f dans B, et : v2 = (1, 1, 0, 1), tandis que
v4 = (−1, 1, 0, 0).

Soient don
 x, y, z, t quatre réels tels que :

x.v1 + y.v2 + z.v3 + t.v4 = 0R4 ⇐⇒















x + y − t = 0
y + t = 0

z = 0
y = 0

, dont il est 
lair qu'on obtient

pour unique solution, dans l'ordre d'obtention des 
oe�
ients : y = z = t = x = 0.
La famille C est bien libre, et 
'est une base de R

4
.

b) Par dé�nition des ve
teurs :

⋆ f(v1) = f(e1) = v2
⋆ f(v2) = f(f(e1)) = f ◦ f(e1). Or, puisque f est l'endomorphisme de R

4

anoniquement asso
ié

à K : l'endomorphisme f ◦ f est représenté, dans la base 
anonique, par K2 = −I ; on peut don



on
lure que : f ◦ f = −IdR4
, et par 
onséquent : f(v2) = f ◦ f(e1) = −e1 = −v1.

⋆ f(v3) = f(e3) = v4, et en�n :

⋆ f(v4) = f(f(e3)) = −e3 = −v3.

On en déduit immédiatement, et sans 
al
ul supplémentaire, la matri
e K ′
de f dans la base C :

K ′ = MatC(f) =

f(v1) f(v2) f(v3) f(v4)












0 −1 0 0 v1
1 0 0 0 v2
0 0 0 −1 v3
0 0 1 0 v4


) La matri
e de passage P de la base B à la base C s'é
rit très simplement en é
rivant en 
olonnes les

ve
teurs de la nouvelle base C, en fon
tion de 
eux de l'an
ienne base (i
i B, la base 
anonique) :

P =

v1 v2 v3 v4












1 1 0 −1 e1
0 1 0 1 e2
0 0 1 0 e3
0 1 0 0 e4

d) La formule de 
hangement de base du 
ours donne : K ′ = P−1KP .

Exer
i
e 2

On 
onsidère dans 
et exer
i
e, pour tout entier non nul n ∈ N
∗
, la fon
tion polyn�miale

Pn : [0; +∞[→ R dé�nie, pour tout réel positif x ∈ [0; +∞[, par :

Pn(x) =

2n
∑

k=1

(−1)kxk

k
= −x+

x2

2
+ · · ·+ −x2n−1

2n− 1
+

x2n

2n
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I. Étude des fon
tions polynomiales Pn

1. Soit n ∈ N
∗
; la fon
tion Pn est bien sûr dérivable sur [0; +∞[ 
omme fon
tion polyn�miale, et par

linéarité de la dérivation (la dérivée d'une somme, est la somme des dérivées) :

∀x ∈ [0; +∞[, P ′

n(x) =
2n
∑

k=1

(−1)k.k.xk−1

k
=

2n
∑

k=1

(−1)k.xk−1 [i=k−1]
=

2n−1
∑

i=0

(−1)i+1.xi = −
2n−1
∑

i=0

(−x)i

= −1− (−x)2n−1+1

1− (−x)
= −1 − (−x)2n

1 + x
=

x2n − 1

x+ 1

On a en e�et re
onnu une somme géométrique de raison −x 6= 1 (vu que x est positif), et on a pris

en 
ompte la parité de l'exposant pour dire : (−x)2n = x2n
.

2. Les variations de Pn dépendent du signe de sa dérivée :

sur [0; +∞[, P ′
n(x) =

x2n − 1

x+ 1
> 0 ⇐⇒ x2n − 1 > 0 ⇐⇒ x2n > 1 ⇐⇒ x > 1 (on ne travaille

qu'ave
 des réels positifs).

La fon
tion Pn est don
 stri
tement dé
roissante sur [0; 1], puis stri
tement 
roissante sur [1; +∞[.

3. La stri
te dé
roissan
e de Pn sur [0; 1] permet d'é
rire : Pn(1) < Pn(0), mais Pn(0) = 0... tout
simplement !

4. a) Pour tout n ∈ N
∗
et tout x ∈ [0; +∞[ :

Pn+1(x) =

2(n+1)
∑

k=1

(−1)k.xk

k
=

2n+2
∑

k=1

(−1)k.xk

k
=

2n
∑

k=1

(−1)k.xk

k
+

(−1)2n+1.x2n+1

2n+ 1
+

(−1)2n+2.x2n+2

2n+ 2

= Pn(x)−
x2n+1

2n+ 1
+

x2n+2

2n+ 2
= Pn(x) + x2n+1.

(

− 1

2n+ 1
+

x

2n+ 2

)

b) On en déduit : ∀n ∈ N
∗, Pn(2) > 0 grâ
e à une ré
urren
e :

I. P1(x) = −x+
x2

2
, et P1(2) = −2 +

4

2
= 0, don
 P(1) est vraie.

H. Supposons la propriété vraie pour un 
ertain n ∈ N
∗
, et montrons qu'elle est alors vraie au

rang n + 1 :

��������������

On sait d'après a) que :

Pn+1(2) = Pn(2) + 22n+1.

(

− 1

2n + 1
+

2

2n+ 2

)

= Pn(2) + 22n+1.
−(2n + 2) + 2(2n+ 1)

(2n+ 1)(2n+ 2)

= Pn(2) + 22n+1.
2n

(2n+ 1)2n+ 2

Puisque Pn(2) > 2, on a en
ore Pn+1(2) > 0 
omme somme de deux réels positifs : P(n + 1) est
vraie si P(n) l'est.

C. La propriété est initialisée et héréditaire, elle est don
 vraie pour tout entier n ∈ N
∗
, d'après

le prin
ipe de ré
urren
e.

5. Soit n ∈ N
∗
: sur [1; +∞[, la fon
tion Pn est 
ontinue (
omme polyn�me), stri
tement 
roissante,

ave
 Pn(1) < 0 et Pn(2) > 0, don
 Pn 
hange de signe sur [1; +∞[.
Le théorème de la bije
tion assure don
 que l'équation Pn(x) = 0 admet une unique solution xn sur

[1; +∞[, et plus pré
isément :


omme Pn(1) < 0 = Pn(xn) 6 Pn(2), on obtient bien, par 
roissan
e stri
te de Pn sur [1; +∞[ :

∀n ∈ N
∗, 1 < xn 6 2
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6. P2(x) =

4
∑

k=1

(−1)k.xk

k
= −x+

x2

2
− x3

3
+

x4

4
.

On obtient une valeur appro
hée de x2, l'unique solution de P2(x) = 0 sur [1; +∞[, par l'algorithme

de di
hotomie (une fois de plus...), l'intervalle de départ étant : [1; 2] d'après la question pré
édente.

fun
tion y=P2(x)

y = x^4/4-x^3/3+x^2/2-x

endfun
tion

a=1; b=2; n=0; pre
 = 1e-3;

while (b-a) > pre


m = (a+b)/2

if P2(a)*P2(m)< 0 then

b = m

else

a = m

end

n = n+1

end

disp(a,b,n)

Remarque : on pouvait aussi, 
omme réponse �nale, donner la valeur

a+ b

2
qui est une valeur appro-


hée de x2 en
ore plus pré
ise que a et b, sauf qu'on ne peut plus dire si 
'est une valeur appro
hée

par défaut ou par ex
ès...

II. Limite de la suite (xn)n∈N∗

1. Le résultat de la question 1 de la partie I a i
i une 
onséquen
e importante : la fon
tion Pn est une

primitive de x 7→ x2n − 1

x+ 1
sur [0,+∞[ ! On peut don
 é
rire :

∀x ∈ [0; +∞[,

∫ x

0

t2n − 1

t+ 1
dt = [Pn(t)]

x
0 = Pn(x)− Pn(0) = Pn(x) 
ar Pn(0) = 0

2. De la question pré
édente, on déduit :

∫ xn

0

t2n − 1

t + 1
dt = Pn(xn), qui vaut 0 par dé�nition de xn.

La relation de Chasles permet alors d'é
rire :

∫ 1

0

t2n − 1

t + 1
dt +

∫ xn

1

t2n − 1

t + 1
dt = 0 ⇐⇒

∫ xn

1

t2n − 1

t+ 1
= −

∫ 1

0

t2n − 1

t+ 1
dt =

∫ 1

0

1− t2n

t+ 1
dt

(on a également utilisé la linéarité de l'intégrale dans le dernier 
al
ul).

3. En
ore et toujours, on démontre l'inégalité demandée en étudiant le signe de la fon
tion di�éren
e :

soit la fon
tion f : t 7→ t2n − 1 − n(t2 − 1), bien dé�nie et dérivable sur [1; +∞[ 
omme fon
tion

polyn�miale.

∀t > 1 : f ′(t) = 2n.t2n−1 − 2nt = 2n(t2n−1 − t).
Comme t > 1 et 2n− 1 > 1 puisque n ∈ N

∗
: ∀t ∈ [1,∞[, t2n−1 > t, 
e qui implique :

∀t ∈ [1; +∞[, f ′(t) > 0.
La fon
tion f est don
 
roissante sur [1; +∞[, et par 
onséquent :

∀t ∈ [1; +∞[, f(t) > f(1) = 12n − 1− n(12 − 1) = 0 ⇐⇒ ∀t ∈ [1; +∞[, t2n − 1 > n(t2 − 1)
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4. De l'inégalité démontrée pré
édemment on déduit, pour tout n ∈ N
∗
et tout t ∈ [1; +∞[ :

t2n − 1

t + 1
> n

t2 − 1

t+ 1
= n

(t− 1)(t+ 1)

t+ 1
⇐⇒ t2n − 1

t+ 1
> n(t− 1)

selon l'identité remarquable bien 
onnue ( !).

Les deux fon
tions 
on
ernées sont bien dé�nies et 
ontinues sur l'intervalle [1; xn] et on sait depuis

la partie I que 1 < xn, don
 par 
roissan
e de l'intégrale :

∫ xn

1

t2n − 1

t+ 1
dt >

∫ xn

1

n(t− 1)dt ⇐⇒
∫ xn

1

t2n − 1

t+ 1
dt > n

[

1

2
(t− 1)2

]xn

1

=
n

2
(xn − 1)2

Ensuite : on sait déjà que xn > 1 ⇐⇒ xn − 1 > 0. Reste alors à montrer que :

xn − 1 6

√

2 ln(2)√
n

⇐⇒ (xn − 1)2 6
2 ln(2)

n
⇐⇒ n

2
(xn − 1)2 6 ln(2) (les équivalen
es viennent du

fait que les deux membres initiaux sont tous les deux positifs).

En reprenant l'inégalité pré
édemment démontrée, et le résultat de la question 2. de 
ette partie, on

est amené à é
rire :

∫ xn

1

t2n − 1

t + 1
dt =

∫ 1

0

1

1 + t
dt−

∫ 1

0

t2n

1 + t
dt = [ln(|1 + t|)]xn

1 − In = ln(2)− In

où In =

∫ 1

0

t2n

1 + t
dt est l'intégrale d'une fon
tion 
ontinue, positive sur [0, 1], où 0 < 1 (bornes dans

l'ordre 
roissant).

Ainsi, par positivité de l'intégrale : In > 0, 
e qui implique bien :

∫ xn

1

t2n − 1

t + 1
dt = ln(2)− In 6 ln(2), et don


n

2
(xn − 1)2 6 ln(2) par transitivité de l'inégalité.

5. On 
on
lut fa
ilement : lim
n→+∞

√

2 ln(2)√
n

= 0, don
 d'après le théorème d'en
adrement :

lim
n→+∞

xn − 1 = 0, 
'est-à-dire que :

La suite (xn)n∈N∗

onverge, et lim

n→+∞
xn = 1

Exer
i
e 3

1. Étude préliminaire

On admet, pour tout entier naturel k et pour tout réel x de [0, 1[, que la série

∑

n>k

(

n

k

)

xk
est


onvergente et on note sk(x) =
+∞
∑

n=k

(

n

k

)

xn
.

a) Pour tout réel x ∈ [0, 1[ :

(

n

0

)

xn = xn
est le terme général d'un série géométrique bien 
onvergente,

de somme totale s0(x) =

+∞
∑

n=0

xn =
1

1− x
en e�et.

De même, toujours pour x ∈ [0, 1[,

(

n

1

)

xn = n.xn = x × nxn−1
est, à un fa
teur près, le terme

général d'une série géométrique dérivée 
onvergente à nouveau, de somme totale :

s1(x) = x×
+∞
∑

n=1

nxn−1 = x×
(1− x)2

.
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b) La formule :

(

n+ 1

k + 1

)

=

(

n

k

)

+

(

n

k + 1

)

, valable pour tout 
ouple d'entiers (n, k) tels que k < n,

est tout simplement la formule de Pas
al, qu'on doit pouvoir 
iter dire
tement !

Si on veut vraiment tout redémontrer 
omme dans le 
ours, il su�t d'é
rire les 
oe�
ients binomiaux

ave
 des fa
torielles...


) On revient i
i aux sommes partielles de la série : pour tout entier k ∈ N, et tout entier N > k :

N
∑

n=k+1

(

n

k + 1

)

xn =

N−1
∑

m=k

(

m+ 1

k + 1

)

xm+1 = x.

N−1
∑

m=k

[(

m

k

)

+

(

m

k + 1

)]

xm

= x
N−1
∑

m=k

(

m

k

)

xm + x
N−1
∑

m=k k+1

(

m

k + 1

)

xm

ar

(

m

m+ 1

)

= 0 puisque m < m+ 1

Il su�t alors de passer à la limite dans la relation lorsque N tend vers +∞ (
e qui est li
ite puisque

toutes les séries 
onvergent), pour obtenir :

+∞
∑

m=k+1

(

m

k + 1

)

xm = x
+∞
∑

m=k

(

m

k

)

xm + x
+∞
∑

m=k+1

(

m

k + 1

)

xm ⇐⇒ sk+1(x) = xsk(x) + xsk+1(x)

d) Démontrons alors par ré
urren
e sur k, que la propriété P(k) : ”∀x ∈ [0, 1[, sk(x) =
xk

(1− x)k+1
”.

I. Les résultats de la question 1.a) prouvent que P(0) est vraie (et P(1) aussi, d'ailleurs).

H. Supposons P(k) vraie à un 
ertain rang k ∈ N, et montrons qu'alors P(k + 1) est vraie :
������������

On sait d'après la question pré
édente que :

∀x ∈ [0, 1[, sk+1(x) = xsk(x) + xsk+1(x) ⇐⇒ (1− x)sk+1(x) = xsk(x)

soit : sk+1(x) =
x

1− x
sk(x), (li
ite 
ar x < 1) 
e qui donne bien, 
ompte tenu de l'hypothèse de

ré
urren
e :

sk+1(x) =
x

1− x
.

xk

(1− x)k+1
=

xk+1

(1− x)k+2
, et P(k + 1) est vraie si P(k) l'est.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don
 vraie pour tout entier k ∈ N, d'après le

prin
ipe de ré
urren
e.

Remarque : Cette propriété s'appelle la formule du bin�me négatif, qui permet de généraliser

la notion de série géométrique dérivée.

2. Étude d'une expérien
e aléatoire

On 
onsidère une urne 
ontenant une boule noire et quatre boules blan
hes. On e�e
tue l'expérien
e

aléatoire suivante :

� On 
ommen
e par tirer des boules de l'urne une à une ave
 remise jusqu'à obtenir la boule noire

(que l'on remet aussi dans l'urne).

On dé�nit la variable aléatoire N égale au nombre de tirages ave
 remise né
essaires pour obtenir

la boule noire.

� Puis, si N prend une valeur entière positive non nulle notée n, on réalise alors une se
onde série

de n tirages dans l'urne, toujours ave
 remise.

On dé�nit la variable aléatoire X égale au nombre de fois où la boule noire a été obtenue dans


ette se
onde série de tirages.

a) La variable aléatoire N représente le temps d'attente d'un premier su

ès : obtenir une première fois

la boule noire, dans un pro
essus de Bernoulli sans mémoire.
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Don
 N suit la loi géométrique de paramètre

1

5
:

N(Ω) = N
∗, et ∀k > 1, P (N = k) =

(

4

5

)k−1

.
1

5
E(N) = 5, et V (N) =

4/5

(1/5)2
= 20

b) Soit k ∈ N et n ∈ N
∗
: si l'événement [N = n] est réalisé, alors on sait qu'on a réalisé n tirages

identiques et indépendants (
ar ils sont faits ave
 remise), où l'on peut là en
ore 
onsidérer le fait

d'obtenir la boule noire 
omme le su

ès. On peut don
 utiliser le modèle binomial pour 
ette

probabilité 
onditionnelle :

P[N=n](X = k) =











(

n

k

)(

1

5

)k (
4

5

)n−k

si 0 6 k 6 n

0 si k > n


) La question pré
édente donne en parti
ulier : ∀n ∈ N
∗, P[N=n](X = 0) =

(

4

5

)n

.

La formule des probabilités totales, é
rite i
i ave
 le système 
omplet d'événements ([N = n])n∈N∗

donne :

P (X = 0) =
+∞
∑

n=1

P[N=n](X = 0).P (N = n) =
+∞
∑

n=1

(

4

5

)n

.

(

4

5

)n−1
1

5

=
4

25

+∞
∑

n=1

(

16

25

)n−1

=
4

25

+∞
∑

j=0

(

16

25

)j

=
4

25
.

1

1− 16

25

=
4

25
.
25

9

P (X = 0) =
4

9

d) Plus généralement, et pour tout entier k ∈ N
∗
, on peut é
rire d'après la même formule :

P (X = k) =
+∞
∑

n=1

P[N=n](X = k)P (N = n) =
+∞
∑

n=k

(

n

k

)(

1

5

)k (
4

5

)n−k

.

(

4

5

)n−1
1

5

=

(

1

5

)k+1(
5

4

)k+1 +∞
∑

n=k

(

n

k

)(

16

25

)k


ar

(

n

k

)

= 0 si n < k

=
1

4k+1
.

(

16

25

)k

(

9

25

)k+1
d'après la formule du bin�me négatif

=
1

4k+1
.
42k

25k
.
25k+1

9k+1
=

25

36
.

(

4

9

)k

e) L'univers-image X(Ω) est égal à N 
ar le nombre de tirages né
essaires dans la première phase peut

être aussi grand qu'on veut, don
 le nombre de boules noires obtenues dans la deuxième phase aussi.

L'espéran
e de X existe si et seulement si la série

∑

k>0

kP (X = k) est absolument 
onvergente ; 
'est

une série à termes positifs don
 la 
onvergen
e simple su�t, et :

n
∑

k=0

kP (X = k) =
25

36
.
4

9
.

n
∑

k=1

k

(

4

9

)k−1

On re
onnaît une série géométrique dérivée de raison

4

9
∈]0; 1[, don
 
onvergente.

Ainsi, X admet une espéran
e qui vaut :

7 ©



E(X) =
25

81

+∞
∑

k=1

k

(

4

9

)k−1

=
25

81
.

1
(

5

9

)2 =
25

81
.
81

25
= 1.

f) Pour tout entier k ∈ N :

P (X 6 k) =

n
∑

j=0

P (X = j) = P (X = 0) +

n
∑

j=1

P (X = j) =
4

9
+

25

36

n
∑

k=1

(

4

9

)k

=
4

9
+

25

36
.
4

9

1−
(

4

9

)n

1− 4

9

=
4

9
+

25

81
.
9

5
.

[

1−
(

4

9

)n]

=
4

9
+

5

9
− 5

9

(

4

9

)k

P (X 6 k) = 1− 5

9

(

4

9

)k

3. Étude d'une variable aléatoire à densité

On note a = − ln(9)− ln(5)

ln(9)− ln(4)
et on dé�nit la fon
tion F sur R par :







F (x) = 1− 5

9

(

4

9

)x

si x ∈ [a; +∞[

F (x) = 0 sinon

On rappelle : ∀x ∈ R,

(

4

9

)

= ex ln( 4
9
)
(forme exponentielle des puissan
es réelles).

a) Il faut i
i pro
éder à l'ensemble des véri�
ations sur F :

� La fon
tion F étant nulle sur ] − ∞, a[, elle est bien 
roissante (
ar 
onstante) et de 
lasse C1

sur 
et intervalle, et lim
x→−∞

F (x) = 0.

� Sur ]a,+∞[: 1− 5

9

(

4

9

)x

= 1 − 5

9
.ex ln(4/9)

est bien l'expression d'une fon
tion de 
lasse C1
sur


et intervalle 
omme 
omposée de telles fon
tions, ave
 :

∀x ∈]a,+∞[, F ′(x) = −5

9
. ln

(

4

9

)

.ex ln(4/9) > 0 puisque vu que 0 <
4

9
< 1, alors ln

(

4

9

)

< 0.

La fon
tion F est don
 également 
roissante sur ]a,+∞[, et de plus :

lim
x→+∞

x ln

(

4

9

)

= −∞ puisque ln(4/9) < 0, don
 par 
omposition ave
 : lim
X→−∞

eX = 0, alors :

lim
x→+∞

F (x) = 1− 0 = 1

� En�n : lim
x→a−

F (x) = lim
x→a−

0 = 0, et :

lim
x→a+

F (x) = 1− 5

9
.ea ln(4/9) = 1− 5

9
.e− ln(5/9) = 1− 5

9
.eln(9/5) = 1− 5

9
× 9

5
= 0

puisque a = − ln(9/5)

ln(9/4)
= − ln(5/9)

ln(4/9)
. La fon
tion F est don
 
ontinue en a.

Finalement : la fon
tion F est 
roissante et 
ontinue sur R, de 
lasse C1
sur R sauf peut-être en a,

ses limites ont bien les valeurs attendues en −∞ et +∞ ; don
 F est bien la fon
tion de répartition

d'une variable à densité, notons Y une telle variable aléatoire.

b) Une densité f de Y est obtenue par dérivation de sa fon
tion de répartition F là où elle est de 
lasse

C1
, on �xe ailleurs (i
i en a) une valeur arbitraire positive (i
i 0...) :

f : x 7→







0 si x 6 a

−5

9
. ln

(

4

9

)

.

(

4

9

)x

si x > a
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) La fon
tion g : x 7→ xex ln( 4
9
)
est bien dé�nie et 
ontinue sur R, où elle admet don
 des primitives.

La primitive G de g qui s'annule en 0 (par exemple) a pour expression intégrale :

∀x ∈ R, G(x) =

∫ x

0

g(t)dt =

∫ x

0

tet ln(4/9)dt

forme né
essaire pour pouvoir pro
éder à une intégration par parties, en posant :

u(t) = t −→ u′(t) = 1

v′(t) = et ln(4/9) −→ v(t) =
1

ln(4/9)
.et ln(4/9)

Les fon
tions u et v sont bien de 
lasse C1
sur R, don
 par intégration par parties :

∀x ∈ R, G(x) =

[

tet ln(4/9)

ln(4/9)

]x

0

− 1

ln(4/9)

∫ x

0

et ln(4/9)dt

=
x.(4/9)x

ln(4/9)
− 1

ln(4/9)
.

[

1

ln(4/9)
ex ln(4/9)

]x

0

=
x(4/9)x

ln(4/9)
− (4/9)x − 1

[ln(4/9)]2

d) La variable aléatoire Y admet une espéran
e si et seulement si l'intégrale :

∫ +∞

−∞

t.f(t)dt, est abso-

lument 
onvergente.

Comme la fon
tion : t 7→ t.f(t) est nulle sur ]−∞, a], 
ela revient à prouver la 
onvergen
e simple

de

∫ +∞

0

t.f(t)dt (sur R+ la fon
tion intégrée est positive), la 
onvergen
e absolue de

∫ 0

a

t.f(t)dt est

assurée par le fait qu'on intègre une fon
tion 
ontinue sur un segment. Bref, l'existen
e de E(Y )

revient en fait à prouver la 
onvergen
e simple de

∫ +∞

a

t.f(t)dt.

D'après 
e qui pré
ède :

∀A ∈ R
∗

+,

∫ A

a

t.f(t)dt = −5

9
. ln

(

4

9

)
∫ A

a

t.et ln(4/9)dt = −5

9
ln

(

4

9

)

. [G(A)−G(a)]

0 < 4/9 < 1, don
 lim
A→+∞

(

4

9

)A

= 0 = lim
A→+∞

A

(

4

9

)A

(par 
roissan
es 
omparées pour la deuxième),

don
 :

lim
A→+∞

∫ A

a

t.f(t)dt = −5

9
. ln(4/9).

[

1

[ln(4/9)]2
− a(4/9)a

ln(4/9)
+

(4/9)a − 1

[ln(4/9)]2

]

= −5

9
× 1

ln(4/9)
+

5

9
.a.

9

5
− 5

9
.
9/5− 1

ln(4/9)

ar : (4/9)a = ea ln(4/9) = eln(9/5) =

9

5

= a− 5

9
.

1

ln(4/9)
− 5

9
.

4/5

ln(4/9)
puisque a =

ln(9/5)

ln(4/9)

= a− 1

ln(4/9)

Ouf ! Ce 
al
ul prouve don
 que l'intégrale

∫ +∞

−∞

t.f(t)dt est (absolument) 
onvergente, don
 Y admet

une espéran
e qui vaut :

E(Y ) =

∫ +∞

−∞

t.f(t)dt =

∫ a

−∞

t.f(t)dt +

∫ +∞

a

t.f(t)dt = a+
1

ln(9/4)
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