Corrigé ESSEC eco maths IT 2001 par Pierre Veuillez

PARTIE 1

On considére deux variables aléatoires X et Y définies sur un méme espace probabilisé et admettant
des espérances E(X) et E(Y) et des variances V(X)) et V(Y') et on suppose V(X) > 0 (on rappelle
que V(X) = 0 si et seulement si, avec une probabilité égale & 1, X est constante). La covariance des
deux variables aléatoires X et Y (que celles-ci soient discrétes ou a densité) est alors le nombre réel
défini par :

Cov(X,Y)=FE[(X — E(X))(Y — E(Y))], ouencore E(XY) — E(X)E(Y).
1. Covariance des variables aléatoires X et Y

a) Pour tout X ayant une variance on a : Cov (X, X) = E(X?) — E(X)> =V (X)
donc Cov(AX + Y, AX +Y)=V(AX +Y) et

VOAX+Y) = E(AX+Y)?) —E(OX +Y)?
= E(NX24+20XY +Y?) - [A\E(X) + E(Y))?
= NE(X?) +2)\E(XY)+E (Y?)
—NE(X)? -2 E(X)E(Y)-E(Y)?
= ANV (X)+2X\Cov (X,Y) +V (V)

b) Comme une variance est positive ou nulle, le polyéme du second degré P (\) = \*V (X) +
2XCov (X,Y) + V (Y) a un discriminant négatif ou nul.

A = 4Cov (X,Y)’ —4V (X)V (V)
4[Cov (X, Y)Y’ -V (X)V (V)] <0

Donc Cov (X,Y)? <V (X)V (Y)
On a égalité si et seulement si A = 0 donc si le polynome s’anulle, i.e. s’il existe A tel que
VIAX+Y)=0

Or (c’est le rappel de début) cela équivaut a AX + Y constante presque surement.

Conclusion : ’Il y a égalité <= il esxiste u € R tel que Y = AX + u presque surement

2. Coefficient de corrélation linéaire des variables aléatoires X et Y.
On suppose dans cette question les variances V(X) et V(Y) de X et Y strictement positives.

Cov(X,Y)
o(X)o(Y)"

Et comme Cov(X,Y)*> < V(X)V (Y) alors % < 1 et en prenant la racine,
Cov(X)Y)

o X)J Y)) <1 (la covariance peut étre négative!)

a) Le coefficient de corrrélationlinéaire est p =

Conclusion : | p € [—1,1]

Et lonap=+1 <= p?>=1<«= Cov(X,Y)’ =V (X)V (Y) donc a la conditionnéces-

saire et suffisante qu’il existe une constante u telle que Y = AX + p presque surement.
b) Si X et Y sont indépendante, Cov (X,Y) =0 et odn p = 0.
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c¢) On suppose enfin que X suit une loi normale centrée réduite N(0,1) et Y = X2,
Ona F(X)=0etV(X)=1
Comme V (X) = E (X?) — E(X)? alors E(X?) =1donc E(Y) =1.
Enfin, pour F (Y?) = E (X*), par le théoréme de transfert, on test la convergence absolue
(=cv simple car tout est positif) de fj;o tho (t) dt -

M 4 1 M 4_—t2/2
tcp(t)dt:—/ tte V/2dt
/0 V2 Jo

par intégration par parties : u (t) = 3 : ' (t) = 3t2 : v/ (t) = te /2 1 v (t) = —e /% avec
u et v de classse C!

M 2 2 M M 2
/ tre V2dt = [—t3e_t / 2] - / —3t2e V2t
0 0 0

M
= 0+ M3e M2y 3/ 2e7 1244
0

+oo
— 3 / 22t qui converge donc
0

—+00 “+00
/ tho(t)dt = 3 / 2o (t) dt
0 0

et de méme en —o0 :

/0 t4<,0(t)dt:3/0 2o (t) dt

— 00 —00

Avec [T 120 (t)dt = E (X?) =1 on trouve alors

E(Y?) =3

DouV(Y)=E(Y?)—E(Y)=3-1=2
On a également

Cov(X,Y) = E(XY)-E(X)E(Y)
E(X®?) - E(X)E(X?)

et comme fj;o 3¢ (t) dt converge et est nulle (fonction impaire) alors Cov (X,Y) = 0 et

p(X,Y)=0.

Conclusion :

réciproque fausse : X et X? ne sont pas indépendantes bien que p (X, X?) soit nul.

Non indépendantes : (X2 < 1) = (-1 < X < 1) et donc
P(X2<1)N(-1<X<)]=P(X?<1H)#P(X?<1HP(-1 <X <1)

PARTIE 11

1. Calculs préliminaires

a) Pourn=¢qgona:
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n+1

>

k=q

n
Soit n > ¢ tel que k
> g tel q k;q )

(&

n+1
q+1

) alors

n

D

() ("))
(b ("))

2
(n i ) (triangle de Pascal)
q+

+

+

n

Conclusion :
k=q

pouran:Z(];)

1
= (1)

b) En faisant ¢ = 1, on trouve :
zn:(k:)_ & k_(n—l—l)_(n—{—l)n
1) S\ 2 2
k=1 k=1
pour g =2:
—~ (kY zn:k(k‘—l)_ n+1\ (m+1)n(n-1)
2) 2\ 3 ) 3.2
k=2 k=2
= E(h—1) — m+1)n(n—-1)
3
k=2

enfin pour ¢ = 3 :

> (5)

k=3

n

k=2

m+1n(n—1)(n—2)

k(k—1)(k—2)
Z 3.9 -

(7)-

n+1)n(n—1)(n—2)

k(k—1)(k—2)
k=2

4

1-3-2 et

On considére dans toute la suite de cette partie un nombre entier n > 2 et une urne
contenant n jetons numérotés de 1 a n.
On extrait de cette urne successivement et sans remise 2 jetons et on désigne alors par :

— N; la variable aléatoire indiquant le numéro du premier jeton tiré.

— N, la variable aléatoire indiquant le numéro du second jeton tiré.
— X la variable aléatoire indiquant le plus petit des numéros des 2 jetons tirés.
— Y la variable aléatoire indiquant le plus grand des numéros des 2 jetons tirés.
On note E(Ny) et V(Ny), E(N2) et V(N3y), E(X) et V(X), E(Y) et V(Y) les espérances
et variances des quatre variables aléatoires Ny, Ny, X, Y.

2. Lois conjointe et marginales des variables aléatoires N; et Ns.

a) Les numéros présents dans 1'urne sont équiprobables donc P (N; = i)

%pourléién

Py—i (No=j) = -5 pour 1 < j < n,j # i et Py,—j (No=3) = 0 car la boule j est

retirée de 'urne.

(N1 = 1)1, €St un systéme complet d’événements donc
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1 1
= Z — +Pr=j (N2 = j) P (N1 =)
< n—1 n
1=1:1%#7
1 1 1
= -1 L=
(n )n—l n o n

Conclusion : ’Donc la loi de N, est la méme que celle de V;. ‘
N.B. On aurait aussi pu raisonner directement : sans conditionnement par le premier
tirage, tous les numéros sont possibles et équiprobables pour le second tirage.

On a E (N;) = E (N,) = 2+ (loi uniforme sur [[1,n]] )

k2 1n(n+1)(@2n+1)
B = 2= 6
k=1

(n+1)(2n+1)
6

et
V(M) = E(Nf) - E(N)
(n+1)(@2n+1) (n+1>2

6 2
1
- "12 (4n+2—3n—3)
B n?—1
12
n—+1 n?—1

et V(Ny) =V (N;y) =

Conclusion : | E (N1) = E (N;) =

12

b) OnaP(N; =iN Ny =j)=0sii=j (événement impossible)
et SlZ#]P(leZmNQ :]):P(le’l)PNl:Z(NQ :]): n(nl—l)
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On a alors (on ne pense pas que N; et Ny soient indépendantes)

n

Y i jP(Ny =in N, = j)

i=1 j=1

, 1
Zzn(n—l)

1=

E (N1Ns)

> JP(NMi=inNy=j)+0

=Lj#i
[— ! Z]
J=1

n

n(n+1)

n Y 1
;ZZn(n—l) _izll n(n—1)

n?(n+1)° nm+1)2n+1)
in(n—1)  n(n—-1)6

n(n+1)
n(n—1)12
(n+1)
(n—1)12
(n+1)Bn+2)(n—1)

(n—1)12

(n+1)(3n+2)
12

(3(n+n*) —4(2n+1))

(?m2 —-n— 2) que 'on factorise

Conclusion : | On a donc bien E (N;N;) =

La covariance de (N7, N3) est alors

COV(Nl,NQ) = E(NlNQ)—E<N1)E(N2)
B (n+1)(3n+2)_(n+1)2
N 12 4
~ (n+1) e
= 5 [3n 4+ 2 — 3n — 3]
- _n+1
a 12
Cov (N7, N
p(N17N2) = ( s 2)
VNV (V)
B n+1 12
B 12 n2—1
o 1
a n—1

Conclusion :

le coefficient de corrélation linéaire de N; et Ny vaut —

n—1

(Le signe négatif est cohérent : plus 'un est grand, moins 'auter a de chance de ’étre.

c) On a alors

V (N1 + Ny)

\% (Nl) +V (Ng) + 2Cov (Nl, Ng)

2 _
o™ 1_2n+1
12 12
1
"g (n—1-1)
(n+1)(n—2)
6
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n+1)(n—2)
6

3. Lois conjointe, marginales et conditionnelles des variables aléatoires X et YV

Conclusion : |V (Ny + Ny) = (

a) I1<i<j<n.ona(X=iNY =j) =" leplus grand vaut j e tle plus petit vaut i" et
comme on a bien ¢ < j
(X =iNY =j) =" l'un vaut i et lautre j"=(N; =iN Ny =j) U (Ny = jN Ny =) in-
compatibles donc

P(X=iNnY=j) = P(Ny=iNNy=j)+P(Ny=jNN, =1)
2
n(n—1)

Et sinon, I’événement est impossible et la probabilité est nulle.

b) Les lois de X et de Y sont les lois marginales du couple donc
pour j > 2

P(Y=j) = ZP(X:iﬂY:j)

Jj—1 9
= —  i0car j—1>1
4~ n(n—1)
1=1:4<]
_2(-)
n(n—1)

et pour j =1 on P(Y =1) =0 (car le numéro 1 sera le plus petit et ne pourra pas étre
le plus grand), ce que donne encore la formule.

Pouri<n-1

P(X =i) = iP(X:iﬂY:j)

n

2
= Y S 40caritl<n
4~ n(n-—1)
J=i+1l:5>i
2(n—(i+1)+1)
n(n—1)
qui donne bien 0 pour ¢ = n.
2(7—1 2(n — i
Conclusion : | pour i et j de [[1,n]] : P (Y = j) = Ej 1)) etP(X—i)_'En ?)
ni{n — n(n —

c) Pourl<i<j<n:
Quand Y = j le plus petit peut prendre toutes les valeurs de [[1, j — 1]] équiprobablement
et Py_; (X =1) = 3%1 pour i € [[1,7 —1]].
Pour plus de sureté, on revient a la définition :

. PX=inY=j) wmD 1
Py_, (X =1) = = — =
A TS B =T R
et de méme )
Px_i (Y =j) = .
mn—1
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d) Ona X (Q) =[[1,n—1]] donc (n+1— X) (Q) = [[2,n]] =Y (Q)

Pour 2 < j<nona

Pn+l1-X=j) =

P(X=n+1-})
2(n—(n+1-17))

carl1<n+4+1—537<n-1

n(n—1)
2 -1 _ .
m—P(Y—J>

Conclusion : ’n +1— X et Y ont la méme loi.

Y

Donc ils ont méme espérance et variance. E(n+1—X) = E(Y)et V(n+1—-X) =V (Y),
OrEn+1—-X)=n+1-E(X)douE(X)=n+1—-E()
et V(n4+1—X)=(-1)?V(X) donc

Conclusion : |E(X)=n+1—-E(Y)et V(X) =V (y)

4. Espérances et variances des variables aléatoires X et Y
a) Idée : X +Y = N; + Ny donc E(X) + E(Y) = E(Ny) + E (N2) ne conduit a rien ici car

on a simplification...
On revient a la défintion :

E(Y)

d’apres les formules du début.

Dou E(X)=n+1-E(Y) =3

b) On a:

EY (Y -2)]

Or E[Y (Y —2)] = E[Y?—2Y]
donc

E(Y?)

(n+1)

" 2(j —1)
;JU—%—R(H_I)

ﬁZy’(i—DUJ)

2 (m+1)n(n—-1)(n—2)
n(n—1) 4
(n+1)(n—2)
2
E(Y?) —2E(Y) et E(Y?) = E[Y?—2Y] +2E(Y)

(n+1)(n—2)+§<n+1)
(n
6

2 3
(n+1)(3n+2)

+

Y (30— 6+8)
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et

V() = E(Y?) -E(Y)
(n+1)(3n+2) 4

= 1 6 —§(n—|—1)2
n+
= —g (n+6-81-8)
_ (n+1)(n—2)
18
Conclusion : |V (X) =V (Y) = (n + 1)15(;71 —2)

5. Covariance et coefficient de corrélation linéaire des variables aléatoires X et Y

a) Comme X est 'une des deux valeur et Y Pautre alors X +Y = Ny + N,
Donc

VX+Y) = V(N1 +Ny)

(n+1)(n—2)
6

D’auter part V(X +Y) =V (X)+ V (Y) +2Cov (X,Y) donc

Cov (X,Y) = %[V(XJFY)—V(X)—V(Y)]

B 1<(n+1)(n—2) _2(n+1)(n—2)>
2 6 18
(n+1)(n—2)

2-18

(n+1)(n—2)

Conclusion : | Cov (X,Y) = 6

b) On a alors

Cov (X,Y)
V(X)V(Y)
(n+1)(n—2) 18
36 (n+1)(n—2)

p(X,Y) =

1
2

1
Conclusion : | p (X,Y) = 5 indépendant de n (étonnant, non ?)

6. Utilisation de la fonction génératrice des variables aléatoires X et Y
On se propose de retrouver les résultats précédents par une autre méthode, en ne supposant
connues que les probabilités P(X =iNY =j)pour 1 <i<net1<j<n.
On désigne par G la fonction génératrice du couple de variables aléatoires (X, Y"), définie par :

Gu,v)=> Y P(X=inY =j)(1+u)(1+v)

j=1 =1
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a) La fonction G est de classe C? en(u,v) tels que u > —1 et v > —1 et

%(u,v) = Y Y P(X=inY =) i (L+u)(1+v) donc
=1 i=1

oG ~\ . N

%(0,0) = ZZP(XZZHYZ])-Zonmverselessommes
j=1 i=1

= Z Z'ZP(X =iNY =j)| loi marginale
j=1

=1

= ZiP(X:i):E(X)

et de méme pour %G(O, O)=E(Y).

0
On a
0*G ~ _ N i 4
oz (W) = DY P(X=inY=j)-i(i—1)-(1+u)>(1+v) et
u
j=1 i=2
9°G ~ : N :
W(O’O) = ZZP(XZZQY:3)~Z(2—1) nul pour i = 1
j=1 =2
= Y i(i— )P (X =)
i=1
= Y PP(X =i)- ) iP(X =)
i=1 i=1
= E(X?) -E(X)
2
et de mémegTC:(O,O):E(Yz)—E(Y)
et enfin
aQG - - . . . . 7/71 '71
509 (u,v) = ZZP(X:zﬂY:j)'z~]~(1+u) (1+v)
uev j=1 i=1
(0,00 = > Y P(X=inY =j)i-j
Judv ==
= E(XY)
2 2 2
Conclusion : %(O,O):E(XZ)—E(X) ; %(0,0):E(Y2)—E(Y) ; %(0,0):E(XY)
b) On doit ici revenir & la loi du couple :si1 <i<j<nalors P(X =iNY = j) = -2

n(n—1)
donc pour u,v,w # 0 :
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n n

Glu,v) = ZZP X=inY =j)(14+u) (1+v)
- i[i ﬁ(1+u)i(1+v)j+0
2 n

] .
— n—_l)z 1—1—1}‘7; (14 u)

n( =
2 | . 1—(14u)y™?
= — 1 (1 _— 1 1
n(n—l); (14+v) (1+u) " car 1 +u #
2 1 < ol u :
= — | — 1 1 J 1 J 1 1
n(n_1>[ u;K +u) (1) +— ;( +o)| et 14w #
- 2 _(1+w)(1+w)"—1+(1+u)(1—|—v)(1+u)”—1
 n(n-1) u w u v
204w [A+w)" =1 (A+4v)"—1
 n(n—1u w v
En développant par le binome
21+ w) |1\ & I () &
Gluv) = n(n —1)u w%(k)w v (k)v
20 +w) —~(n N
~ n(n—1u k) (w )
k=1
c) w=u+v+uvest C!' sur R? et
ow 0
On a donc
21 +w) (" k=1 _ k=1
G(u,v)—n(n_1>uH(u,v) avec H (u,v) = (k) (w v* 1)

k=1

Mais écrite ainsi, la fonction G n’est pas dérivable par th en (0,0).

N.B. : la suite est hors de portée en 4H...et méme en davantage !

Il est nomral de ne pas savoir le faire.

On peut encore factorier par (w — v) : w* = — vF1 = (w — v) ¥ 2 wivh—2

avec w = u + v + uv donc w — v = u (1 + v)

G(u,v) = 21 Z(Z)Ell) Z < ) sz hm2i (pour k = 1)
HED O o 1 u,0) = S, () 352 o)) o2

Dans les deux premiéres dérivées partielles de H (u,v), les de degré > 2 seront nuls en

(0,0).

Pour dériver GG, on dérivera
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On ne détails que ceux de degré < 2 : (calculs pour n >4 )

H(uv) = (Z)+(Z>(w+v)+(2) (w? + vw+12) + ...
H(0,0) = <Z):w
oo - (B ()32
L () IR
SR = () aro+
PH gy = 1) = 200203
gjg;(u,v) = (;‘)+ Z) (2(1+0)? +2w+20+1) +...
5 00 - (i) ()=, 300
RS
%—Ij(u,v) _ <Z)(1+u+1)+(Z>[Zw(1+u)+w+v(1+u)+211]+...
— <§)(2+u)+<Z>[w(3+2u)+v(3+u)]+...
a;;[(u,v) _ (Z)[(1+u)(3+2u)+(3—|—u)]+...
P g0y~ of7) - 220
Donc
aa—i(u,v) _ iiitvl);H(u,v) et Z{gf; U>2%—Z(u, v) done
%(0,0) _ n(n2_ I)H(O,O)+ﬁ%—f(0,0)
) n(n2_ . nno3) n(n2— . JURSIUEL)
_ o n-2_ntl
3 3
Conclusion : | On retrouveE(X)—g—i(0,0)—ngl
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Pour E(Y) :

oG A(1+u)(1

+v)

2(14u) (1+v)*0H

%(u,v) = W= 1) H (u,v) + nn—1) %(u,v) donc
oG 4 2 OH
%(0,0) = —n(n—l)H(0’0)+n(n—l)%(o’o)
_ 4 n(n-1) 2 nn-1)(Mn-2)
nn—1) 2 n(n—1)
_ o, 24 22
B 33
. G 2
Conclusion : | On retrouve E (V) = %(0,0) = g(n—i-l)
Et on continue ....
G _ 2(1+v)’0H 2(1+v)*0H 201 +u) (14 v)* 0*H
W(u,v)  nn—1) %(u,v)ﬁ— n(n—1) %(u,v) * n(n —1) Ju? (v, v)
0*G 4 OH 2  0°H
W(O’O) B n(n—1)%(0’0)+n(n—1)w(0’0)
_ 4 nn-1)(n-2) 2 nn—-1)(Mn-2)(n-3)
2 1
= g(n—2)+6(n—3)(n—2)
_ (n—2)6(n+1) _ E(X?) - E(X)
D’ou
B(X?) = n—2)(n+1) n+1 _ n(n+1)
6 3 6
et
V(X) = E(X2)—E(X)2_n(n6+ D (”21)2
_ (n+1)(n—2)
18
. o n(n+1) (n+1)(n—2)
Conclusion : | E (X?) = 5 et V (X) 18

Etc ...
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