Corrigé ESSEC Maths 2 Option économique par Pierre Veuillez

PARTIE I

1. Résolution numérique de ’équation x>+x —1=0 (0 <x < 1)

On remarque que f (r) =x < 22+ 1+ 1=0 pour z # —1

a)

b)

d)

1
r+1

f(x) =

On n’utilise pas ici le théoréme de bijection mais la résolution d’une équation du second
degré

Montrer que 'équation 22 +z —1=0:75 = —%+%\/3> Oet x = —% — %\/5< 0

Il reste & montrer que —% + %\/5 <l&5<9

On utilise ici les variations de f strictement décroissante sur R : f(1/2) = 2/3 < 1 et
f(1)=1/2
Doncsil/2 <z <Tlalors f(1) < f(z) < f(1/2) <1

f(x) = (xli)Q on en connait le signe, on peut se débarrasser de la valeur absolue :| ' ()

1/ (z 4+ 1)* que l'on peut majorer par sont sens de variation (décroissante) < | (1/2)
4/9

ou bien, comme ’expression est trés simple, en manipulant les inégalités : 1/2 < x < 1
alors 3/2 < z+ 1 < 2, comme carré est strictement croissante sur R* et qu'’ils en sont
¢léments, et comme la fonction inverse est strictement ... d’ou : |f/ (z)| < 3

On prouve successivement que u,, € [1/2,1] par récurrence en utilisant que si x € [1/2, 1]
alors f (z) € [1/2,1]

puis comme f (r) = r (d’apres la remarque préliminaire) et que ro € [1/21], ce qu'’il faut
démontrer on utilise I'inégalité des accroissements finis.

A\ ™
\V/TZGN, |un_r2|§ (5)

et par encadrement (|4/9] < 1) on a la convergence de u,, vers ry

2. Résolution numérique de ’équation x*+x?+x—-1=0 (0 <x < 1)

On considére dans cette question la fonction f définie pour z > 0 par :

Laencore f(z) =z & a® +22+2—-1=0

a)

b)

c)

d)

1

A

Cette fois on utilise le théoréme de bijection, mais seulement sur I'intervalle ]0, 1] (c’est
sur cet intervalle que I'on doit démontrer 'unicité de la racine) r3 appartenant a |0, 1.

2z+1

Cet fois, on étudie le sens de variations de f en calculant sa dérivée : f' (z) = B tai?

0. dow, si 1/3 <z <1lalors f (1) < f(z) < f(1/3) que l'on calcule....

1" (z) = 6x(x—+1 > 0 donc f’ est strictement croissante et si 1/3 < z < 1 alors

2 +4241)3
frA3)<fx)<f(1)<0
_ 2/3+1 _ 135 135 : :
Comme f'(1/3) = ~@eraa? — 1 alors |f'(r)] < 55 (on peut soit dire que -
% < f'(z) < % soit utiliser le sens de variation de la valeur absolue qui est décroissante
sur R™ )

La encore on procéde comme précédemment avec le majorant qui n’est plus donné cette
fois.



Partie 11
1. Etude de I’équation xN+4+xN"14+... +x>4+x—a=0

On note fy la fonction polynome définie par fy () = 2™ + 281+ 4+ 22 + 2 — a.

a) On étudie les variations de fy sur R : f est dérivable sur R et f/ () = NaV =1 4...4+1 >
0 donc
comme fy (0) = —a < 0 (a est un réel strictement positif) et fy — +o00 en 400, et que
0 € [a, +o0o| par bijection I'équation fx (z) = 0 aura une unique solution sur R*
Si N > aalors f (1) = N—a > 0 et d’apreés les variations de f, comme fx (zx) =0 < f (1)
on aura ry < 1

b) Montrer la relation (%) : (z — 1) fy () peut se développer en ... ou s’écrire avec des un
>~ que l'on développe puis réindexe.
(x—1)fy(x) =2 —(a+ 12 +a

2. Racine positive de ’équation xV4+xV"14+... + x>4+x—-a=0

a) On calcule fyi1 (7,) = fyo (o) =N+ 2N+ -+ 2 +ay —a = fy (o) + 23
Et comme :L‘%Jrl > 0 on a bien fy.1 (zn) > fv (Xn)

Pour montrer que la suite (xN) est strictement décroissante, on compare ry et Tyiq ...
que l'on ne connait que par leurs images.

Comme fn (Xn) = 0= fni1 (Xni1) Uinégalité précédente donne fy.1 (zn) > fyi1 (Tn41)
et comme fy,; est strictement croissante sur Rt et que les termes en sont éléments,
TN > Tni1, et la suite converge. Soit x* sa limite.

Comme z > 0 pour tout entier n, on a par passage a la limite z* > 0

Comme pour tout N > a on a xy < 1, par passage a la limite x* < 1 ce qui n’est pas
suffisant. . .

Il faut d’abord écarter zy de 1 : soit A un entier A > a alors pour tout N > A on aura
xny < x4 (suite décroissante) et par passage a la limite z* < x4 < 1 C.Q.F.D.

Donc la suite (xy) converge vers un nombre z* appartenant a [0, 1]

b) Comme la suite est décroissante , si N > A alors 0 < zy < x4 , et comme la fonction
puissance N™¢ est croissante sur R* et que 74 et x en sont éléments, 0 < (x N)N <
(wa)"

Soit A > a, on a alors 0 < z4 < 1 donc (z4)" — 0 quand N tend vers N — ~+oo (24 est
une constante)
Donc par encadrement zy” — 0
Comme (z —1) fy () = 2™ — (a+ 1)z + a on a en particulier (zy — 1) fy (zy
a

)

o

N
2N —(a 4 1) xy+a = 0 et par passage 4 la limite dans cette égalité : 0—(a + 1) 2*+

soit z* =a/(a+1) (cara >0donca+1#0)

Comme z*# 0 on a alors zy/z* — 1 donc xy ~ x* d’ou Pécriture xy = (1+en),

a-+1
et ey tend vers 0 lorsque N tend vers +oo

c) On reprend 23 ™ — (a+1)zy +a=0et zy = %(1—1—5]\,)

+1
On a donc
oy 1 N+1
0 = _a+1(1+€N)_ —a(l+en)+a
oy 1 N+1
= _a—|—1(1+€N)_ —aey donc
oy 1 1 N+1
acyny = ;a+1( +8N)




Comme tout est strictement positif (ey > 0 car zy > x* )

¢ : (1 —|—€N)) donc

In(aey) = (N+1)In (a—i—

In(a) +In(ey) = (N+1) {m (L> +In(1+ gN)}
a-+1
et en multipliant de part et d’autre par gy :
(N+1)en {ln (%) +1In(1+ EN)} =eyln(en) +enln(a)
a

Comme zIn (x) — 0 quand = — 0, le second membre tend vers 0.

Commea%a%—lonaln(%)#Oet []—>1n< )#0d’of1(N+1)5N—>O
a

Ona (14+ey)"™ =epr (N+1)In(1+ey))
Orln(14+ey)~ey donc (N+1)In(14+eny)~(N+1)ey —=0et (N+1)In(1+eyn) —
0.

a
a—+1

Finalement (1 +¢ey)V " — 1
La relation (x) donne
a N+1 0 \ Nt
0 = 1 —aey = | —— 1 N
LH : ( +5N):| agy (a+ 1) (1+en) agy
1 a " (14 ex)¥ ! 1 a '
EN = -— € ~ -
N a \a-+1 N a\a+1
car (14+ey)V ™ =1

On considére un investissement qui nécessite ’apport initial d’'une somme S, > 0 'année 0,
puis qui rapporte ensuite la méme somme S > 0

pendant chacune des N années suivantes, c’est & dire pendant les années 1,2,..., N.

Lorsque le taux d’intérét des placements est supposé constant au cours du temps et égal a
r > 0, on sait que le placement d’une somme s a l'issue de 'année 0 conduit & une somme
s1 = (1+7)s alissue de Pannée 1,..., & une somme s, = (1 +7)" s a I'issue de Pannée n, . ..

Dans ce contexte, on obtiendra une somme S,, a 'issue de ’année n si et seulement si on ob-
tient une somme S,/ (1 + )" a l'issue de Pannée 0 (puisque le placement d’une telle somme
Sn/ (14 7)" conduit précisément a Pobtention de la somme S, a l'issue des n années de place-
ment). Aussi appellera-t-on dans ce contexte waleur présente de la somme S,, la somme

Sn/ (L4+1)".

3. Taux d’intérét permettant la réalisation de I’investissement

a) Ce que ne dit pas I’énoncée est que les sommes rapportées par l'investissement sont placé
au taux d’intérét précité.
On calcule la valeur future a l'issue de N années. Les dividendes du placement produisant
des intéréts on aura :

le dividende S de année 1 produit S (1 +7)""" (en N —1 années de placement ) a D'issue
de 'année N

le dividende S de I’année 2 produit S (1 + r)
Le dividende S de I'année N ne produit pas d’intérét.

N=2 (en N — 2 années de placement ), . ..



b)

On aura donc au final S (14 7)Y+ 85 (1+7)V"%+--- 4+ S soit une valeur présente (en

divisant par (1+17)" ) de

S S S S S
_l’_

G ot T A T T T

et compte tenu de I'investissement initial, la valeur présente (& la fin de 'année 0 ) de
I'investissement décrit ci-dessus est égale :

S S S S
VP(r)= + T + _g
= e (+r)? @+ 7
1
L’équation V P (r) = 0 s’écrit fn (I—M) =0avec N >a=.5,/S

Or l'équation fy (z) = 0 a une unique solution zy €]0,1[ donc fy (1—_1H,) Sy = ﬁ &
r=-L1-1>0

TN
L’équation a donc pour unique solution ry = % -1

L’Investissement est réalisé si et seulement si VP (r) > 0 = VP (ry) et comme la fonction
V P est strictement décroissante (composée de r — 1/ (1 + r) décroissante sur R™ a valeurs
dans Rt et de S - fy strictement croissante) on a alors :

VP(r)>0<=r<ry

(et & condition que N > S/S; donc que le placement se fasse sur plus de S/S, années;
sinon, on ne peut pas conclure car on ne sait pas alors si zy € ]0,1[)

Remarque : le fait que la valeur présente de 'investissement soit décroissante rend le
placement d’autant plus intéressant que le taux d’intérét est plus faible)

1
La suite xy est décroissante et strictement positive donc ry = — — 1 est croissante (plus
TN
on place longtemps, plus U'investissement plus forts sont les taux d’intérét supportables)
Quand N — +ooon a xy — ¥ = donc
a+1
a+1 a S(]/S S() %
TN — —_ = = = =T
a a+1 So/S +1 S + SO
On a . . i
IN — T
ey = ——1—— 1=
x* TN T* - xN
Avec Nt Nt
. a - a 1 a M 1 a *
xr —r = ~ — =
N a+1 Y a+lal\a+1 a+1\a+1
a_ a
rny — —— donc xy ~
N a+1 N a4
finalement

N 1 a a \"fa+1\?
rt—ry o~
N a+1\a+1 a+1 a

L a NS ( S\
a\a+1 _So S—FS()




Partie II1

Cette partie fait refaire exactement le méme travail avec de petites complications supplémentaires.
Elle n’est 1a que pour empécher quiconque de finir le devoir en heures.

1. Etude de I’équation Nx™+ (N — 1)xN"14... y 2x>4x —a=0
On note gy la fonction polynome définie par : gy (z) = NoV +(N — 1) 2Vt +. ..+ 22% 42 —a.

a) Comme précédemment : gf > 0 sur RT, gy (0)a < 0 et lim;o gy = +00 donc par
bijection ’équation gy (x) = 0 posséde une racine strictement positive yy et une seule,

Comme gy (1) =142+ +N=N(N+1)/2,si N(N+1) > 2a alors gy (1) > 0 et
comme gy strictement croissante on a alors yy € ]0, 1]

b) La somme n’est plus ici usuelle : on peut procéder par récurrence ou bien

on développe et on réindexe :

(z—1)72gy(z) = (m—l)Qka’“—a(m—l)Z

N N N
= kak+2—22kxk+l+2kxk—a(x—1)2
k=1 k=1 k=1
N2 N+1 N
= Z(k—2)xk—22(k¢—l)xk+2kxk—a(x—1)2
k=3 k=1

N+2 N+2 N+1 N+1

= ZZx —i—Zk:x —2ka —l—ZZx +ka —a(x—1)

tous les termes communs ( de £ =3 & N ) aux sommes se simplifient et il reste :

(x—1)7gy(z) = =222 (N +2)2V2 4+ (N +1) 2N
—2(22% + (N + 1) 2Vt
+20% + 12t + 222 —a(z — 1)
= N2 (N+1) a4z —a(x—1)

On calcule Montrer la relation (x%) : (z —1)%gy (z) = NazVt2 — (N + 1) 2Nt + 2 —
a(x—1)°

2. Racine positive de I’équation Nz¥ + (N — 1) 2V 1 4. 4222 + 2 —a =0

a) Comme précédemment g1 (yn)—gn (yn) = (N + 1) yN ' > 0 donc gy 41 (yn) > gn (V)

Comme gy (Yy) =0 = gny1 (Yv41) on a alors gniq (yN) > gn+41 (Yv41) et comme gy est
strictement croissante sur R et que les termes en sont éléments yy > yyy1 donc la suite
(yn) est strictement décroissante.
Mémes arguments que précédemment pour la convergence vers un nombre réel y* appar-
tenant a [0, 1].

b) Pour N > A comme la suite yy est décroissante, et que la fonction puissance N est
croissante sur R* on a comme précédemment 0 < N yy ¥ < Ny, v .
Et pour A tel que A(A+1) >2aonal < ys <1let NysV’ — 0 (car o << 1/N
sija) < 1)
Et par encadrement N yy~ — 0 et yy~ — 0 également.



Donc (xx) en yy donne 0 = N yy V2 — (N + 1) yvn V' +yy — a (yy — 1)* et par passage
a la limite 0 = y* — a (y* — 1)

que l'on résout : ay®—(2a + 1) y+a = 0, équation du second degré qui a pour discriminant
A= (2a+1)°—4a>=4a+1>0

1 1
<2a+1—\/4a+1> 0u2—<2a+1+\/4a+1)
a

et pour racines y* = %
a

Il ne faut garder que celle qui est dans lintervalle [0, 1]

(le produit de racines est a/a = 1 donc elles sont toutes deux de méme signe, mais si 'une

est supérieure alors I'autre inférieure a 1)
Comme 2a + 1 —+V4da+1 < 2a+ 1+ v4a+ 1 c’est la premiére qui se trouve dans cet

intervalle et 1
v (2@—1—1—\/4@—1—1)
a

On modifie les hypotheses précédentes et on suppose désormais que l'investissement considéré,
qui nécessite toujours l'apport initial d’'une somme S, I’'année 0, rapporte de plus en plus
pendant chacune des N années suivantes, comme suit : une somme S ’année 1, une somme 2.5
I’année 2, une somme 35 I'année 3,... , une somme NS 'année N.

3. Taux d’intérét permettant la réalisation de l’investissement

a) Comme précédemment

NS (N-1S 28 s
VP(T)_(1+T)N+(1—|—T)N71+ +(1—|—r)2+(1+7") So

L’investissement précédent est alors réalisé si et seulement si l'inégalité VP (r) > 0 est vérifiée.

1
b) Comme précédemment VP (r) =0 < gy <F) = 0 avec a = Sy/S possede une racine
r

strictement positive 7y et une seule lorsque N (N + 1) > 25,/S, et ry = yiN — 1 et pou
les mémes raisons de sens de variation l'investissement décrit est réalisé si et seulement si
r<ry.

c) Comme précédemment la suite y est décroissante et positive donc la suite r est croissante
et par passage a la limite

1 2a
rto= ——=1= -1
y* 20+ 1—+4a+1
Via+1-1

20 +1—+4a+1

avec a = Sp/S ... on peut prolonger le plaisir en multipliant par la quantité conjuguée :

. (Via+1-1) (2a+1—+4da+1)
(2a+1—\/m> (2a+1+\/W)
—6a+2(a+1)vda+1

4a2

Sauf erreurs de ma part ...



