Corrigé ESSEC 2005eco 1I par Pierre Veuillez

Ce probléeme est dans les bordures du programme.

Il va chercher aux limites de ce qui est faisable avec les notions abordées en ECE.

Un outil récurrent dans ce probléme est la décomposition de I’espérance pour faire réapparaitre
la fonction de répartition (méthode utilisée pour la démonstration de 'inégalité de Bienaymé

& Tchebichev)

E(X) = > aP(X=u)

zeX(Q)
= ) aP(X =2)+ ) aP(X =uz)
r>a z<a

ce qui permet au choix :
Dans ) . 2P (X =x) on a x > a donc

Z£P(X::B)EZaP(X:x):aZP(X:x)

r>a r>a rx>a

et comme ) _ P (X =) =P (X >a) ona (pour X ne prenant que des valeurs positives)

E(X)>) aP(X =1)>aP(X >a)

Dans ce probléme, les variables aléatoires sont toutes définies sur un espace probabilisé (2, A, P).
Si X est une variable aléatoire réelle, F(X) désigne son espérance. Lorsque (X,),>1 est une
n
suite de variables aléatoires réelles, on note, pour tout n > 1, S,, = Z Xp.
k=1

Préliminaires

1. a) Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles de méme loi, admettant une es-
pérance m.
(X,) une suite de variables aléatoires réelles de méme loi, admettant une méme
espérance m et une variance alors, avec X,, = =% on a pour tout £ > 0 :

P (}X_n — m| > E) — 0 quand n — 400 (convergence en probabilité vers la valeur
moyenne)

b) Soit 0 un réel strictement positif et A un sous-ensemble de R tel que lintervalle
Jm — 0, m + J[ soit inclus dans le complémentaire de A.

Comme |m — §,m + 6[C A alors A C |m — 6, m + |
Donc P (2= € A) SP(% 6]m—5,m+5[)

avec Sn—” €lm—90,m+ [ <= |%—m} > cet commeP(!X_n—m’ >5) — 0 alors,
par encadrement

lim P (& € A) =0
n—-+oo n
Un exemple discret

Dans cette partie, X est une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli B(p), avec 0 < p < 1.
(Xn)n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes le méme loi que X.

On note S,, = ZXZ" On rappelle que P(X =1)=p, P(X =0)=1—-p=gq.

=1
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a)

Comme les valeurs de X sont {1;0} alors celles de e** sont {1,¢e*} donc X (variable
finie) a une espérance

et E(X)=1P (e =1) 4+ e P (X =€) = (1 —p) +pe’ =1+p(ef — 1)
On peut aussi passer par le théoréme de transfert : E (e*¥) = S0 P (X = k)

Conclusion : |On a donc ¢ (s) = E (e**) =1+ p(ef — 1)

Comme S,, est une somme de variables suivant des lois binomiales indépendantes de
méme parameétre de succes p alors

Conclusion : | S,, < B (n,p)

Sy, (©2) = [[0, n]] alors %(Q) = {S / ke [[O,n]]}

Sn k . . ‘
et pour tout k € [[0;n]] : P <— = —) = (Z)pk (1 —p)" "est la loi de la variable
non
aléatoire — .
n
Soit s un réel
Comme S,, = ZZ:1 X;. et s% :3@ = %Xk
k=1

Sn s
alors e*n = [[,_, en”k et les X} étant indépendantes, espérance du produit est le

produit des espérances :
Sn i s s
E (657) = HE (enx’“> avec (enX’“> = ¢ (£) (en substituant £ & s ) et finale-
k=1

ment

Conclusion : | E <e%> — (p(s/n)" .

Soit a un réel fixé de |0, 1].

3. a) Onnote K, = {k € [[0,n]] , £ >a}. Soit s un réel positif.
D’apres le théoréeme de transfert,
Sn k u E(m
E 65 n —= esn S’I’L = kj = SE kn—Fk
( ) > ( ) E ( k>p q
k€Sn () k=0
_ sE (TN & n—k sE TN & nk
= ()t X ()t
ke K, kQKa
les termes de la seconde somme étant positifs,
Sn k[T
E (€ST> > s k _n—k
> e (k>p q
keK,
et comme % > a pour tout k£ € K, alors, pour s > 0 : 5% > sa
la fonction exp est croissante sur R alors esn > e’
Donc
sk [T k n—k sa _ __ _sa _
Zen@pq > Y e (S, = k) =t Y P (S, = k)
keKq, keKq, keK,
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#) e R (e e (Gee)

et que, pour tout s > 0

P(% 2 a) < (elsfm e

n

4. On suppose dans cette question que a > p.
a) Etudier sur R* les variations de la fonction ¢, définie par
ly s+ as—1Inp(s)

avec ¢ (s) =1+p(e® —1)
{, est définie et dérivable en s tel que 1+ p(e® — 1) > 0 donc, en particulier, sur R*

¢ (s)=a- 1 peszesap—esp—l—a—ap
¢ 1+p(es—1) 1+4+pes—p
a + ape® — ap — pe’®
14+pes—p

Le dénominateur étant strictement positif, on cherche le signe du numérateur
AvecO0<p<a<l1

efap—e’p+a—ap>0 < epla—1)>a(p—1)

= 63<Mcara—1<0
p(a—1)
— s<ln<w>
p(a—1)

A / _ _ a(p=1) / a(p—1)
et de memeﬁa(s)—O(:)S—ln<p(a_l)> et éa(s)<0<:>s>ln<p(a_l)>
EnO:¢p(s)=14+pef—1)—1letl,(s) —0
En +o00:

lo(s) = as—In(1+p(e®—1))=as—In[e’(p+e*(1—p))]

= as—s—In(p+e°(1-p))
= (a—1)s—In(p+e*(1—p))
— —oo cara—1<0
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b) Avec 5 =1In <ZE§:B) > 0 car ZEZ’:B —1= p(a:;) > 0 on a donc

S 0 15} 400
2 (s) + 0 -
l(s) |0/ N, —o0

Donc la fonction /¢, atteint sur R™ un maximum strictement positif en (3

p(B) = 1+p(6“—1)=1+p(%—1)
P’ 1

h(&ap) = L (Oé)

c¢) Pour tout s > 0 on avait

S
P(% 2 a) < (etsfmyre
n

Pour faire apparaitre I’expression demandée, on passe tout en exponentielle
Comme (s/n) > 0, (espérance d’une variable strictement positive) alors (p(s/n))" =
exp [n Inp (%)] et

S

(pls/m)" e = exp nlng (Z) —as]
= e (nfo e ()
= exp (—néa (ﬁ))

Un raisonnement qui n’aboutit pas est de dire : /¢, (%) < h(a,p) donc —nt, (%) >
—nh (a,p) ... et I'inégalité se retrouve dans le mauvais sens pour pouvoir enchainer.
On fait réapparaitre ce maximum, en utilisant l'inégalité précédente dans le cas

particulier s = fn.

On a donc
P(% 2 a) <o (<nts (1)) = exp (nh(an) = exp (-nsuptar - (1)

5. On suppose dans cette question que a < p, (donc 1 —a > 1 — p).

a) Les valeurs de n — S,, sont n — .S, () = [[0, n]]
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et pour tout k € [[0,n]] :

Pn-S,=k) = P(Sn:n—k):<

Donc n — S,, — B(n,1 —p)

On peut aussi concrétiser cela en disant que : S, est le nombre de succes en n
expériences indépendantes donc n — S, est le nombre de non-succeés : d’échecs en n
expériences indépendantes, la probabilité d’échec étant 1 — p.

On se raméne au cas précédent :

B <Snn—n§a_1)
)

_Sn
= <n Sl—a
n

Donc en appliquant le résultat précédent a T, = "’ni qui suit B (n,1 — p)on a

P(&Sa) :P(Tn21—a)§6_nh(1_a’1_p)
n

reste & voire, que h (1 —a,1 —p) = h(a,p):

ha,p) = (a—1)In (gj 1) Caln (E)

h(l—a,1—p) = (a)1n<1—7> —(1—a)1n(1_a>

— (a=1)In (Z: 1) —aln (g) = h(a, p)

et enfin que cette valeur est le maximum de /¢, sur R~

donc

P (ﬂ < a) e (S{:‘i%’(at —h W))) _—nh(1—a,1—p) _ —nh(a,p)

6. Soit € > 0.

a)

L’événement ("%" —p| > 5) s’écrit : (‘%" —p> 5) U (% —p<— 5) (incompatibles
care >0)
e avec (2 —p>¢) = (2 >c+4p)
et P (52> ¢+ p) Se—nh(p—i—é?,p) cara=ce+p>p

Corrigé

ESSEC 2005 5/13



e De méme (%—pg—g) = (Sn_ng_g_HQ)

P (5 <—c+p) < e—nh(p—¢,p) cara=p—e<p
Donc P ( % —p| > 5) < e—nh(p+e,p) + e—nh(p—¢,p)
Comme h(p + ¢,p) > min (h(p —€,p), h(p + €, p)) alors
—nh(p+e,p) < —nmin (h(p — €,p), h(p + €,p))
ct e (P +€,p) < e—min (h(p —,p), h(p +¢€,p))
et de meme e~ "M(P —&,p) < c—nmin (h(p —€,p), h(p +&,p))
Finalement

i

b) Comme min (h(p —€,p), h(p +&,p)) > 0 (h est strictement positive) alors

e—n min (h(p —&,p), h(p+¢,p)) _, g quand n — +0o et par encadrement (une
probabilité est toujours positive)

n

n _p' > g) < 9¢—n min (h(p —€,p), h(p +¢,p))

Conclusion : | lim P(

n—-+00

S, o .
= _ p‘ > 5) = 0| résultat que l'on connaissait déja car
n

p=FE(X)

7. Une entreprise souhaite acquérir une machine qui fabrique un certain type d’objets et qui,
en fonctionnement normal, produit une proportion p, (0 < p < 1), d’objets défectueux.
Le directeur veut connaitre la valeur de p. Pour cela il teste la machine et préléeve un
échantillon de n, (n > 1), objets qu'il analyse. Pour tout ¢ € [[1,n]], soit X; la variable

aléatoire de Bernoulli définie par

{ 1 sile téme objet est défectueux
Xi - .
0 sinon

On suppose que dans les conditions de prélévement, les variables aléatoires Xy,..., X,
sont indépendantes.

E(S) _ YL, E(X) _nE(X)

a) Ona E(F,) = E () = - - =——=r

Et F, n’est fonctions que des X; donc

Sn
Conclusion : | F,, = — est un estimateur sans biais de p
n

b) Le risque quadratique est :

r. = E((F,—p)?) =E[F,—E(F,))]
=V (Fn)

n2
1 n

= 2 Z V (X;) car les X; sont indépendantes
i—1

= %p(l—p)

et donc

Conclusion : | lim 7, =
n—-+4oo
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8. Soit v un réel de |0,1[. On souhaite déterminer dans cette question un intervalle de
confiance du parameétre p inconnu, au niveau de confiance 1 — «, & partir de ’échantillon

(X1,..., X0

a) Comme p = F (X;) et que V (X;) = p(1 — p) alors la moyenne centrée réduite est

(Z?:ani_p)/ p(ln—p): (\/ﬁ Fn—p >

p(1—p)
Fn_p

Les X; étant indépendants, la loi limite de (\/ET
p\L—p

) est une loi normale,
neN*

centrée réduite.

b) Soit f, la réalisation de F,, sur I’échantillon considéré. Soit t, le réel défini par
a
d(t,) =1-— 57 ou & désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée,
réduite.

La définition d’un intervalle de confiance de p au niveau 1 — « est donné par [U,, V,,]
tel que
PU,<p<Vy)>1-a

On vérifie cela avec

to B ta

(Ungpgvn) = (fn_%gpgfn"i_%)

t t
) an_pg a)

NG NG
= (|fn _p| 2\/5 < ta)

Il faut ici connaitre la majoration classique sur p € ]0,1[: p(1 —p) <
donc p; >4et2< L donc

1
4

(1-p) p(1-p)
si % |F,, — p| <ty alors |f, — p|2y/n < t, et donc
pll—p

p(1—p)
< 20(t)-1=a

P(|fn_p|2\/ﬁ§ta) < P <l|Fn_p’ Sta) =& (t,) — P (—ta)

Conclusion : | [U,, V,] est bien un intervalle de confiance de niveau de confiance 1 — «

Un exemple continu.

+oo
1. Déterminer ’ensemble D des réels o pour lesquels 'intégrale / t*te7tdt est conver-
0
gente.

+00 ja—1,—t :
fo t* e~ "dt est impropre en 0 et en 00
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e En +ooona: t*let =t let/2e712 = o (e‘t/Q) car t*le 2 = ¢o71/et/2 5 ()
quand t — 400
Et comme f0+°° e~'/2dt converge alors par majoration de fonctions positives, f0+°° tole~tdt
converge en -+o0o

e En0:tvlet ~t* ! care”! — 1 et comme fol t*~1dt converge pour o — 1 > —1 et
diverge sinon alors

Conclusion : fOJrOO to~te~tdt converge si et seulement si o > 0

Pour tout o € D, on pose
+oo
['(a) :/ totetdt
0

2.0nal(a+1)= 0+OO t*e~tdt

que l'on intégre par partie : u (t) =t*:u' (t) = au* ' :v' (t) =e ' v (t) = —e ! avec u
et v O sur ]0, 00|

b b
/t"‘etdt - [—etta}Z—/ —at* et

b
= —e N +e % + a/ e tdt
a

— al'(a—1) quand a — 0 et b — 400

Conclusion : |T'(a+ 1) = ol (a)

On aura I' (n + 1) = nI" (n) d’ou, par récurrence I' (n) = (n — 1)!I" (1)
Avec e
a1 = / e~'dt = 1 (loi exponentielle de paramétre 1)
0

Conclusion : |T'(n) = (n — 1)! pour n € N*.

1

. , . o ——t* et sit >0
3. Soit o € D fixé. Montrer que la fonction f, définiesur Rpar f, : t — ¢ T'{a}

0 sit<0
est une densité.

f est continue sur R*, positive et fj;o f est impropre en 0, +o0.

0 0 (] 0 4 q—1 — a
Sl =Ll 0=00et [ f = ks [ F e tetdt = 15 = 1

Donc f est bien une densité de probabilité.

On dira qu’une variable aléatoire X de densité f, est une variable aléatoire qui suit une
loi ().

On admettra que si X, Y sont deux variables aléatoires indépendantes, X suivant une loi
~v(a) et Y suivant une loi (), alors X + Y suit une loi y(a + ).

On admettra également que, sous les mémes hypothéses sur X et Y, on a E(XY) =

E(X)E(Y).
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4.

a)

Soit X une variable aléatoire réelle, suivant une loi ().
E(X) = [T2°tf, (t)dt si elle converge. (impropre en +oc et 0 )
[° tf.(t)dt=0

+00 oo 1 a—1 — 1 +00 4o — _ T(a+1) _ al'(a) _
Jo T tfa(t)dt = [ maytt le=tdt = mfo te tdt = T = Ta) = @
Conclusion : |E (X) =«

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X. Pour

b)

tout n > 1, on note S,, = ZX"'
i=1
La loi de S, est v (a+ -+ a) =y (na) car les X; sont indépendantes.
On détermine la fonction de répartition G de % :
G(z) =P (2 <z) =P(S, <nz) = F(nz) avec F la fonction de répartition de
Sh.-
Donc G est continue sur R et de classe C! sur R* (1a ou la densité de v (na) est
continue)

et la densité de Sn—” est :

g(x) = G (x)=nF'(nz)=nfn(nz)=
n na—1,_,—nx :
—F(na)t e siz >0
0 six <0

+oo
e** admet une espérance si / e* f, (t) dt converge absolument (ssi converge sim-

—00

plement car la fonction est positive)

1 1
P t > O : st o t) == —— a—1_st —t — tafl (sfl)t
our e* fo (t) I {a} e’'e T ] e

dont l'intégrale convergera en +oo pour s—1 < 0 (méme découpage de ’exponentielle
que dans l'introduction)

Donc I = ]—o00, 1]

On pose alors p(s) = E(e*X)

Comme e f,, (t) > 0 alors son intégrale sur R est E (e*X) >0

Pour étudier la convexité, on peut revenir a la définition (cordes au dessus
de la courbe)

Cela donne une démonstration compliquée :

Pour la convexité, comme on ne peut pas passer ici par la dérivée seconde, on revient
a la définition : les cordes sont au-dessus de la courbe.

Soit a <b< —1lettE€Ea,b

_ b) —
L’équation de la droite par (a, ¢ (a)) et(b, ¢ (b)) est : y—pla) = i 2 »la) ou
r—a —a

y—¢(a) = L= (r — q)

Il faut prouver que la courbe est sous la corde, donc que pour tout = € [a,b] :

p (b) — ¢ (a)

2 - a)+ ¢ (a)

p(z) <

Or, la fonction exponentielle étant convexe on a :
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pour tout x € [a,b] :

ebt o eat

~ b—a

xt

(r —a) +e”
et en multipliant par f, (¢) > 0

" fo (t) — e fa (1)
b—a

e fa(t) < (z—a)+ e fo(t)

Donc en intégrant sur R (par apport a t) on a le résultat voulu.

Conclusion : ’la fonction ¢ est positive et convexe sur son domaine de définition /.

Ou on peut expliciter p(s) = E(e*Y) en faisant sortir s de I’intégrale :
Idée non suggérée ... on transforme l'intégrale par le changement de variable
(1-s)t=u<+=1t= 1% avec 1 —s > 0 (au lieu de (s — 1)t = u pour I'ordre des
bornes)

L’intégrale étant impropre en 0 et +o00

dt = =du:u=0<=t=M:u=M/(1—5):(— 4oco quand M — +0o0)

M M/(1—s) a-1
/ ;ta_le(l_s)tdt = / 1 ( Y ) e v 1 du
€ I {Oé} g/(1—s) I {Oé} I—s I—s

1 /M/(ls) 1 .
= — u® e “du
(1=9)"Ja-s THa}

1
— ——quand € — 0 et M — 400

19

u e tdu =1

carM/(l—s)—>+ooet5/(1—s)—>0€t<1ue/0 Oor{a}

=(1—s)“pours<l1

1
Conclusion : | (s) = W
— 5

¢ est deux fois dérivable sur |—o0, 1[ et ¢/ (s) = —a (1 —s) ' x =1 =a (1 —s)*"
O (s)=a(a+1)(1—s)""?>0

Conclusion : | ¢ est convexe sur |—oo, 1]

c) Soit s € I.
s s

Ona S, = S 22X, doncen " =]]en = etles (X;) étant indépendantes,

i=1n

sg sx sx sy
E (en > =[I.,E (en ) = (¢(s/n))" carE (en ) =F (en > = ¢(s/n)

2s.
Conclusion : | E (en ) = (p(s/n))".

6. En utilisant le théoréme de transfert avec la variable Sn—" de densité g ,

pour s € [
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Vv

et comme s > 0 on a e > %! sur [a, +0o] et

+oo +o0o +o0
/ e (t)dt z/ esag(t)dt:e”/ g (t)dt

donc pour s € I NR*
S S
Ele n Ze“SP(—>a)
puis que pour tout s € I N R~

Bless) > / etg (1) dt
0

et comme s < 0 alors e < e*! sit € [0,a] donc
() > / e (£) dt = ¢ / oL
0 0

> e“P(&ga)
n

7. Soit a € RY, a /~a. Pour tout s € I, on pose
l, :s—as—Inp(s) =as+ aln(l—s)

{, est dérivable sur I et

—1
(1-3s)
a(l—s)—a

1-s
a—a—as
1-s

C(s) = a+a

Le numérateur (affine) de ¢’ s’annuleen s = <% =1—-2 <1

e En —0o:/{,(s) =as+aln(l—s) — +oo car o et a sont strictement positifs.

e Enl:as+aln(l—s)— 4oocara>0

Corrigé ESSEC 2005 11/13



s —00 1 —% 1
a—«o—as + 0 — affine
¢ (s) M+ 0 =
¢ (s) |—00 4+ N\, —oq

Une valeur remarquable est ¢, (0) =0
Donc que le maximum 1 — £ soit avant ou apres 0, ¢ y est positive strictement

8. Pour tout a € R, on pose
h(a) = sup lo(s)

sel

On a donc

0 = 1 (1-5) =0 (1=5) wom(})

«
= a—a—i—@ln(—)
a

Comme en 0, £, (0) = 0, alors son maximum (1 — 2 # 0 )est strictement positif.

Conclusion : |si a /A, alors h(a) > 0.

9. Pour tout n € N*, (X7, Xs,...,X,,) est un n échantillon de la loi de X. On pose S,, =
>
i=1
a) Soit s tel que 0 < s <n

°s.
On a vu que F (en ) = (p(s/n))"

On applique la méthode utilisée précédemment en découpant le calcul de 1'espérance
suivant que :2 > a ou< a

fs na ft na ft
E <en n) = / en g(t) dt+/ en g(t)dt
0 0

s
na _t t
> / en g(t)dt et comme — > a
0 n
> / e®g(t)dt = aas/ g(t)dt
0 0
as S"
> a”P(S,>na)=P|—>a
n

et finalement

S, _

P(220) < (ol o

n

b) L’inégalité précédente étant vraie pour tout s, elle l'est en particulier pour la valeur
minimale et donc

p(&za) < inf e (p(s/n))"

n T 0<s<n
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¢) On remarque d’abord que

eT05 (o(s/n))" = e 95T nln (¢ (s/n))
oLals/n)

Pour @ > a on a1 — % > 0 donc le maximum de £, est sur I "R = ]0, 1|
L’inégalite P (22 > a) < (p(s/n))" e est donc vraie en particulier pour s = 1 —
2 €10,1[ donc

p(§z>a)<€”Q§%thm@@»)EZnM@

n

d) Sia < aalors 1 —% <0 et comme le maximum est sur NR_
—n | sup (at —Inp(t )
P & <agl <e <t€IﬁR( ( >) — e—nh(a)
— = <
e) Soit ¢ > 0. On décompose l'inégalité sur la valeur absolue en deux inégalité sur

So/n:
(18 o] > 2) = (5 sare) o (5 s

les deux étant incompatibles :

P ( > 5) =P (i 204+€) +P (& Soz—e)
n n

avec P (52 >a+¢) < emnh(a+e) o p (%2 <a—¢) < —nh(o —€)
deux inférieur a e~ (a:€) (ot H(a,e) = min ((h(a —€),h(a+¢)) ) et

p ( > 5) < 26—nH(a,5)

Sn
— -«
n

Sn
— -«
n

9]

qui sont tous

Sn
— -«
n
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