Corrigé ESSEC Maths II 2011 par Pierre Veuillez

Une question que se pose un joueur de cartes est de savoir combien de fois il est nécessaire de battre

les cartes pour que le paquet soit convenablement mélangé. Ce probléme décrit un procédé tres

élémentaire pour mélanger les cartes et propose de répondre alors & cette question.

Considérons un jeu de N cartes numérotées de C a Cy et disposées en un paquet sur une table. Un

joueur bat les cartes et repose le paquet sur la table. Le résultat du mélange est une permutation de

ces N cartes.

Notations et Rappel :

On note Sy I'ensemble des permutations possibles pour ce paquet de N cartes et on rappelle que

card (Sy) = N!

On se place dans un espace probabilisé (€2, 4, P) avec 2 = Sy, A = P (2) Pensemble des parties de

Sy et P I’équiprobabilité sur €.

Pour toute variable aléatoire X on notera E (X) et V (X)) 'espérance et la variance de X lorsqu’elles

existent.

On considére qu'un paquet est convenablement mélangé lorsque toutes les permutations sont équi-

probables, c¢’est-a-dire lorsque pour toute permutation o de Sy la probabilité que le tas de cartes se

trouve dans la configuration o vaut 1/N!

Vocabulaire et notations :

Une carte située au sommet de la pile est dite en position n° 1, celle qui se trouve immédiatement en

dessous est dite en position n°2, etc. Ainsi une carte située en position n°/N désigne la carte située

en bas de la pile.

On prendra garde a bien distinguer la position d’une carte dans le paquet du numéro qu’elle porte.

Partons d’un tas de cartes rangées initialement dans ’ordre suivant :

pour tout i élément de [[1, N]|, la carte C; se trouve en position i.

Ainsi, a l'instant initial, la carte C; se trouve sur le dessus du paquet alors que Cy se trouve donc

tout en dessous du paquet.

Pour k élément de [[1, N]], on appelle insertion a la k"™ place 'opération qui consiste & prendre la

carte située au-dessus du paquet et a l'insérer entre la k™ et la (k + 1) place. Une insertion

a la premiére place ne change pas 1'ordre des cartes. Une insertion a la N*"¢ place consiste a faire

glisser la carte située au-dessus du paquet pour la mettre sous le paquet.

Le battage par insertions du jeu de cartes consiste a effectuer une suite d’insertions aléatoires, en

choisissant, a chaque instant, au hasard uniformément dans {1,--- N} la place a laquelle 'insertion

a lieu, indépendamment des insertions précédentes.

Les instants successifs d’insertions seront notées 1,2,...,n, ..., 'instant initial est n = 0.

Notations. Nous notons :

— 17 le premier instant ou la carte située sur le dessus du paquet est glissée en derniere position,
c’est-a-dire le premier instant ou la carte C'y se trouve remontée de la position N a la position
N —1,

— T3 le premier instant ou la carte C'y se trouve remontée en position N — 2,

— et plus généralement, pour i dans [[1, N — 1]], T; le premier instant ou la carte Cy atteint la
position N — 1.

— On posera également Ay =Ty et Vi€ [[2, N —1]], Ay =T, —T;4

— Enfin, on notera T'=Txn_1 + 1.

On admet que les conditions de I'expérience permettent de faire I'hypothése que les variables aléa-

toires (A;);cp,v—qy sont indépendantes.

Description d’un exemple. Dans le tableau ci-dessous, nous décrivons les résultats d’une expé-

rience faite sur un paquet de N = 4 cartes. La premiére ligne du tableau indique les instants n, la

deuxiéme ligne indique les positions d’insertions, et dans la derniére ligne figure la configuration du

paquet & l'instant n.
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instantn | O | 1 | 2 | 3| 4|5 |67

insertion en place k 312|411 31[4]2

Configuration position1 | C; Cy C5 Cy Cy €7 Cp O
du position 2 CQ Cg 02 Cl Cl 04 Cg 04
paquet pOSitiOIl 3 03 Cl C 1 04 04 OQ 03 03
pOSitiOIl 4 04 04 04 03 03 03 01 01

Pour cette, expérience, on a les résultats T} (w) =3, Tz (w) =5, T3 (w) =6 et T7 (w) =7

Partie 1 - Description et premiers résultats

1. Pour tout 4, A; est le nombre de coups séparant la i — 1°™¢ de la i®™¢ remontée.
Donc T; nombre total de coup pour la i remontée est T, =T} + -+ + A, = Ay + - + A
(on pouvait aussi le faire par récurrence, plus cohérent avec I'ordre des deux questions)

2. Loi de A;.

(A1 > n) signifie qu’aucune insertion ne s’est faite en N position durant les n premiéres
insertions.

En notant I,,, la position de la m?®™ insertion on a donc (A; >n) =\ _, (I, < N)

et par indépendance des insertions P (A; > n) = [[" _, P (I,, < N) avec P (I,, < N) = &1
car les positions d’insertion sont équiprobables.

Conclusion : |P (A; > n) = (%)n

et comme (valeurs entieres) on a alors (A; >n —1) = (A; > n) U (A; =n) donc

P(Alzn):P(Al>nt1)—P(A1>n)
i S
SCRE

1
et on reconnait, avec Ay (Q) = N* |A; — G <N)

N.B. on pouvait le voire directement avec A; rang de la premiére insertion en position N dans
une suite d’insertions indépendantes, la probabilité & chacune étant de 1/N

3. Soit i € [[2, N —1]]. Loi de A;
a) Pour tout n € N

(A; > n) signifie que, il y a plus de n insertion pour la i®™® remontée de la carte Cy
Cette remontée se fait de la position N —i — 1 (aprés ¢ — 1 remontées) a la N — i.

Il y a donc N — i positions d’insertions permises.
(A;>n) = _, (I, <N —1i) d’et par indépendance des insertions

N —
P(Ai>n) =TT, P (In < N —i) avee P (I < N —i) = ——
Conclusion : |P (A; > n) = (2=)"
et comme précédemment, Conclusion : | A; — G (%)

1 N 1-% N(N-1)

b) On a alors E (A;) = N =7 et V(4;) = (%)2 = 2
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4. Loi de Ty. Soit n > 2.-
a) Ty = Ay + Ay donc

n—1
(Ty=n)=J(Ar=knAy=n—k)
k=1
les bornes étant imposées par A1 > 1 et Ay > 1
Donc (U incompatibles et (4;) indépendants)

n—1

P(Ior=n)=)» P(Ay=n—Fk)P (A =k)

1

i

b) On a

> 1:% - 1:Z/N 11__%/]:/N Car1:2/N7£1
(1 1/N> (1 1/N> <1(2/N>) 1 —1/N

k=1 1—2/N

1_ (1—1/N>”1
1-2/N
=(1-1/N
( / )1—2/N—1+1/N

GOSN

¢) On reprend

N
038 B

SONCORUDINEDN
H0-3) (R

5. A linstant 75, la carte C'y est située en position N — 2 et deux cartes se trouvent sous elle qui
ont été insérées aux instants 7] et 1s

La carte insérée a T sera au dessus de celle insérée a Ty, si (et seulement si) celle insérée a Th
I’est en position N.

Elle sera en dessous si celle insérée a T, 1’est en position N — 1
Les deux cas sont équiprobables. Donc a l'instant 75
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— « la carte insérée a l'instant 77 est en place N — 1 et celle insérée a 'instant 75 en place
N »et
— « la carte insérée a l'instant 7} est en place N et celle insérée a 'instant T, en place N —1 »

1
ont la méme probabilité : 3

6. A l'instant T3, la carte C'y est située en position N — 3 et trois cartes, insérées aux instants 77,
Ty et Ty se trouvent sous elle. On note alors, pour i € {1,2,3}, a; la position de la carte ayant
été insérée a l'instant T;.

a) Apres la troisiéme insertion en dessous de Cly,
la premiére carte insérée peut se retrouver en {N — 2, N — 1, N}
la seconde ans {N — 1, N} et ma troisiéme est en position N.
Iy adonc 3-2-1 =6 résultats possibles pour (ay, as, as)
Equiprobables ? les points d’insertion faisant remonter C'y sont équiprobables. Il y en a
1-2-3

b) Quelques exemples. a l'instant 75 :

i. on obtient (a1,as,a3) = (N —2,N —1, N) si (et seulement si) les insertions ont été
faites les trois fois en position N.
Il a donc une probabilité de %
ii. on obtient (a1, as,a3) = (N — 2, N, N — 1) si et seulement si
la carte insérée en 1) a été deux fois repoussée (insertion 75 et T3 en dessous)
et celle insérée en Ty n’a pas été repoussée par 'insertion en 73 donc
la premiére carte insertion est en /N, la seconde en N et la derniére en N — 1
Il a donc une probabilité de %

7. « A partir de l'instant T, toutes les configurations du jeu de cartes sont équiprobables »
C’est clair! non?
A chaque instant 7T} (i < N) la carte insérée en dessous de Cy l'est équiprobablement sur
chacune des positions [[V — i+ 1, N]] et on a alors (récurrence) pour les cartes insérées en
dessous, toutes les permutations équiprobables.
A Dinstant Tv_; + 1, on inseére enfin la carte C'y qui se retrouve équiprobablement en toutes
positions.
Au final, toutes les permutations seront équiprobables & I'instant 7.

On retiendra que si on arréte le battage des cartes par insertion exactement a l'instant T, on a un
paquet convenablement mélangé. Cependant le temps T étant aléatoire, il n’est pas possible d’arréter
de battre les cartes a cet instant précis, & moins de marquer la carte Cy bien sir!

Partie 2 - Estimation du nombre d’insertions pour bien mélanger les
cartes

Notations. on introduit les suites (H,),~, et (u,) définies par :

"1
Vn >1 H”:ZE et wu,=H,—1In(n)
k=1
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8. Espérance et variance de T
OnaT=Ty_1+1 :chvz_llAk—l—l donc

N-1
E(T)=1+)Y_ E(Ay)
k=1
_1+N71N_ N+N71N
B kN k
k=1 k=1
= NHN et
N-1
V(T) = V (Ay) par indépendance
k=1
S N(N—k) < N(N-—k) .
- L2 - Z L2 -
k=1 k=1
Y N2 Nk
2w R
k=1
algy| Ny
A2
=N> 5-NY ;
k=1 k=1
1
Conclusion : |V (T) = N3~ | 5 — NHy
9. Etude de la suite (uy,)
a) Pour tout k > 1ett € [k, k+ 1] on a
1 1 1
S <<z <k+1
P17 S kdoncbornesk k+
k+1 k+1 k+1
1 1 1
/ —dt < / —dt < / —dt et
o k41 po t r kK
1 i 1
— < / —dt < —
k+1— ), t ~—k
b) On en déduit pour tout entier n > 1

1
un+1—un:n—+1—ln(n+1)+ln(n)

1 n+1 1
_ —/ L
n+1 n

<0

donc la suite (uy,),~, est décroissante

Donc, comme u; = H;—In (1) = 1 alors pour tout n > 1:u, <wu; =1let|H, <Iln(n)+1

Enfin en sommant les inégalités de droite du a)

k+1 1
Z/ —dt < Z — et Chasles

il
/ —dt < H,
1 t

Corrigé ESSEC eco 2011 Page 5/ 11




Conclusion : |Vn € N*, In(n+1) < H, <In(n)+1

c) OnadoncVn e N*, In(n+1) —In(n ) H,—In(n) <1
et donc 0 < ln("“) <, <1

La suite u est donc décroissante et minorée par 0 donc converge vers une limite v et

v €[01]
10. a) Comme In(n+1) < H, < In(n) +1 avec In(n+1) = In(n(1+1/n)) = In(n) +
In(1+1/n)
done In(1+1 H 1
4t n) My

In(n) ~ In(n) — In (n)
et par encadrement H,,/In (n) — 1 et H, ~In(n)
Conclusion : |E (T) = NHy ~ NIn(N) quand N — +00
Et comme H, =In(n) + u, et avec u,, —y =€ (n) — 0 on a donc
E(T)=NHy=N(In(n)+~v+e(N))=NIn(N)+ Nvy+ Ne(N)
Conclusion : |E (T) = NIn(N)+ Nv+o(N)

1 1
b) On a vu que V (T) = N2V | =i NHy = N2V, i E(T)
Donc
ns1
k?
k=1
E(T In (N N
avec ]\(72) = n](v ) + % % — 0 et la série Z convergente
Conclusion : |la suite (V]g ) est convergente
NeN~
1 V(T
En notant a = Y% mona donc ]\([2) —
1
Conclusion : |V (T) ~ aN? avec a = 3% =
Enfin
+00 1
2 _ 2
V(T)—aN®=-N> ) 5~ B(1) <0
k=N+1

Conclusion : |V (T) < aN?

11. Ecart a la moyenne

On rappelle I'inégalité de Bienaymé-Tchebichev valable pour une variable aléatoire X admet-
tant une espérance et une variance :

V(X)

Ve>0 P(X-E(X)| 29 < —

Soit N fixé et une ¢ constante strictement plus grande que 1.
a) OnaT (w)— NIn(N)=T(w)— E(T)+ E(T) — NlIn(N) et par inégalité triangulaire
T (w) = NIn(N)| <|T' (w) = E(T)| + |E(T) = NIn (N)|

et E(T)—NIn(N)=NHy —NIn(N)=N (H,—In(N)) et on a vu que
0<wu,=H,—In(N)<1donc
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|[E(T)— NIn(N)|=E(T)— NIn(N) < N et donc
Conclusion : ||T (w) — NIn(N)| < |T (w) — E(T)| + N
Dong, si [T — NIn(N)| >¢N alors [T — E(T)|+ N >|T — NIn(N)| > ¢N
et T — Nln(N)|>cN - N

Conclusion : |(|T — NIn(N)| > c¢N) C ([T — E(T)| > N(c—1))
b) D’apres I'inégalité de Bienaymé&Tchebichev,
V(T
OnaP(IT—E(T)>(c—1)N) < V@ et V(T) < aN? (10.b) ) donc

~ (c—1)>N?
P(T-E@| 2 =)V < "
et comme (|7— NIn(N)| >c¢N)C ([T —E(T)| > N(c—1)) alors
P(T =Nl ()| 2eN) S P(T = E@| 2 N(e=1) < =
Conclusion : T —NIn(N cN a
P (] (M2 eN) < ==

Le nombre N étant fixé, — 0 quand ¢ — 400 donc, par encadrement (une

(c— 1)

probabilité est positive)
Conclusion : |P (|]T— NIn(N)| > ¢N) — 0 quand ¢ — +00

12. Soit € > 0.
La question précédente pousserait le professeur de mathématique a jouer avec les €.
Plus simplement :

avec ¢ = £In(N), on a, pour N > exp'/¢ , ¢ > 1 doncP ([T — NIn(N)| >eln(N)N) <
o

(eln(N) — 1)
Conclusion : | par encadrement, limy_, oo P (|7 — N1In (N)| > eln(N)N) =0

On peut traduire ces résultats en disant que 'événement : « T' s’écarte de N In (N) de maniére
significative »est un événement asymptotiquement rare.

Pour information, pour un paquet de 32 cartes, on donne 321In(32) ~ 110 et pour un paquet
de 52 cartes, 521n (52) ~ 205
13. Simulation informatique. Dans cette question on considére un jeu de N = 32 cartes.

Modélisation : On définit en PASCAL le TYPE Paquet=ARRAY[1. .32] OF INTEGER; Le
paquet de 32 cartes est représenté par une variable Jeu de TYPE Paquet rempli initialement
d’entiers entre 1 et 32; donc, initialement, Jeu[i] contient i, c’est & dire que la carte C; est en
position . Au cours des insertions, Jeu[i] désigne le numéro de la carte en position numéro i.
Par exemple, Jeu [i] =10 signifie que la carte C}q est en position 7.

On indique & la fin de cette question un extrait de programme a compléter en suivant les
questions suivantes :

a) Ecrire la procédure Init permettant de définir une variable Jeu correspondant a la confi-
guration initiale du paquet de cartes.

PROCEDURE Init (VAR jeu :paquet) ;
VAR i :integer ;
BEGIN

FOR i :=1 TO 32 DO jeuli] :=i;
END ;
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b) Compléter la procédure Insertion qui simule une opération d’insertion. On rappelle que la
fonction RANDOM(32) permet de tirer un nombre entier au hasard dans l'intervalle [[0, 31]].

PROCEDURE insertion (VAR Jeu :paquet) ;
VAR i,k,cartedessus :INTEGER ;
BEGIN
k :=RANDOM(31)+1 ;
cartedessus :=Jeull] ;
IF k>1 THEN FOR i :=1 TO k-1 DO Jeu[i] :=Jeu[i+1] ;
//décalage d’une position
jeulk] :=cartedessus ;
END ;
C) FUNCTION T(Jeu :Paquet) :INTEGER ;
var n :INTEGER ;
begin
Init(Jeu) ; // met le paquet en place
n :=0; // initialise un compteur
WHILE Jeul[1]<>32 DO // le jeu est battu
BEGIN
insertion(Jeu) ;
n :=n+l; // incrémente
END ;
T :=n;
END ;

Cette procédure effectue les insertions jusqu’a ce que la carte 32 (celle du dessous) se
retrouve au dessus. n compte le nombre d’insertions nécessaires pour y parvenir.

Donc T simule Ty _; et non pas T ...piege!
C’est donc un de moins que le nombre d’insertions pour

d) Pour écrire le programme principal permettant de calculer et d’afficher la moyenne des
valeurs prises par la fonction T sur 100 expériences et compléter la ligne de déclaration de

variables, il ne reste, dans le programme principal, qu’a appeler 100 fois T et a totaliser
les résultats (S accumulateur) .

TYPE Paquet=ARRAY[1..32] OF INTEGER ;
VAR Jeu :Paquet ;
S,n :integer ;
BEGIN
RANDOMIZE ;
S :=0;
FOR n :=1 to 100 do S :=S+T(Jeu) ;
Writeln(S/100) ;
END.

Partie 3 - Distance variationnelle a la loi uniforme

Notations :
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— On note 7 I’équiprobabilité sur Sy ; c’est-a-dire 'application de P (Sy) dans [0, 1] telle que :

d(A 1
VAC Sy w(A) = carN#; en particulier,Vo € Sy 7 ({c}) = 0l

— On note également p,, la probabilité sur Sy définie comme suit :

pour chaque configuration o de Sy, p,, ({0}) désigne la probabilité qu’a 'instant n le tas de cartes
se trouve dans la configuration o.

On a alors pour toute partie A de Sy, u,, (4) = > u,, {o})
o€A
On peut mesurer la qualité du mélange a un instant donné n en estimant 1’écart entre p,, et .

Une distance d entre ces probabilités est définie de la maniére suivante :

d (pr, ) = max {|p, (A) =7 (A)| , AC Sy}
1.

1. Soient A une partie de Sy, n € N* et E,, I'événement : « & l'instant n le paquet de cartes se
trouve dans une configuration qui appartient & la partie A. »

a) A linstant 7', le paquet a été mélangé et toutes les configurations sont équiprobables.

Et pour les mémes raisons, a tout instant ultérieur, les configurations seront toutes équi-
probables.

Donc sachant 'instant n > T, la probabilité est 1’équiprobable : .

Conclusion : |Pr<, (E,) = (A)

Conclusion : |P (E, N (T <n)) =P (T <n)Pr<, (E,) =7 (A)P (T <n)
b) Si (E,NT > n) alors (T' > n) donc (E,NT >n) C (T > n)

Conclusion : |P (E, NT >n) <P (T >n)

¢) Pour tout o, p, (0) =P (" ¢ a linstant n ~) donc p,, (A) = P (E,).
et comme (7' > n,T < n) est nu systéme complet d’événements,

P(E,)=PE.N(T<n)+P(E,NT >n)
=1m(AP(T <n)+P((E,NT >n)

avec P(T'<n)doncm(A)P(T<n)<7n(A)etP(E,NT >n)<P(T>n)
Conclusion : |, (A) <7 (A)+P (T > n)

2. Soit A une partie de Sy et n € N*. On note A 1’événement contraire de A.

a) i, est une probabilité donc s, (A) =1 — p,, (A) et de méme 7 (A) =1 — 7 (A)
Conclusion : |, (A) — 7 (A) =7 (A) — ,, (A)

b) De p, (A) <7 (A)+ P (T > n) on tire 7 (A) — p, (A) > =P (T > n)
I'inégalité précédente étant vraie pour toute partie A de Sy, elle 'est aussi pour A
Donc 7 (A) — p,, (A) = =P (T > n) soit p, (A) — 7 (A) <P (T > n)
et comme d’autre part 7 (A) — p,, (A) = p,, (4) — 7 (A) on a donc
—P(T>n)<7w(A) —p,(A) <P(T > n) soit
Conclusion : | |7 (A) — u,, (A)]| < P (T > n)
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c) Les quantités de {|u,, (A) — 7 (A)| , A C Sy} sont toutes comprises entre 0 et P (7" > n).
Donc le maximum d (p,,, 7) également
Conclusion : |0 < d (p,,7) < P (T > n)
T étant une variable aléatoire, sa fonction de répartition tend vers 1 en +oo.
Etdonc P(T'>n)=1—-P(T'<n)—1—-1=0quand n — +o0

Conclusion : | par encadrement lim,, . d (,,,7) =0

Partie 4 Une majoration de P (7 > n)

Dans cette partie, nous intéressons provisoirement & un collectionneur de timbres. Celui-ci regoit

chaque jour une lettre affranchie avec un timbre choisi au hasard uniformément parmi les N timbres

en vigueur. On étudie ici le nombre de jours que doit attendre le collectionneur pour posséder la

collection complete des N timbres. Le jour 0 il n’a aucun timbre.

On note alors :

— pour tout entier k € [[1, N]], Sk le nombre aléatoire de jours que doit attendre le collectionneur
pour que le nombre de timbres différents qu’il possede passe de k — 1 a k,

- S =514+5 + -+ Sy, soit la variable aléatoire correspondant au nombre de jours & attendre
pour posséder la collection compléte des N timbres,

— en supposant les N timbres en vigueur numérotés de 1 a N, pour tout j de [[1, N]|, Bj" 'événement
« le jour m, le collectionneur n’a toujours pas recu de lettre affranchie avec le timbre numéro j »

On admet que les variables aléatoires (Sy) ke[, Sont indépendantes.

1.
17. S; est le temps d’attente du premier timbre donc S; = 1, variable certaine.

18. Pour tout k € [[2, N]], Sk est le temps d’attente d’un timbre différent des & — 1 qu’il possede
déja, avec une probabilité N_g\];_l) chaque jour, les arrivages étant indépendants.

Donc S, — G (1 — %) loi de An_gi1

19. Donc S = Sy + 95+ - - -+ Sy est une somme de variables indépendantes de méme lois (en ordre
inversés) que T'=A; + -+ + Ay_1 + 1.

Conclusion : ’S suit la méme loi que T'

Ce résultat sera utilisé pour estimer la quantité P (7' > n).
20. Soit m € N*

a) (S > m) signifie que le m*™® jour, le collectionneur n’a toujours pas les N timbres. Donc
P . . P L4z . X _ N m
que 'un au moins des timbre n’a pas été reu au jour m : (S >m) = J;_, Bj
b) Pour tout entier j € [[1, N]|, B} signifie que le timbre j n’a pas été recu pendant les m
jours (intersection d’événements indépendants)
Done P (B7) = (1 - )
c¢) On rappelle que pour tout entier n > 2 et pour toute famille d’événements A, ..., A,, on
a l'inégalité : P (U, Ai) <> i P(4).
(S>m)=U¥,Brdonc P(S>m) <Y, P(B)=N(1-4)"
21. a) La fonction 2 — In (1 + x) étant concave, elle sa courbe est en dessous de sa tangente en
0, d’équation y = x

Conclusion : |In (1 4 z) < x pour tout z € |—1, 400|
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(1-4) oo 1= 4))

n(1-—) <+ car =L e]-1,+oo[ d
n ~ NC&I'N , TOO onc

P(S>s)=N (1—%)77@ < Nexp (—%)

Et comme S et T ont la méme loi , P (T > s) =P (S > s)

Conclusion : |P (T > m) < Ne*%

22. On reprend les notations introduites dans la partie précédente.

a) Soit ¢ > 0 fixé.
On a vu (15.b) que 0 < d(p,,, 7) < P (T > n) pour tout entier n € N*

et a la question précédente P (T' > n) < Ne N pour tout n € N*
donc d (p,,,m) < Ne N.

Et pour tout entier n > NIn(N)+cNona: —% < —In(N)+c

zl3

n
dott e N < e InWte = Le—e

Conclusion : | d(u,,m) <e°
pour tout entier n > N ln (V) + cN

b) Application numérique. On estime qu’une distance en variation a la loi uniforme de 0, 2
est acceptable.

Avec un jeu de 32 cartes, combien de battages par insertions doit-on faire pour considérer
le paquet mélangé de facon acceptable ?

On veut d (p,,, ™) < 0,2. Il suffit pour cela que e~ ¢ < 0,2

soit ¢ > —In(0,2) = —In (£) =In(5)

Il suffit donc de prendre n > 321In(32) + 32¢ > 32(In(32) +1n(5)) = 32In(160) ~ 162
pour que le paquet soit mélangé de fagon acceptable.
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