Corrigé ESSEC II 2012 Eco par Pierre Veuillez

En psychologie, an s’intéresse a la facon dont un individu est amené & sélectionner une action quand
un choix se présente entre différentes actions possibles. Ce choix peut étre influencé par un grand
nombre de facteurs impondérables, ce qui fait qu’il est légitime de le modéliser a ’aide de variables
aléatoires. L’objet du probléme est de présenter quelques éléments simples de la théorie des modéles
de choix discret. Dans le modeéle binaire le plus simple, le choix se fait en fonction de la réaction
a un stimulus. Dans une premiére partie, on étudie la modélisation élémentaire de la réponse a un
stimulus. Dans une deuxiéme partie, on considére une importante modélisation de choix dépendant
du hasard, dit modele de Luce, et on étudie ses propriétés. Enfin dans une troisieme partie, on regarde
le cas oul les différents choix possibles engendrent du réactions aléatoires et on étudie des propriétés
de la réaction optimale. Les trois parties sont indépendantes

I Modéles avec réponse discréte

Soit v un réel (positif ou négatif) représentant un niveau de stimulus. On considére une variable
aléatoire réelle X a valeurs dans R représentant la tolérance de 'individu au stimulus en question.
On considére donc que I'individu réagit si X < « ne réagit pas si X > a. On considére la variable
aléatoire Y indicatrice de la réaction définie par

1 siX<a
Y_{O si X >a

Soit F' la fonction de répartition de la variable aléatoire X.
1. On a Y — B(P(X < «)) donc son espérance est § = P (X < «a) et sa variance V (V) =
0(1—-0)
2. On considére n individus dont on observe la réaction au stimulus. La tolérance de 'individu

1 est une variable aléatoire X; dont on suppose qu’elle suit la méme loi que X. En outre, les
tolérances pour les différents individus sont supposées indépendantes

a) Soit N la variable aléatoire égale au nombre d’individus réagissant au stimulus.

N est le nombre d’individus réagissant au stimulus, indépendamment 'un de l'autre et
parmi n individus.

Conclusion : | N — B (n,0) donc E(N)=nf et V(N) =nf (1 —0)
b) Puisque E (N) =nf alors E (&) =6

Conclusion : % est un estimateur sans biais de 6

3. Soient m un réel strictement positif.

On suppose que la tolérance X est obtenue comme résultante d’'un « grand nombre »n de
facteurs indépendants de petites taille c’est a dire que X = > | X;, ou les X; sont supposés
2

. , . N . , m . g
étre des variables aléatoires de méme loi d’espérance — et de variance —
n n

Corrigé swp0000 Page 1/ 77



a) On a

donc 'écart type de X est o.

b) X étant une somme de variables indépendantes et de méme loi ayant une variance non
nulle, alors la somme centrée-réduite converge en loi vers N (0,1)
X-FE(X) X-m
V(X) -
Donc la fonction de répartition de X* tend vers @, fonction de réparation de A (0,1) (la
ou elle est continue : sur R) et pour tout a € R :

P(X;mga) H@(a):\/%/_;exp<—u;)du

c) Le résultat précédent justifie que pour n grand on peut considérer que la variable aléatoire

Or la somme centrée-réduite est : X* =

suit la loi normale centrée réduite.

o
On a

1
—®(0) ==
o ) (0) 2
Quand I’écart type est grand, les valeurs de X sont dispersées et elles ont autant de chances
d’étre au dessus que en dessous du seuil.

a—m —m

d) Quand o0 — 400,

— 0 donc (continuité) ® (a

4. Plutot que d’utiliser ici normale, on préfere souvent une loi plus simple dont on étudie dans
cette question quelques propriétés.

a) Soit F' la fonction définie sur R par :

1

W ER Fy) =
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F est continue et de classe C! sur R (14 e7¥ #0).

lim_ o FF=0
enfin,

et 11m+oo F - 1

Fly) = —— >0
(1+ev)

donc F' est croissante.

Conclusion :

b) On suppose que X suit une loi logistique. On a § = P (X < a) = F («a) =

F est donc la fonction de répartition d’une variable ... a densité (loi logistique)

1
1+ e

On suppose que Z suit aussi une loi logistique.

¢) On a dit que Z était alors a densité et une densité de Z est définie par :

e_y
— F, e ———
T =FW =t
pour tout y € R
d) Soit y un réel positif.
1
F =
() Ty
B 1
e v (l4ev)
= 'F(-y)
e) Astuce a chercher ... pas trop longtemps!
Cette relation n’est utile que pour la parité de f :
f) = — =V (F ) d
frnd = e onc
P ey ’
€2y 2
= S (F(-y)
= ¢ (F(-y))
= f(=y)

donc f est paire.

Comme y

(e +1)

e_y
5 ~ ye ¥ dont l'intégral converge en +oo (espérance de ¢ (1) ) alors,

par équivalence de fonctions positives, f0+°° yf (y) dy converge également.

Et par impartié f_t;o yf (y) dy converge et est nulle.

Conclusion :

f) Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur |0, 1] et soit 7" = In (—)

Comme U € |0, 1] alors .

Soit z € R

’Z a une espérance, qui est nulle‘

U
1-U

UU > 0 et T est définie.

Corrigé swp0000

Page 3/ 77




(T<w) =

et comme

Fy(z)==x

e € 10, 1] intervalle sur lequel la fonction de répartition de U vaut :
e x

B 1
C14e®

1
T < = <

pour tout x réel.

U
Conclusion : |In <ﬁ> suit une loi logistique

II Reégles de décisions stochastiques : le modéle de Luce

On suppose maintenant que I'individu doit choisir une action dans un ensemble fini d’actions possibles

A.

Onnote F ={S C A/ |S| > 2} ou |5]| désigne le cardinal de I’ensemble S. Quand le nombre d’actions

possibles est tres grand, la procédure de choix se passe en deux temps : l'individu commence par

sélectionner une partie S de F a laquelle il va restreindre son choix. puis choisit une action précise

a lintérieur de S.

Pour chaque élément S de F, on définit une probabilité Ps sur S : pour a un élément de S, Ps ({a})

représente la probabilité pour que I'individu ayant sélectionné S choisisse 1’action a. Pour simplifier

la notation on notera Pg (a) = Ps ({a}),

Pour a et b distincts dans A, on note P (a,b) = P ({a}); il s’agit donc de la probabilité de préférer

I’action a & ’action b dans la cas du choix entre a et b.

On suppose que pour tout S appartenant & F et tout a dans S, Ps (a) # 0

(*) On fait 'hypothése sur le modele : Pour tout couple (S,7") d’éléments de F tel que S est inclus
dans T, pour tout a élément de S,

Pr(a) = Pr(S) Ps (a)

5) Comme S C T alors S =T NS donc Ps (a) = Prag (a)
Et comme {a} C S alors SN {a} = {a} donc

PT(S>P5(CZ> = PT(S)PTHS(G)
= Pr(Sna)=Pr(a)

formule des probabilités composées.

Corrigé swp0000 Page 4/ 77



6) a) Soit k un réel strictement positif. On pose pour tout a € A, v (a) = kP4 (a)
Pour tout S de F et tout a de S,
v (a) _ kP4 (a) (1)
> bes v (D) > pes K Pa(b)
Py (a)

Py (Ubes b)

Py (a

Pa(S)

Py (S) Ps (a)

I
—~
S~—

@
-+
—~

*
~

= PS (CL)

b) N.B. L’égalité de deux fonction sur A signifie leur égalité pour tout a de A.
Si v et w sont deux fonctions réelles définies sur A satisfaisant (1) alors pour et tout S de
FettoutaeclS
v (a) w (a)

> hes V(D) B > hes W (D)

En particulier pour S = A, on a pour tout a de A :

9 (a) - Y\ (e) donc

> bea v (b) 2 peaw (b)
via) = 22D ()

ZbeA w (b)

et avec u = %:;‘Z((?) on a doncv=p-w

Les P4 (a) nétant pas tous nuls (leur somme vua t1) p est donc strictement positif.
7) Pour v fonction réelle strictement positive sur A, on pose, pour tout S de F et a appartenant
as:
v (a)

Qs(1) = =)
Zaes v (a)

On a alors pour tout a € S: Qg (a) >0et Y Qs (a) = m =1let
2aesV (@) v(a)
2 ber V(D) 2opes v (b)
v(a)
>_per 0 (b)
= Qr(a)

Qr(5) Qs (a) =

Conclusion : | @ vérifie (x)

8) a) Soit v une utilité associé au systéme de probabilités (Ps)g. -
Pour tout S de F et a et b dans S :
si v(a) <wv(b) alors

) o)
Bl = 0 ST i o0

La probabilité que a soit choisit augmente donc avec son utilité.
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b) Avec v une utilité associée, pour tout a et b distincts de A :

P(a,b) = Ppy(a)

_v(@

che{aﬁ}7]<c)
v (a)

v (a) 4+ v (b)
1

v(b)
1+ v(a)

v (b)
v (a)

Conclusion : |avec p (a) =1In (v (a)) pour tout a € A: P (a,b) =

) =In(v (b)) —In(v(a)) on a,

et comme In <

1
1+exp (p(b) — p(a))

c¢) Soit X suivant la loi logistique de fonction de répartition F' définie par

B 1
C 1l4ev

F(y)

Soient a et b distincts dans A.alors pour o, un réel,

1
1+ exp (— (ap))

P (X S Oéayb) =

Conclusion : |avec o, = p(a) — p(b) ona P(a,b) = P (X < aup)

9) a) Pour tout couple (S,7T) d’éléments de F tel que S inclus dans T, et pour tout a et b de S

Psla) _ Pr(S)Ps(a)
Ps () Pr(S) Ps (b)
_ PT (CL)
Pr(b)

Le rapport des probabilités de choix respectives de a et b est donc indépendant de la sélection
de ’ensemble d’action contenant a et b

b) On suppose que l'individu a le choix entre utiliser sa voiture (V') ou le bus dont deux
lignes sont possibles : rouge (R) et bleu (B)
(B).
c¢) L’ensemble des actions est donc A = {V, R, B} . On suppose que 'individus est indifférent
a choisir le bus ou la voiture et également a la couleur du bus.
On définit ainsi P (V,R) = 1 et P(V,B) = 3 et de plus Py (R) = P4 (B)
On a alors
Py(V)+P4s(R)+Pa(B)=1

de plus Pp,py (R) + Prv.ry (V) = 1 donc Conclusion : | Pyy,py (V) =
et Py (V) =Pa({V.R}) P,y (V) = (Pa (V) + Pa(R)) 3 donc 3P4 (V) = 1 P4 (R) donc
Conclusion : | Py (V) = Py (R) = P4 (B) = 3
Si le choix entre les 3 modes de transport est indifférent, ils sont équiprobables.
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1 III UTILITES ALEATOIRES
1 III Utilités aléatoires

A chaque action ¢ de l’ensemble d’actions A = {1,2,...,n} est associé¢ une variable aléatoire U;
représentant 1'utilité de 1’action 1.

L’individu choisit alors I'action qui maximise ces utilités. On suppose les U; indépendantes, leur
fonction de répartition donnée par F;.

On note U l'utilité maximale : U = max (Uy,...,U,)

10) a) La fonction de répartition G,, de U est définie, pour tout x € R par :

G,(x) = P(U<x)
= P (max(Uy,...,U,) <x)

P (ﬂ U; < x) indépendante

=1

= ﬁP(Ui <)

= JI7 @

et dans le cas ou les fonctions de répartitions sont identiques G (z) = F" (x)
On suppose que les U; ont méme loi donc méme fonction de répartition

b) Pour tout z € Ron a F (x) < 1.
— Si pour tout z € Ron a F'(x) <1 alors F™" (x) — 0 et G, (x) — 0
— S’il existe un réel pour lequel F' vaut un, alors en le minimum de ces valeurs : a, F
(continue) vaut 1
Donc pour tout z < a: F (z) <1let G, (x) — 0
Donc pour tout z > a: F(z)=F(a)=1let Gy (x)=1—1
c) SiG, = Falors G, (x) = F (z) — F (x) pour tout x. et cela n’est possible que si F' (z) =0
oul
donc F' est la fonction de répartition d’une variable aléatoire constante.
Donc les U; sont toutes constantes.

11) On cherche les lois admettant une densité strictement positive sur R et dont la fonction de
répartition est F' vérifie que pour tout entier n , il existe b, < 0 tel que, pour tout = réel,
(F ()" = F (z 4 bn)

On suppose qu’'une telle loi existe et on cherche des conditions qu’elle vérifie.

a) .F est la fonction de répartition d’une variable & densité, donc elle est continue sur R
etlim_o, FF=0et lim,, =1
Et comme F’ = f > 0 (une densité) 1a ou f est continue, alors F est strictement croissante
sur R.
F réalise donc une bijection de R dans |0, 1]

b) Comme 0 < F () < 1 alors pour tout n € N* : (F (z))"™" < (F (z))"
donc F (x + by41) < F (x4 by,) et comme F' est strictement croissante
T+ by < x4+ by soit by < by,

Conclusion : | (by),~, est strictement décroissante.

c¢) Soit (n, N) un couple d’entiers strictement positifs,. On considére Uy, ..., U,y, nN va-
riables indépendatesde méme loi F' et on pose pour j tel que 1 < j <n:

V; = max (Uj—iyn+1, - - - Ujn)
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1 III UTILITES ALEATOIRES

Les ensembles d’indices ((j — 1) N,...,jN) étant disjoints pour les différentes valeurs de
J » les Y; sont indépendants.

d) Comme précédemment la fonction de répartition de Y; est FV (car il y a IV variables dans
la liste définissant Y;)

e) Sans remarquer que max (Y,...,Y,) = max (Uy,...,U,n), pour tout réel x :

Fa)"™ = (F(@)")"
= (F(z+0.))"
F(z+0b,+bn)

et comme F (2)™Y = F (2 + byy) alors F (2 4 byy) = F (x + by, + by)
et par bijectivité de F

Conclusion : | b,y = b, + by pour tout couple d’entier (n, N) de N*

f) Par récurrence sur k :
by = b, = 1b,
Soit k € N tel que b,x = kb,, alors b,x+1 = bk, = byr + b, d’aprés e =.(k+ 1),

Conclusion : ’pour tout entier k : b,x = /{:bn‘

g) Soient p et m deux entiers strictement positifs alors pour ¢ € N :
20 < pm < 2q+1
< qIn(2) <mln(p) < (¢+1)In(2)

<:>q§miﬁgg<q+1

<= ¢ est la partie entiere de m=&) >0

In(2)
Conclusion : |'unique entier est k,, = m%J
On a donc
In (p) In (p)
< km 1 et
"h@) = ST e
(p) _ km _In(p) 1
In(2) = m In(2) m
) km In (p)
et par encadrement Conclusion : | — — ——= quand m tend vers +oo
m In (2)

h) avec g = ky,, la suite b étant croissante, on a bga < bym < bggt1
donc km bQ S m bp < (l{?m + 1) bg

b
soitkmgmb—p<km+1
2
S A |
et — < =< —+ —
m b m m

1 1 b 1
et par passage a la limite, 12 Eg; < b—’; < 12 Eg; (inégalité s’élargit) et b—’; = IE Eg % soit
by
b, = 1
"= "W

Conclusion : |avec 7 =

on a b, = yIn (p) pour tout p € N

by
In (2)
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1 III UTILITES ALEATOIRES
i) F(z) =exp(—e™*) pour tout t € Ret n>1:

(F(2))" = (exp(—e))"
= exp (—ne’x)
= exp (—eln(”)e_x) carn >0
= exp (_ef(xfln(n)))
donc avec b, = In (n) elle satisfait bien les conditions.

12) Soit X de fonction de répartition F.

a) Une densité est donnée par f (z) = exp (—e %) e pour tout z € R
b) Soit Z =¥
Pour tout z € R :
(Z <z) = (efxgx) et pour >0
— (X <ln(x))
= (X =—-In(x))

Donc la fonction de répartition de Z est, pour tout x > 0 :

G(z) = P(X>-In(z))
= 1—F(—In(x))
= 1l—e(—2x)

nulle pour tout z < 0 et on reconnait

Conclusion : | Z — (1)

c¢) Soient x et y strictement positifs,

PX<—-In(z+y)NX < —In(x))
P (X < —In(z))
P(X <—In(x+vy))
= P (X< _In() car —In(z+y) < —In(x)
F(=In(z+vy))
F(=In(z))
exp (— (z +y))
exp (—x)
= exp(—y)
= P(X <—In(y))

d) On considére (Y;),., indépendantes de loi € (1) et L — P (1) indépendantes des (V).
W =max(Vy,...,Y)siL>1et W=0siL=0 -
Pour tout réels a et b tels que 0 < a < b, on a (L =k),y est un systéme complet
d’événements donc

Pngln(:L") (X S —In (l’—l-y)) =

Pla<W<b) = 3 Prsla<W<bP(L=H

k=0
“+o0o
= Proo(@<O0<H)P(L=0)+> Pry(a<W <b)P(L=F)
k=0
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1 III UTILITES ALEATOIRES

Quand L = k on a W = max (Y3, ...,Y)) donc pour tout b

P (W <b)

donc

Pla<W <b) =

I
T
=

|

P (<o)

k

[[pi<o

(1—eb)k et
P(W <b)—P((W <a)

SiL>0alors Prso (W =0)=0et Prg(W =0)=1doncP(W =0)=P(L=0)=¢e""
(avec le systéme complet d’événements (L = 0,L > 0) )
et donc , W n’est pas a densité et pour conclure avec P (a < W < b), dans le cadre du

programme de la ECE, on est en peine!

Conclusion & part la premiére partie... que c’est verbeux et creux et inintéressant.
Et il doit y avoir encore quantité d’autres adjectifs pour le caractériser ... :-O
Et il n’y a pas de happy end pour sauver le navire du naufrage!
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