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Les candidats sont invités d encadrer dans la mesure du pessible les résultats de leurs caleuls.

Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute colculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule [utilisation d'une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble Etre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené & prendre

EXERCICE

Toutes les matrices de cet exercice sont des éléments de l'ensemble My{R) des matrices carrées d’ordre 2 &
cocficients réels. On note { la matrice identité de My (R). On rappelle qu'un éiément A de My(R) ost colindaire
a I 'l exisle un réel A tel que A = Al

On définit les deux applications suivantes de M3z(R) dans R, notées d et ¢, par : pour tout élément
A= (Gg,j)lgg,jg2 de MQ(R), d[A) =a1,14022 — Q1 2023 et i(A) =dar,1 + 022.

1. Soit A et B deux éléments de Ma(R).

a) Caleuler d{20). En déduire que I'application d n’est pas linéaire.

b) Etablir la formule : d(AB) = d(A4) x d(B).

¢) En déduire que si A et B sont semblables, on a : d(A4) = d{B).

2. a) Montrer que t est une application linéaire de Mz(R) dans R. Déterminer la dimension de son image et
celle de son noyau.

b) Etablir que si A et B sont deux éléments de My(R), on a : t{AB) = t(BA).

¢) En déduire que si A et B sont semblables, on a : t{A) = ¢{B).

3. Soit A un élément donné de M4(IR) non colindaire & I.

a) Etablir Uexistence d’un unique couple (e, 3) de réels vérifiant : A2 = oA + §1.

b) Exprimer « et 3 en fonction de d(A) ot t(A).

4. Boit A un élément donné de Mq(R) non colindaire & I. On note u I'endomorphisme de R? dont A est la

matrice associée dans la base canonique (ey,e;) de R?, On pose : w = e; + 2.
a) Montrer que les trois vecteurs eq, e2 et w ne peuvent étre simultanément vecteurs propres de w.

b) En déduire qu'il existe au moins un élément non nul z de R? tel que la famille (x, u(x)) soit une base de R2.
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¢} Montrer que la matrice M associde 4 u dans la base (x,u{)) est de la forme (1 (; , oll a4 et b sont deux
réels, indépendants de la base (2, u(x)), que I'on exprimera en fonction de d{ 4} et #(A).

d) En déduire que la matrice 4 est semblable & sa transposée ‘A.

5. Soit 4 un élément donné de Mj(R) et C(A) 'ensemble défini par : C{(A) = {B € M2(R) / AB = BA}.

a) Montrer que C{A) est un sous-espace vectoriel de Ma{R).

b) Déterminer une base et la dimension de C{A4) {on discutera selon que A est ou n'est pas colinéaire & 7).

PROBLEME

Dans tout le probléme, on considére la suite {u, ),cn définie par up = 0,4 =1 et la relation :
pour tout n de N, wpipo = Upgai + ey,
La partie II est indépendante de la partic I et Ia partie IIT est indépendante de la partie IT.

Partie I. Analyse
1. a} Montrer que la suite (u,)nen est une suite croissante d'entiers naturels.
b} La suite (1, )nen est-elle convergente ?

Dans toute la suite du probléme, a et b (a > b} désignent les deux solutions de Péquation du

second degré suivante : 2* ~z—1=0.

1 .
2. a) Montrer que: b=1-a= - Etablir I'encadrement suivant : 1 < a < 2.

b) Montrer que, pour tout n de N, on a : u, = % {a" —b").

¢) En déduire un équivalent de u,, lorsque n tend vers +oo.

3. On pose, pour tout n de N : 3, = 4,1 — gu,,. Exprimer, pour tout n de N, 3, cn fonction de n et b.

4. On rappelle que pour tout réel z, la partie entiére de z est 'entier noté |z qui vérifie : |z] € = < [z] + 1.

a) Etablis, pour teut n de N, I'égalité suivante : |atn, | = tgnir — L.

b) Exprimer, pour tout n de N*, |aug,—1 | en fonction de ua,.

5. Soit y un rée] fixé vérifiant |y < 1 et k un entier fixé de N.
a) Montrer que la série Z n*y™ est absolument convergente.

nzl
b} En déduire ia convergence de la série Z n¥ 21:21'
veexl
g
c¢) En utilisant la définition de la suite (uy,)Inen, calculer Z n—’_:_l
n=1
Partie 1I. Algébre et algorithmique
1111
. . T . if10 01
6. Soit A la matrice carrée d'ordre 4 définie par : 4 = 3110 01
1 111

a) La matrice A est-elle inversible ? A est-elle diagonalisable ?
b) Calculer A2 et A%. Vérifier que A® est une combinaison linéaire de A et A2.
¢} Déterminer les valeurs propres de A.

d) Etablir Vexistence de deux suites (Gn Inenv et {by)nen- tefles que, pour tout n de N*, on ait : A™ = a,, A+8, A%
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e} Exprimer, pour tout n de N*, a,.1 et b, en fonction de a, et b,. Montrer que les suites (a,)nen- €t

{byInen~ vérifient une relation de réeurrence linéaire d’ordre 2.

7. On propose la fonction Pascal suivanle :
Function f{n : integer) : integer ;
var temp,u,v,k : integer ;

Begin

u:=0; v :=1;

for k := 1 to n-1 do

Begin
temp := _____; V T _._; B i=____
end ;

f o= ___

end ;

Compléter cette fonction aux quatre places signalées par des tirets de fagon que la valeur rendue soit w,,.

8, Soit » un entier de N*, On dit que n admet une Z-décomposition ¢'il existe un entier v de N* tel que l'on
puisse écrire : 1 = ug, + ug, + - + Uk, 00, pour tout ¢ de [1,7], k; est un entier supérieur ou égal 4 2 et o,
pour tout ¢ de [1,7 — 1] {avec r 2 2),0on 8: kjsg — K 2 2.

a) Montrer que les entiers 37 et 272 admettent une Z-décomposition.

b} Soit n un entier admettant une Z-décomposition de la forme : n = g, + Uy, + -+ + ux.. Montrer, par
récurrence sur +, que Y'on a: n < tg,+1. En déduire I'unicité de r.

¢} Montrer que, pour tout entier p supérieur ou égal 4 2, tout entier n qui vérifie 1 < n < v, admet une unique
Z-décomposition {on pourra faire un raisonnement par récurrence sur p).

9. On suppose que 'on a défini en Pagcal une constante p et un type tab par les instructions suiventes :
conat p=20; type tab=array[2..p] of integer

On suppose également que l'on a défini une variable u de type tab telle que, pour tout k de f2,p], la variable
u[k] contient la valeur 4. On se donne un cntier n vérifiant | I < n < up.
Rédiger la procédure d’en-téte : procedure Z (n : integer ; var Res : tab) de fagon que :

Wpy sik=k 1

Uy, sik=ky

Res[k] = : :

g, 8k =k

¢ sinon
Expliquer et justifier Palgorithme utilisé.

Partie IT1. Probabilités

On effectue dans une urne qui contient des boules numérotées 0 ou 1 une suite illimitée de tirages avec remise
d’une boule. A chaque tirage, la probabilité de tirer une boule numérotée 1 est p {0 < p < 1) et la probabilité
de tirer une boule numérotée 0 est g, avec g = 1 — p, et on suppose que les résultats des différents tirages sont
indépendants.

On suppose que cette expdrience est modélisée par un espace probabilisé {2, A, P}. On s’intéresse au nombre de
tirages nécessaires pour cbtenir deux boules numérotées 1 de suite, ¢’est-d-dire lors de deux tirages consécutifs.
On définit, pour tout 7 de N*, les événements S; ; tle i-itme tirage donne une boule numérotée 1y, et
Bi = Sg' i S§+1 .

Si au moins un des événements B; se réalise au cours de l'expérience, on note Y la valeur de l'entier i
correspondant au premier événement B; réalisé. Sinon, c'est-d-dire si aucun des événements B; ne se réalise, on
attribue 4 Y la valeur 0. On admet que Y est une variable aléatoire définie sur (£2,.4, P).

Par exemple, si le résultat de ’expérience est : ,1,0,0,0,1,1,0,1,1,1,0, ..., alors ¥ prend la valeur 6.
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10. a) Caleuler, pour tout ¢ de N*, la probabilité P(B;).

b) Déterminer Y (). Caleuler P{[Y = 1]), P{[Y = 2]) et P({¥ = 3]).

11. Pour 1out n de N*, on note ), I'événement : « jors des n premiers tirages, il n'apparait jamais deux fois de
suite une boule numdérotée 1». On pose : Cp = (.

a) Calculer P(Cp), P(C1) et P{Cy).

b} Etablir, pour tout n de N, la relation : P([Y = n + 2]} = p?qP(C,).

12, a) En considérant les résultats possibles des deux premiers tirages, montrer, pour tout entier n supérieur ou
égal & 2, l'égalité : P(C,) = gP(Cr1) + paP{Cpr2).

b) Déterminer, pour tout n de N*, une relstion entre P(J¥Y = n+2]), P([Y = n + 1]} et P{[Y = n]).

13. On suppose dans cette question que p = g = 1/2.

a) Montrer que, pour tout nde N* ona: P(Y =n]) = 2—2—_-’:-1-, ol la suite (u,)newn a été définie dans le préambule
du probléme.

b} Que vaut P{{Y =0]) ?

¢} On note E(Y) l'espérance de Y. Montrer que E{Y) = 5.

d) Calculer la variance V(Y) de Y.

14. On revient au cas général : 0 <p<letg=1—p.

a} Montrer que I'équation du second degré 2* ~ gz ~ pg = 0 admet deux racines distinctes. On les note r et s,
avec r > 8,

b) Etablir les inégalités suivantes : ~1 < s<0<r<letr > ls].

¢) On pose : A = ¢* + 4pq. Montrer que, pour tout n de N*, on a: P([Y =n]) = % (r™ —8"™).

d} Caleuler P{[Y = 0}).

¢} Montrer que ¥ admet des moments de tous ordres et calculer 'espérance de Y.

. 1
15. a) Montrer, pour tout réel = vérifiant |z < - la convergence de la série E P([Y = n]}2". On pose alors :
nzl

gle) = 3 P(Y = a))"
PP

TURRT . . i .
b) Etablir, pour tout réel z vérifiant |z} < -, la formule suivante : g{a) = —————.
T 1 — gz - pqx?
16. On suppose dans cette question que p = 2/3,
a) Btudier les variations de la fonetion g sur Vintervalle I = | —g, g [
b) Montrer 'existence d’un unique réel o de ]—%, 0[ tel que g soit concave sur l'intervalle ]—-gv, a[ at convexe
sur Iintervalle ]a, -g [

¢c) Tracer Vallure de la courbe représentative de g sur I dans le plan rapporté & un repére orthonorms.



