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EXERCICE

0o 1

Soit 4 s matrice de M3(R) déliniepar: 4= [ £/2 0 172
/2 1/2 ©

1. a) Justifier «te la matrice A est diagonalisable.

) Vérifier que 1 est une valeur propre de A ¢t déterminer un vecleur-colonne propre associe,

¢] Caleuler les valeurs propres de A el déterminer une base de R? formée de vecteurs propres de A

Dans la suite de Pexercice, n est up criier supérienr ou dgal 4 2. On considére Vensemble &, des watrices
A= o ;) 1gigea G M (R) qui vérifient les propriétés suivantes :

e pour tout (4, 5) de [t,n]* e =0,

o A admer la valeur propre 1 et Xg = | ¢ | est un vecleur-colonne propre associé b cefte valeur propre.
1
2. L'ensemble &, i des lois usuelles gur les matrices, cst-il un espace vectoriel

3. Momtrer que le produit de deux matrices de &, est une matrice de Sy,

4, Soit A un éément de S, et A une valeyr propre de A,
2t

a) Montrer qu'it existe un vectenr-colonne propre Vo= [ -} associé 2 Ta vaolear propre A, pour loquel il existe

tay

ur enticr & de [1,n], vévifiant v, = | ot ponr tout ¢ de [L.n], jvs] < 1.
by B déduive que Pon a4 S ot [A—apg] €1 -t
5. Montrer que sl les élémenis diagonaux d’unc matrice A de 8, sont tous striclement supérieurs a /2, la

mnatrice A est inversibic.

Aty



PROBLEME
Dans tout le probiéme :
e o véel & est fivé, o est un réel striclement positil of f est vme fonetion définie et continue sur [z — o,z -+ o
a valewrs reellos :

| h h
s pour Loul véel f vérifiant 0 < & <, on pose @ Su(h) = 2; f fle+ Bdl et G(h) = ;):—3 tf{x 4 thdt,
) = S —d
s sons réserve dexistenee, on pose : s(x) = h}'i%ll Sa(h) ot gla) = Jlim (7 (k).
— I sl ’
I'obiet du probléme est Pdlnde dime ganéralisation de la notion do ddvivée d'nae fonction A partir de fonetions
définies par des intégrales.

La partic TTT cof, indépendante de la pariie IF, e Jo partie I est largement indépendanie de Ja parfic I

Partie I. Quclques exemples. Premitres propriétés

n ke B fa
1. a) Ca}:‘.uim-f dit, / (z+ t}aff-,[ t{x )t et/ {@+1)2dt.
—h b S oh —h
f

AhPz
b} Montrer que / tle £ dE = l i

—h 3

y 1t . 3
) Frablir les denx formules  Sg{k) = 3 [ flz | i)t et Gofh) = B f tf (1 BiL.
4 2

2. Dang cette question miquement, soit » un entler naturef donné el f T fouction définie par G EN

) Soit k un entier naturel. Calenler sivants la parilé de k, la valeur de #5(1 - (- 1%L

by Calonder 4k} ot G.(8) lorsque & = 0,

c) A Paide de la formule du bindme, montrer que @ S,(h} = 2" + A2 A (k) et CL(B) = na™ L + R2B.(B), oll A,
vl B, somt dews fonctions polynomiales en A (dont les coellicicnts dépendent de x).

En déduire Pexistence el Vexprassion de s(x) et g{a).

3. Pans cette question uniguement, la fonction § est détinie par (£ = ]t| et on choisit « = 6.

a} La fonction f est-elle dérivable en 07

by Calouler &, (k) ot G(R) pour & = . En déduire Vexistence et la valeur de s{0) et g(0%.

Dians les guestions 4 & 6, oi revient an cas géndral.

4. a) Exprimer S;(h) & Puide dume primitive F de f.

b) Etablir I'existence de s{x) ot montrer que s(x} = fx).

5. On suppose dang cette question que f est dérivable en z de dérivée ().

#) Montrer I'existence d'une fonction vy définie el continne sur i, wrifiant v, (03 = 0 el telle gue
pour toul réel £on ait : e+ 1) = fla) + 1) (z) + ol

3 o .
L) Fu déduire Iégalité : Gu(R) = f/{«} + 273 [ 12, (t)ddt.
LR /Y

=
= £,

_ _ X 3

e} Suit & un réel stricterment positif. Montrer qu'il existe 4 > { tel que st el d], ona ;2113 f 220, {4) et
i B

|

d) En déduire Pexpression de g{x) en foucricn de Fi).

A
6. Boit 2 la fonction définie sur K% par @ pour tout conple (e, 4) do B2, ola,b) = f (Flz+£) - (b+ at))? ot
B

h it syp ik

* i 24
a) Fiablir la relotion : (e, b} = I (fz -+ )Y di — 2a [htf{.‘:: =yt - 2 Flo =yt | ~-§—a3 + 2hb

]

S e — —h

b} Montrer que i est de classe C% sar R? et qu'clle admet un unique point critique (a*, 6°) que Pon exprimara
en fonetion de Sg(h} et Go(h).
25
;"{'_.



Partie II. Probabilités

Los notations sort celles de la parfie L

Les variables aléatoires qui interviennent dans cevte partie sont définies sur un espace probabilisé (§3, A, P).
{On note B,V el Cov respectivement, Pespérance, la variance ol In covarianee,

On suppose 1a fonction f dérivable en 2, de dérivée f'{x}.

81 X esl une variable aléatoire définic sur (82,4, P), on s'intéresse au coolficient de corrélation linéaire v (h)
entre les variables aldalotres RX et fAX + @) dans quelgues cas particuliers.
7. Plans cetio guestion uniquernent, ta variable aléasoire X smit In lof de Boernowdli de parametre 1/2.
a} Rappeler la valeur de E(X) et de V(X). Bn déduire la valeur de £(AX} ot V{RX).
1 .
b} Montrer que E{(J{AX + )} = 5 (fla i k) + Fla)). Calewer V(f{hX - 2)) et Cov{hX, f{hX + w)).
) On suppose que f{x =) # fz). Caleuler rp(h). Kn déduire Texistence d'une relation affine entre f{AX + ]
et hX. Hxpliciter cotte relation en fonciion de f{z) et fln + A}

d) Vérifler la validité de la relation précédente lorsque f{x +— k) = f(z).

Dans les questions & 4 11, la variable aléaloire X suit In loi uniforme sur fintervalie [, 1],

On admet que la définition ot les propriétés de la covariance el du coefficient de corrélation lindaire de deus
varisbles aléutoives disevétes stappliquent au cas de deux variables aléatoites & densite,

8. a) Rappeter los cxpressions d'unce densité, de la fonction de répartition. de Pespirance et de la variaonce de X,

b} Flablie les égalités suivames : E(f{fX | )} = S.{h},

b .
V{fihX 4 a)) = ﬁ f_f (Fla 4 VdE — (Sa{k))* ot Cov(hX, FlRX + &) = %(’Jm[hj

9. On suppose dans cette guestion que ¥ = 0.

a) 81  est une fonclion paire, ealeuler J(0) et rall).

b) Soit 7 uw catier nagnrel impair et f o fonction définie pur f(1) = £*. Calculer [ 10), rolh) et h]_ift@l_ rolh).
10. On suppose dans cobte guestion que f'(z) # 0 et f (:'::} =1,

a) Moutrer que Cov(hX, f(RX 4 2]} osl équivalernt a f;—z Fiw), lorsgne & Lend vers 47

) On pose : w,(t) = 2(1) + 21 () (t), ob 12 fU'I'l(;l;iO;l #, & étd délnie dans la guostion 5.a).

Exabiir les deux relatious snivantes :

h . hz fr
Elf(hX +2)) = 2—1}: [_.; toe(fldt et F({f(RX +2))) = ?(f’(arj)‘z + th_ f_h o, (E)lt

. Ioph 1
e} Montrer que h‘ﬂ&- 7z f—n to, (L)dt =0 ot h]_i:g_ PE f . tzw:,,.{t}lrit = 0.

d) Eu <éduire un ¢quivalent de V{f{RX + )} lovsgue ko tend vers 07,

1) Caleuler lini #.(h).
) Caleuler hj:}n_'_r__()

11. Op suppose dang ccite question que §'(z) £ 0 el f{z) # 0 Que peut-un dire e FJJ'I}JL ru{fy?

Partie IIL Géndralisation aux dérivées d’ordre supcéricur

(On suppose dans eetic partie gue la fonetion f est de classe O qur B, et ou note pour toul entier naturel &,
FUEH 1a dérivée b-ikme de f, avec la convenlion U=
On confond tout polyndme £ de B[X | avec la fonction polynomiale associée.

(# — 1)

Pour tout entier naturel re, on définit le polyndme 2, par : pour toui £ récl, Doft] = prrl
Ly



12, a) Calenler Fy(t), Pi(t), Ib(f), ainsi que leurs dérivées premifre et seconde.

b) Déterminer le degré de B, o1, pour Lout eoticr naturel k, celui de sa dérivée k-iéme P,

<) Néterminet le terme de plus haut degeé de P?En)(tj ainsi que la valeur de H{{Zﬂj{t}.
d) Soit n un entier supéricur ou dgal & 1. Montrer que pour tout £ de 0,7 — 1], on peut écrire
P&jﬁ)(!} = (2 — 1T (F), ou T est un polyndeme de degrd k.
En déduire los valours de PLE (1) et de [’””[ 1), pour tout & de [0,n - L]
3 Lrablir pour tout ent turcl v, Yo formnle f (1—t5"ar 2 nl)”
oy I mtier naturel v, Yo forn =
P (Zn+ 1)

{on remarquera que 1 — ¢ = (1 —£)(1 -+ 1))

14 Soil, R ym polynéme de B[X] ot v un entier de N*,

1
a) Montrer gue f Ity p(mrf dt = / RI(H)P (v 33y,
-1

1
b)) En déduire égaliléd f

-3

R(OPM 2)de = (~1) f ROV Pl
«) On suppose que & est de degrd stricteiment inférienr & n. Calender / RUYPLY ()4t
Jo

1
d) En cholsissant un polynéme B particulicr, calculer f (P ()24t

14, On pose, pour tout entier naturel 2 o sons réserve diexislennn @

. Zw + 13
Ln(r) = JI-"]_]'I'E;—_b AT_E?TQ / f : |- ht‘ ( )(j‘l‘l
a) A Taide des questions 4 et 5, vérifier que Lo(x) = f(z) ot Fa(z)} = f'{z).
1 1
fir .
) Montrer que pour tout entier naturel 7, on a : f e+ ht) B (H)dt = 5%15 f P 4 R (1 — 25
-1 ot

¢} En appliquant e résultat de 1o question 5.a) & la fonclion F), montrer que pour toul entier naturel n, on & ¢

lim /Ll (f(“}{:c+ht) ----ff“)(u:)) (1 — gt =0

A—0 S
Fu dédmre Vexivience ef Texpression de L,(x].
15. On rappelle gue o est le réel défini dans le présmbule dn probléme. Smt w un entier supdrieur ou égal & 1
et 2y, ur polyndme de deged inférienr ou égul & n. On pose @ $p(Gn) = [ (Fle -+ o) — Q@ (8)) dt.

a} Montrer que 1a famille £, FlLEY, ... ,!-’,E“}) st une base de B, [X], cspace vectorie] des polyndmes de degré

inférienr ou égal A n.

La fonction polynomiale @, (1) s'éerit alore dans cetie hase : 2.8 E akP () (%]
k=l
b} Fn neilisant la gquestion 13, éhablir Pégalite f (Qult))? Z
P

[
¢} On pose, pour bout k de 0.0 @ w1 = [ fla+ rzi)Pﬁk}{tjdt
-1

! . T2 2k b N a2k,
. A — o 2 - —_— I — % e MY
Mantrer que 6, (n) = [_j(f(r - o)) dt 39 Sl kah 3 .?)‘ﬁ.) 3 . 5 ¥k

d} Pour quel polynome ¢, la quanlité (0, est-elle minimale 7 On exprimers pour tout & de [0,v]. le

voctficient af de €7, en fonction de k et de gy

-
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