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La présentation, la Hsibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et ia précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans Vappréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs caleuls,

ils ne doivent foire usage d’aucun document. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule lutilisation d'une régle gradude est autorisée.

Si au cours de Vépreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalere sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il Sera amené & prendre.

On g’intéresse dans ce probléme & deux mesures du risque utilisées par les marchés financiers.

Pour cela, on considére des variables aléatoires sur un espace probabilisé (£2,.4, P} qui modélisent des pertes
financigres subies par des acteurs économiques sur une période donnée.

Toutes les variables aléatoires définies dans ce probléme sont des variables aléatoires sur cet
espace probabilisé.

Soit D l'ensemble des variables aléatoires réelles 4 densité X vérifiant :
» X admet une espérance, notée E(X).
¢ 1) existe un intervalle Ix (dont on admet Funicité) sur lequel la fonction de répartition de X, notée Fy,
réalise une bijection de classe ¢ strictement crotssante de Iy sur )0, 1].
On note Gx la bijection réciproque, définie de |0, i] sur Ix. Les notations Fx et Gx seront utilisées
dans tout le sujet. )

Dsns tont le probléme 5 est un réel appartenant 3 )0, 1 et représentant un niveau de confiance.
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Partie I - Définition et propriétés de la « Value at Risk »
1. Seit X € D. Montrer gu'il existe un unigue réel v tel que P([X < o]} = 8, et que 'on 2 : v = Gx(f).

¢ On définit alors r5( X}, appelé la « Value at Risk » au niveau de confiance § de X, par r5(X) = Gx{f) .
C’est une grandeur qui permet d’évaluer le risque pris par U'acteur qui détient I'actif dont les pertes
sont modélisées par X. '

e On remargue que rg(X) est égale au capital minimal qu’il faut détenir pour &tre en mesure
de couvrir les pertes de ’actif associé 4 X avec une probabilité égale & 5.

2. On suppose que dans cette guestion que X est une variable aléatoire suivant la loi exponenticlle de
paramétre A €]0, +oof.

(a} Rappeler la valeur de Fy{z) pour tout réel z.
{(b) En déduire que X € D, et que Pon a rg(X) = -“}1( In{l - ).
3. On suppose dans cette guestion que X et ¥ sont deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi

normale de paramétres m et o2 pour X, et de paramétres i et s° pour Y.
On note @ Ia fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et ¢ la densité usuelle de cette loi,

(a) i Justifier que ® réalise une bijection de R sur ]0,1[. On note ™! la bijection réciproque.
ii. Pour tout = & R, exprimer Fx(z) en fonction de &, m, o et x.
iti. En déduire que X € D et que rg(X) = m + @~ 1{5).
{b) Quelle est laloide X +Y 7
En déduire rg(X + Y) en fonction de m, 1, 0,5 ¢t 2.
(¢) Pour quels 8 €]0, 1] a-t-on rg{X +Y) € rg(X} +7rg(¥)?
4. Soit X une variable aléatoire appartenant & D, ¢ un réel, et A un réel strictement positif.
OnposeY =X +cet Z = AX et on admet que Y et Z appartiennent 4 D.
(a)} Monirer que r3(Y) = rg{X) +c.
{b) Montrer que rg(Z} = Arg(X}.
5. Soit X et Y deux variables aléatoires appartenant & D et telles que pour tout w € Q, X{w) € Y{w).

(a) Comparer, pour tout réel z, Fx(z) et Fy{z).
(b} En déduire que r3{X) < rg(Y).

Partie II - Estimation de la valeur de rz(X)

Dans la pratique la loi de X n’est pas totalement connue et on a besoin d’avoir une idée assez précise de la
«Value at Risk » ne connaissant qu'un certain nombre de valeurs de cette variable,

On modéhise cette situation en supposant, dans cette partie, que la loi de X dépend d'un parameétre & inconnu
appartenant 3 un sous-ensemble © de R ou R?, que rg(X) = g(8) ol g est une fonction définie sur € et que
pour tout # € 8, X € D,

On utilise aussi les hypothéses et notations suivantes :

¢ {Xp)u>1 est une suite de veriables aléatoires réelles appartenant 4 D, mutuellement indépendantes, de
méme loi que X.

» pour tout w € £ et n € N*, on ordonne Xi(w),..., Xn(w) dans lordre croissant et on note alors
Xin(w), ..oy Xnnlw) les valeurs obtenues.
En particulier Xj,,{w) est la plus petite des valeurs X1 (W), ..., Xp(w) et X,, n{(w} la plus grande.

¢ on admet que pour tout n € N* et & € [1,n], les Xy ,, sont des variables aléatoires.

* pour tout téel z et tout entier naturel non nul n, on définit la variable aléatoire N, , ainsi:
pour tout w € @, Ny »(w) est le nombre d’indices k compris entre 1 et n tels que I'on ait X (w) < .

6. Moutrer que pour tout x € R et tout n € N*, N ,, suit une lot binomiale dont on précisera les paramétres.
En déduire Pespérance et la variance de N, ,,.

2/5



7. Montrer que pour tout £ € R et & > 0 :

: N
A ([ e

= x-:]) =0,
8. Soit z € R et n € N*,
(a} Montrer que pour tout & € [1,n], il v a égalité entre Jes événements (Xi, < 7} et [Ny, 2 K.
(b} En déduire que pour tout &k € [1,n] :

(13

P([Xkn €2]) = Z (:) (Fx{z))7(1 — Fx(£)y™"

re=k
et que Xy » est une variable aléatoire récle & densité.
9. Soit (I, )nen+ une suite de variables aléatoires et ¢ un réel. On suppose que pour tout € > 0 :

Hm P([|Us—cf2e]) =0

00

On considére (uy,),3) une suite convergente de réels et on pose £ = Em .
. Ll

+oo
0 sit>ec
Etablir que : lim P{{U, > 1]} =
(a) Etablir que am { b {1 sit<ec.
f—c

{b} On suppose que £ > ¢ et on pose g = .
En remarquant que £ — £ = ¢+ £, montrer qu'a partir d'un certain rang, u, = ¢+ €.
En déduire que lim P([U, > u,]) = 0.
n—+toc
(¢) Montrer de méme que si € < ¢, lim P([U, 2 w.)) = 1.
noa

10. On definit pour tout n € N* tel que nf = i, la variable aléatoire Y, sur ({1, 4,P) par ¥, = Xiag|n O
[nd] désigne la partie entiére de n8 et on pose § = rg(X). '

Soit ¢ > 0,
(2) Montrer que : P ([[¥ — 0] < e]) = P([%, < & +¢]) ~ P(¥, < &' —&]).
(b) En déduire que :
o 2) - (e 2

n n

- {c} En déduire que vl_ftll P([Yn - 0| <) =1.

Que peut-on en déduire concernant Pestimateur ¥, de rg(X)?

11. On suppose que l'on a défini une fonction d’en-téte function R=triCroeissant (T) qui renvoie le tablean
des valeurs se trouvant dans T rangées dans I'ordre croissant. Par exemple, siT={ 0 -1 0 2 4 2 3} alors
disp(triCroissant (T)) affiche :

ans =

- 1. G. 0. 2. 2. 3. 4.

Ecrire une fonction Scilab d’entéte function r=VaR(X,beta) qui renvoie la valeur de Pestimation obte-
nue avec lestimateur ¥, pour rg(X) si le tableau X contient Ia réalisation de 'échantiilon (X3, ..., X,)
et beta la valeur de 8,

Partie ITI - L’« Expected Shortfall » (ES)

On conserve les notations de la partie 1. _
Pour qu'une mesure de risque soit acceptable, on souhaite qu’elle vérifie un certain nombre de propriétés.

On dit qu'une fonction p définie sur D & valeurs réelles est une mesure de risque cohérente sur T si elle
vérifie les quatre propriétés :
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(R1) VX eD, VeeR, plX +)=p(X)+¢;
(R)) VX €D, ¥re R pAX) = Ap(X);
{Hs) V(X,Y) € D? sipowr tout w € Q, X{w) € Y(w) alors p(X) € p{V);
(Ry) Y(X,Y)eD? telles que X+ Y € D, p(X + Y} € o(X) + p(Y)-
12. Montrer que 'espérance est une mesure de risque cohérente gur T.
13. La « Value at Risk » rg est-elle une mesure de risque cohérente sur T pour toute valeur de 8 €]0,1[?
On détaillera si chacune des propriétés de (R;) & (Ry) est satisfaite ou non.

Soit X une variable aléatoire appartenant & D, admettant une densité fx. On définit '« Expected Shortfall »
de X de niveau de confiance § par

1 ey
1= 8 Jeatx)
Le but de cette partie est de démontrer que, pour tout 3 €0,1[, FSs est une mesure de risque
cohérente sur D, asser. « proche » de rp.

14. Soit X une varinble aléatoire appartenant 3 7.

(8) Montrer que ESg(X) est bien définie, et que ESz(X) > rp(X).
(b} A P'mide du changement de variable t = Fx(z), &ablir :

ESg(X) = rfx(z)dz (1)

1
Esﬁ(X)zi-_%—ﬁ fﬂ Gx(tdt (2)

On pourra ainsi utiliser (1} ou (2) au choix dans la snite pour définir ESg(X).
15. (a) Montrer que KS; vérifie 1a propriété (R;).
(b) Montrer que ESg vérifie la propriété (H,).
16. On suppose dang cette question que X suit la loi exponentielle de paramétre A > 0.

{a} Montrer que : ESg{X) = rg(X)} + :1{
(b) En déduire que ESp(X) o3 TP (X},

17. On suppose dens cette question que X suit la loi normale centrée réduite.

(a) Montrer ESs(X) = ﬁ’%.

. +o0
(b) Pour tout x > 0, établir Iégalité : 1 — &(z) = %&’l - f %

di.

T o(t) 1
(¢} Montrer que, pour tout £ >0 : 0 / = @t < (1~ &(x)).

En déduire que : 1 — &{x) Fodipsat
[+ <]

(d} En conclure que ’on a aussi dans ce cas : ESz{X) Fad ra(X).

Dans les guestions qui suivent, X est une variable aléatoire appartenant & D.
¢ On note % la fonction définie par, Vo € R, A(r) = max(z, 0).
¢ On admet que si U et V' sont deux variables aléatoires telles que, 0 < U/ € V et E(V) existe alors E(U)
existe et 0 < E(U) € E(V).
¢ On note pour tout événement 4, £ 4 la variable aléatoire indicatrice de 'événement A. Rappelons qu'il
s'agit de la variable aléatoire prenant la valeur 1 si A est réalisé, et 1a valeur 0 sinon.

18. (a) Montrer que A(X — rs(X)) admet une espérance, et que l'on & :

“+oao

E(R(X — r5(X))) = / L Ux(0d=0=B)rs()

ra(

ol fy désigne une densité de X.
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(b) En dédﬁire :
ESy(X) = ra(X) + 75 E(R(X = 15(X)) .

19. En utilisant la méthode de Monte-Carlo, dont on supposera la validité, et la fonction VaR définie dans
la question 11, écrire une fonction Scilab qui caleul une valeur approchée de ESs(X) & partir de la
réalisation d’un échantillon de taille n de la loi de X dont les valeurs se trouvent dans le tableau Scilab
X et de la valeur de # se trouvant dans la variable Scﬂab bata .

20. Soit £ une variable aléatoire telle que : E{Z) =1 et 0K Z < !

1-8
(a) Justifier Pégalité entre variables aléatoires : h{X —rg{X)) = (X —rg(X)) x xs e (X))
(b} Montrer que E(XZ) existe et &tablir Pégalité :

ESp(X) ~ E(X2) = 1=3E [(X = 500} Qisepon — (L= £)2)]

(c) En déduire que ESp(X) —~E(XZ} 20
Comment choisir Z pour que ESg(X) = E(X Z) 7
1

21. On note K P'ensemble des variables aléatoires Z sur ({2, A, P) telless que £(Z) =l et 0 £ Z K T—F

Justifier 'égalité : ESp(X) = max E(XZ).
22. Démontrer que, pour tout 8 E]O, 1[,- la fonction ESs est une mesure de risque cohérente sur D.
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