
MATHÉMATIQUES - EMLyon E 2013

Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Exer
i
e 1

Partie I - Cal
ul d'une intégrale dépendant d'un paramètre

On 
onsidère l'appli
ation g : [0; 1] → R dé�nie, pour tout t ∈ [0; 1], par :

g(t) =

{

−t ln t si 0 < t 6 1

0 si t = 0

1. La fon
tion g est d'abord 
ontinue sur ]0; 1], 
omme produit de fon
tions de référen
e 
ontinues sur


et intervalle.

De plus : lim
t→0+

t ln t = 0 par 
roissan
es 
omparées, don
 lim
t→0+

g(t) = 0 = g(0), 
e qui prouve que g

est aussi 
ontinue en 0.

Finalement, g est 
ontinue sur [0; 1].

2. Soit x ∈]0; 1[, on pose :

u(t) = ln t −→ u′(t) =
1

t

v′(t) = −t −→ v(t) = −t2

2

Les fon
tions u et v sont bien de 
lasse C1
sur ]0; 1], don
 d'après la formule d'intégration par parties :

∫ 1

x

g(t)dt =

[

−t2

2
ln t

]1

x

−
∫ 1

x

1

t
.

(

−t2

2

)

dt

= 0 +
1

2
.x2 ln x+

1

2

∫ 1

x

tdt

=
1

2
.x2 ln x+

1

2
.

[

t2

2

]1

x

=
1

2
.x2 ln x+

1

4
− 1

4
.x2

3. Lorsque x tend vers 0 par valeurs supérieures :

lim
x→0+

x2. ln x = 0 par 
roissan
es 
omparées, et lim
x→0+

1

4
.x2 = 0, don
 :

lim
x→0+

∫ 1

x

g(t)dt =
1

4
, 
e qui exprime bien que

∫ 1

0

g(t)dt 
onverge et que

∫ 1

0

g(t)dt =
1

4

Partie II - Exemple de densité

On 
onsidère l'appli
ation f : R → R dé�nie, pour tout t ∈ R par :

f(t) =

{

−t ln t+ t1/3 si 0 < t < 1

0 sinon
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1. La fon
tion f est évidemment 
ontinue sur les intervalles ] − ∞; 0[ et ]1; +∞[ 
omme fon
tion


onstante (nulle), elle est également 
ontinue sur ]0; 1[ 
omme somme et produit de fon
tions de

référen
e 
ontinues sur 
et intervalle.

lim
t→0+

t ln t = 0 
omme on l'a déjà dit, et lim
t→0+

t1/3 = lim
t→0+

e
1

3
ln t = 0 puisque lim

t→0+

1
3
ln t = −∞ et

lim
X→−∞

eX = 0.

Ainsi : lim
t→0+

f(t) = 0 = f(0) = lim
t→0−

f(t), don
 f est aussi 
ontinue en 0 ; par 
onséquent, elle est


ontinue sur tout l'intervalle ]−∞; 1[.

lim
t→1−

t ln t = 1× 0 = 0, et lim
t→1−

t1/3 = lim
t→1−

e
1

3
ln t = e0 = 1, don
 lim

t→1−
f(t) = 1 6= 0 = lim

t→0+
f(t).

La fon
tion f n'est don
 pas 
ontinue en 1.

2. L'intégrale

∫ +∞

−∞

f(t)dt 
onverge si et seulement si

∫ 1

0

f(t)dt 
onverge, puisque f est nulle en-dehors

de ]0; 1[.

On a déjà vu que

∫ 1

0

−t ln tdt 
onverge et vaut

1

4
.

Pour tout x ∈]0; 1] :
∫ 1

x

t1/3dt =

[

t1/3+1

1/3 + 1

]1

x

=
3

4
.
[

1− x4/3
]

−−−→
x→0+

3

4
, don


∫ 1

0

t1/3dt 
onverge et

vaut

3

4
.

Par linéarité de l'intégrale, on en déduit que

∫ 1

0

f(t)dt 
onverge, et vaut :
∫ 1

0

f(t)dt =

∫ 1

0

−t ln tdt +

∫ 1

0

t1/3dt =
1

4
+

3

4
. Ainsi,

∫ +∞

−∞

f(t)dt =

∫ 1

0

f(t)dt 
onverge et vaut 1.

3. � La fon
tion f est 
ontinue sur R, sauf en un seul point : x = 1.

�

∫ +∞

−∞

f(t)dt 
onverge et vaut 1.

� Sur ] − ∞; 0] et [1; +∞[, f est nulle don
 positive, et pour tout t ∈]0; 1[ : ln t étant négatif,

−t ln t > 0, de plus t1/3 > 0 don
 par somme de réels positifs, f(t) > 0.
Ainsi, f est positive sur tout R.

Ces trois propriétés font bien de f une densité de probabilité.

4. a. La fon
tion f est bien de 
lasse C2
sur ]0; 1[ 
omme somme et produit de fon
tions de référen
e,

de 
lasse C2
sur 
et intervalle.

∀t ∈]0; 1[, f ′(t) = − ln t− t.
1

t
+

1

3
.t1/3−1 = − ln(t)− 1 +

1

3
.t−2/3

.

∀t ∈]0; 1[, f ′′(t) = −1

t
+

1

3
.

(

−2

3

)

.t−2/3−1 = −1

t
− 2

9
.
1

t5/3
.

b. Sur l'intervalle ]0; 1[, on a 
lairement f ′′(t) < 0, don
 f ′
est une fon
tion 
ontinue (
ar f est de


lasse C2
), stri
tement dé
roissante sur ]0; 1[.

De plus, lim
t→0+

− ln t = +∞ = lim
t→0+

t−2/3
, don
 lim

t→0+
f ′(t) = +∞,

et lim
t→1−

f ′(t) = 0− 1 +
1

3
= −2

3
< 0, don
 f ′


hange de signe sur ]0; 1[.

Cest trois hypothèses et le théorème de la bije
tion, permettent d'a�rmer que l'équation f ′(t) = 0
admet une unique solution α sur ]0; 1[.

Comme de plus : f ′(
1

e
) = f ′(e−1) = − ln e−1 +

1

3
.e−

2

3
. ln(e−1) = 1 +

1

3
.e2/3 > 0, alors f ′(e−1) > 0 =

f ′(α), 
e qui entraîne : e−1 < α par stri
te dé
roissan
e de f ′
sur ]0; 1[, et donne bien :

1

e
< α < 1.
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. L'en
adrement pré
édent fournit l'intervalle de départ

[

1

e
; 1

]

pour l'algorithme de di
hotomie :

fun
tion y=fprime(t)

y=-log(t)-1+t^(-2/3)/3

endfun
tion

a=exp(-1); b=1;

err=b-a; eps = 1e-3

while err > eps

m=(a+b)/2

if fprime(a)*fprime(b)>0 then

a=m

else

b=m

end

err = err/2

end

disp('une valeur appro
hée de alpha à 10^(-3) près est '+string((a+b)/2))

À l'exé
ution, l'algorithme retourne la valeur appro
hée : α ≈ 0.525 à 10−3
près

Partie III - Cal
ul d'une fon
tion de répartition

On admet qu'il existe une variable aléatoire réelle X ayant f pour densité (l'appli
ation f a été

dé�nie au début de la partie II) et on note F la fon
tion de répartition de X .

1. Soit x ∈]0; 1]. Grâ
e aux 
al
uls pré
édents, on peut é
rire :

∫ 1

x

f(t)dt =

∫ 1

x

−t ln tdt+

∫ 1

x

t1/3dt =
1

2
.x2 ln x+

1

4
−1

4
.x2+

3

4
.
(

1− x4/3
)

= 1+
1

2
x2 ln(x)−1

4
.x2−3

4
.x4/3.

2. La densité f étant nulle sur ]−∞; 0[ et sur ]1; +∞[, on a don
 X(Ω) ⊂ [0; 1] et on peut déjà é
rire :

∀x ∈]−∞; 0], F (x) = 0 et ∀x ∈ [1; +∞[, F (x) = 1.

Pour tout x ∈]0; 1[ :

F (x) =

∫ x

−∞

f(t)dt =

∫ x

0

f(t)dt =

∫ 1

0

f(t)dt−
∫ 1

x

f(t)dt =
1

4
.x2 − 1

2
x2. ln x+

3

4
.x4/3

d'après les 
al
uls pré
édents.

3. La fon
tion de répartition n'a pas i
i une expression simple... il était don
 prin
ipalement attendu

i
i, de donner une allure de sa 
ourbe représentative 
ohérente ave
 ses propriétés 
onnues :

F est 
ontinue sur R, nulle i
i sur ]−∞; 0], stri
tement 
roissante sur ]0; 1[, égale à 1 sur [1; +∞[.

Partie IV - Étude d'extrémum lo
al pour une fon
tion de deux variables

réelles

On note D l'ensemble des 
ouples (x, y) appartenant à ]0; +∞[2 tels que : x+ y < 1 et 2x < 1.
On 
onsidère l'appli
ation G : D → R, de 
lasse C2

sur l'ouvert D, dé�nie, pour tout (x, y) ∈ D, par :

G(x, y) = f(x+ y)− 1

2
.f(2x)

l'appli
ation f ayant été dé�nie au début de la partie II.
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1. L'ensemble D est déjà 
onstitué de points M(x, y) dont les deux 
oordonnées sont stri
tement po-

sitives, on se restreint don
 au quart de plan supérieur droit.

En é
rivant les équivalen
es : x+ y < 1 ⇐⇒ y < 1− x et 2x < 1 ⇐⇒ x < 1/2, on tra
e ensuite

les droites d'équations y = 1− x et x =
1

2
, qui délimitent 
ha
une deux demi-plans.

On identi�e auxquels 
orrespondent {(x, y) ∈ R
2| x+ y < 1} et {(x, y) ∈ R

2| 2x < 1} en 
onstatant

par exemple, que l'origine O(0, 0) appartient à 
ha
un d'entre eux :

0 0.5 1

0

1

0 0.5 1

0

1

0 0.5 1

0

1

]0; +∞[2
{

(x, y) ∈ R
2
∣

∣ x < 1/2
} {

(x, y) ∈ R
2
∣

∣ x+ y < 1
}

0 0.5 1

0

1

L'ensemble D est alors l'interse
tion

de 
es trois domaines, soit :

0 0.5 1

0

1

2. La fon
tionG est bien de 
lasse C2
surD, puisque (x, y) 7→ x+y et (x, y) 7→ 2x sont deux appli
ations

de R
2
dans R de 
lasse C2

sur D, à valeurs dans ]0; 1[, f étant aussi de 
lasse C2
sur ]0; 1[.

Pour tout 
ouple (x, y) ∈ D :

∂1(G)(x, y) = 1.f ′(x+ y)− 1

2
.2.f ′(2x) = f ′(x+ y)− f ′(2x)

∂2(G)(x, y) = 1.f ′(x+ y) + 0 = f ′(x+ y)

3. M(x0, y0) est un point 
ritique de G si et seulement si :

{

∂1(G)(x0, y0) = 0

∂2(G)(x0, y0) = 0
⇐⇒

{

f ′(x+ y)− f ′(2x) = 0

f ′(x+ y) = 0
⇐⇒

{

f ′(x+ y) = 0

f ′(2x) = 0
.

4. On sait par dé�nition que, pour tout 
ouple (x, y) ∈ D, 0 < x+ y < 1 et 0 < 2x < 1.

D'après la question 4.a) de la partie II, on peut don
 dire que, pour (x, y) ∈ D :

{

f ′(x+ y) = 0

f ′(2x) = 0
⇐⇒

{

x+ y = α

2x = α
⇐⇒







x =
α

2

y =
α

2

,
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et G admet bien pour seul point 
ritique, le point

(α

2
,
α

2

)

.

5. Pour savoir si 
et unique point 
ritique est un extrémum lo
al, on 
al
ule les dérivées partielles

d'ordre 2 de la fon
tion G, de 
lasse C2
sur l'ouvert D :

∀(x, y) ∈ D, ∂2
1,1(G)(x, y) = 1.f ′′(x+ y)− 2f ′′(2x),

∂2
2,2(G)(x, y) = 1.f ′′(x+ y),

∂2
1,2(G)(x, y) = ∂2

2,1(G)(x, y) = 1.f ′′(x+ y)− 0 d'après le théorème de S
hwarz

La Hessienne de G au point 
ritique

(α

2
,
α

2

)

est don
 :

H =

(

−f ′′(α) f ′′(α)

f ′′(α) f ′′(α)

)

Les valeurs propres de H sont les réels λ tels que H − λ.I2 est non-inversible ; 
omme 
'est une

matri
e 
arrée d'ordre 2, 
ela revient à 
her
her les réels λ tels que :

det(H − λ.I2) = 0 ⇐⇒ (−f ′′(α)− λ)(f ′′(α)− λ)− [f ′′(α)]2 = 0 ⇐⇒ λ2 − 2[f ′′(α)]2 = 0

La HessienneH admet don
 les deux valeurs propres opposées : λ1 =
√
2.f ′′(α) et λ2 = −

√
2.f ′′(α).

Comme f ′′
est stri
tement négative sur ]0, 1[, on peut en déduire que H admet deux valeurs propres

de signes opposés :

On 
on
lut don
 que G n'admet pas d'extrémum en

(α

2
,
α

2

)

, mais un point 
ol ; elle

n'admet don
 pas d'extrémum du tout sur l'ouvert D.

Exer
i
e 2

Dans 
et exer
i
e, on note A =









0 0 0 2
0 0 1 0
0 1 0 0
2 0 0 0









.

1. La matri
e A est 
lairement symétrique à 
oe�
ients réels : par 
onséquent, elle est diagonalisable

d'après le théorème du 
ours.

2. On peut 
her
her la réduite de Gauss de la matri
e A− λ.I4, on peut aussi dire
tement trouver les

valeurs propres en devinant les ve
teurs propres asso
iés ; on 
onstate ainsi que :

A









1
0
0
1









=









2
0
0
2









= 2.









1
0
0
1









, 
e qui prouve que 2 est valeur propre de A ave










1
0
0
1









pour ve
teur

propre asso
ié.

De même, A.









1
0
0
−1









=









−2
0
0
2









= −2.









1
0
0
−1









, A.









0
1
1
0









=









0
1
1
0









et A.









0
1
−1
0









=









0
−1
1
0









, 
e qui prouve

que les réels −2, 1 et −1 sont aussi valeurs propres de A.
Or A ∈ M4(R), et on vient de lui trouver 4 valeurs propres distin
tes : d'après le 
ritère su�sant, il

n'y a pas d'autre valeur propre pour A : Sp(A) = {−2,−1, 1, 2}, et les 4 sous-espa
es propres sont
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dans 
e 
as, tous de dimension 1. Comme on dispose pour 
ha
un d'un ve
teur propre, il forme à


haque fois une base de l'espa
e, 
'est-à-dire que :

E−2(A) = Vect

















1
0
0
−1

















, E−1(A) = Vect

















0
1
−1
0

















, E1(A) = Vect

















0
1
1
0

















, E2(A) = Vect

















1
0
0
1

















.

3. Les 4 ve
teurs propres pré
édents étant asso
iés à des valeurs propres distin
tes, ils forment une

famille libre de 4 ve
teurs dans R
4
: 
'est don
 une base de R

4
, et A est semblable à la matri
e

D =









−2 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 2









,

via la formule de 
hangement de base : A = PDP−1
ave
 P =









1 0 0 1
0 1 1 0
0 −1 1 0
−1 0 0 1









.

On a bien respe
té i
i les 
onditions de l'énon
é pour les matri
es D (diagonales à 
oe�
ients

diagonaux - les valeurs propres ! - rangés dans l'ordre 
roissant) et P (matri
e inversible - 
ar 
'est

une matri
e de passage - à 
oe�
ients diagonaux tous égaux à 1).

Le 
al
ul par la méthode de Gauss donne : P−1 =
1

2
.









1 0 0 −1
0 1 −1 0
0 1 1 0
1 0 0 1









.

Remarque : en fait, P−1 =
1

2
. tP ...

On appelle 
ommutant de A, et on note CA, l'ensemble des matri
esM deM4(R) telles que AM = MA.

On appelle 
ommutant de D, et on note CD, l'ensemble des matri
es N de M4(R) telles que DN = ND.

4. CA est d'abord une partie non vide de M4(R), puisque la matri
e nulle 
ommute évidemment ave


A (A.04 = 04 = 04.A).
Remarquons aussi que I4, A et plus généralement toute puissan
e de A, 
ommute ave
 A ! !

Soient maintenant M et M ′
deux matri
es de CA, et λ ∈ R un réel quel
onque.

Alors : A(λ.M +M ′) = λ.AM +AM ′ = λ.MA+M ′A = (λ.M +M ′)A, don
 λ.M +M ′
appartient

à CA, 
e qui prouve que 
et ensemble est stable par 
ombinaison linéaire : 
'est bien un sous-espa
e

ve
toriel de M4(R).

5. Soit M ∈ M4(R). On note N = P−1MP . Selon la suite d'équivalen
e très 
lassique :

M ∈ CA ⇐⇒ AM = MA ⇐⇒ P−1AMP = P−1MAP ⇐⇒ DP−1PN = NP−1PD
⇐⇒ DN = ND ⇐⇒ N ∈ CD, puisque :

A = PDP−1 ⇐⇒ AP = PDP−1P = PD et aussi P−1A = P−1PDP−1 = DP−1
.

De même, N = P−1MP donne PN = MP et NP−1 = P−1M .

6. On détermine i
i le 
ommutant CD en partant d'une matri
e quel
onque D =









a b c d
e f g h
i j k l
m n o p









, et

en é
rivant l'équation :

DN = ND ⇐⇒









−2a −2b −2c −2d
−e −f −g −h
i j k l

2m 2n 2o 2p









=









−2a −b c 2d
−2e −f g 2h
−2i −j k 2l
−2m −n o 2p









.

L'identi�
ation des 
oe�
ients donne alors : −2a = −2a qui est toujours vrai, a est don
 variable

libre, puis −2b = −b ⇐⇒ −b = 0 ⇐⇒ b = 0, puis −2c = c ⇐⇒ −3c = 0 ⇐⇒ c = 0, et ainsi de
suite : à 
haque fois que le 
oe�
ient de l'in
onnue di�ère entre DN et ND, 
elle-
i est nulle.
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Tous 
omptes faits, les matri
es qui 
ommutent ave
 D sont de la forme : N =









a 0 0 0
0 f 0 0
0 0 k 0
0 0 0 p









,


e sont don
 les matri
es diagonales de M4(R).

Remarque : il faut bien résoudre 
omplètement l'équation matri
ielle, il n'est pas du tout évident

que le 
ommutant d'une matri
e diagonaleD est l'ensemble des matri
es diagonales. En fait, 
e n'est

vrai que si les 
oe�
ients diagonaux de D sont tous distin
ts deux à deux !

7. Reprenons l'en
haînement des questions pré
édentes :

⋆ une matri
e M appartient à CA si et seulement si N = P−1MP appartient à CD.

⋆ une matri
e N appartient à CD si et seulement si elle est diagonale.

⋆ La relation : N = P−1MP étant équivalente à : M = PNP−1
, on en déduit que l'ensemble CA est


onstitué des matri
es :

M = P









a 0 0 0
0 f 0 0
0 0 k 0
0 0 0 p









P−1 =









a+p
2

0 0 −a+p
2

0 f+k
2

−f+k
2

0

0 −f+k
2

f+k
2

0
−a+p

2
0 0 a+p

2









où a, f, k, p sont des réels quel
onques.

Les matri
es de CA sont bien toute de la forme :









a 0 0 b
0 c d 0
0 d c 0
b 0 0 a









. Ré
iproquement, toute matri
e

de 
ette forme ave
 a, b, c, d réels quel
onques, appartiennent bien à CA 
omme le prouve un 
al
ul

dire
t.

8. L'é
riture : CA =























a 0 0 b
0 c d 0
0 d c 0
b 0 0 a









|(a, b, c, d) ∈ R
4















permet d'é
rire :

CA =















a.





1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1



+ b.









0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0









+ c.









0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0









+ d.









0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0









|(a, b, c, d) ∈ R
4















= Vect













1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1



 ,









0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0









,









0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0









,









0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

















qui prouve que la famille













1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1



 ,









0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0









,









0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0









,









0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

















est génératri
e de CA.

Et 
omme :

a.





1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1



+b.









0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0









+c.









0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0









+d.









0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0









= 04 ⇐⇒









a 0 0 b
0 c d 0
0 d c 0
b 0 0 a









= 04

⇐⇒ a = b = c = d = 0, la famille génératri
e est aussi libre, don
 une base de CA, et : dim(CA) = 4 .
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Exer
i
e 3

Soit n un entier supérieur ou égal à 2.

On 
onsidère une urne U 
ontenant n boules numérotées de 1 à n et indis
ernables au tou
her.

On e�e
tue une suite de tirages d'une boule ave
 remise de la boule dans l'urne U .

Partie I

Soit k un entier supérieur ou égal à 1. Pour tout i ∈ J1;nK, on note Xi la variable aléatoire égale au

nombre d'obtentions de la boule numéro i au 
ours des k premiers tirages.

1. Soit i ∈ J1;nK un entier �xé : puisque Xi 
ompte le nombre de fois où on obtient la boule i dans
la répétition de k épreuves de Bernoulli (tirages d'une boule) identiques et indépendantes (
ar les

tirages se font ave
 remise), 
ette variable aléatoire suit une loi binomiale de paramètres k et

1

n
qui est la probabilité de su

és (tirer la boule i).

Ainsi, Xi(Ω) = J0; kK, et ∀ℓ ∈ J0; kK, P (Xi = ℓ)

(

k

ℓ

)(

1

n

)ℓ

.

(

n− 1

n

)k−ℓ

.

De plus, d'après le 
ours : E(Xi) = k.
1

n
=

k

n
, et V (Xi) = k.

1

n
.
n− 1

n
=

k(n− 1)

n2
.

2. Bien entendu, pour i et j deux entiers distin
ts de J1;nK, les variables aléatoires Xi et Xj ne sont

pas indépendantes, puisque plus on obtient la boule i, moins on obtient la boule j...
On le voit en é
rivant que : P ([Xi = k] ∩ [Xj = k]) = 0 (en k tirages, on ne peut pas obtenir 2k

numéros), alors que P ([Xi = k])× P ([Xj = k]) =

(

1

n

)k

.

(

1

n

)k

=
1

n2k
6= 0.

3. Soit (i, j) ∈ J1;nK2.

a) La variable aléatoire somme Xi + Xj 
ompte, au �nal, le nombre d'obtentions d'une boule qui

porte soit le numéro i, soit le numéro j. On est don
 une fois de plus dans le 
as d'une répétion

d'épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes, où le su

ès est 
ette fois de probabilité

2

n
,

et où Xi +Xj 
ompte le nombre de su

ès en k épreuves.

Ainsi : Xi +Xj →֒ B(k, 2
n
), ave
 : V (Xi +Xj) = k.

2

n
.
n− 2

n
=

2k(n− 2)

n2
.

Remarque : on véri�e i
i que V (Xi +Xj) 6= V (Xi) + V (Xj), 
e qui 
on�rme que 
es deux v.a.r.

ne sont pas indépendantes.

b) On rappelle la formule : V (Xi +Xj) = V (Xi) + V (Xj) + 2.cov(Xi, Xj), qui donne :

cov(Xi, Xj) =
1

2

(

V (Xi +Xj)− V (Xi)− V (Xj)
)

=
1

2

(

2k(n− 2)

n2
− 2.

k(n− 1)

n2

)

=
−k

n2
.

Pour tout entier k supérieur ou égal à 1, on note Zk la variable aléatoire égale au nombre de numéros

distin
ts obtenus au 
ours des k premiers tirages et on note E(Zk) l'espéran
e de Zk.

Partie II

1. Ave
 un seul tirage, on a for
ément obtenu un numéro et un seul, don
 Z1 est la variable 
onstante

égale à 1 : P (Z1 = 1) et E(Z1) = 1.
En deux tirages, on a pu : tirer deux numéros distin
ts, ou tirer deux fois le même numéro.

Don
 Z2(Ω) = {1; 2}, et :
P (Z2 = 1) =

n.1

n2
=

1

n
(n possibilités pour le premier numéro, une seule ensuite pour le deuxième),

d'où P (Z2 = 2) = 1− P (Z2 = 1) =
n− 1

n
.

E(Z2) = 1.P (Z2 = 1) + 2.P (Z2 = 2) =
1

n
+ 2.

n− 1

n
=

2n− 1

n
.
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2. Soit k un entier supérieur ou égal à 1.

a) L'univers des possibles, lors de k tirages ave
 remise dans l'urne U , est l'ensemble des k-listes de
numéros de J1;nK : Card(Ω) = nk

.

L'événement [Zk = 1] est réalisé si et seulement si on tire k fois le même numéro : il y a n
possibilités pour le premier numéro tiré, tous les suivants doivent être le même : Card([Zk =
1]) = n.

D'où : P (Zk = 1) =
n

nk
=

1

nk−1
.

L'événement [Zk = k] est, par 
ontre, réalisé si et seulement si les k tirages ont donné des numéros

tous di�érents :

on remarque d'abord que 
'est impossible si k > n, 
ar il n'y a alors pas assez de numéros di�érents

dans l'urne !

Si k 6 n : un 
as favorable à [Zk = k] est une k-liste d'éléments distin
ts de J1;nK, 
'est-à-dire

un arrangement d'ordre k : C⊣∇⌈([Zk = k]) = Ak
n =

n!

(n− k)!
. Ainsi :

P ([Zk = k]) =







0 si k > n
n!

(n− k)!nk
=

(n− 1) · · · (n− k + 1)

nk−1
si k 6 n

.

b) Soit ℓ ∈ J1;nK :

Pour que l'événement : [Zk+1 = ℓ] soit réalisé, 
'est-à-dire qu'on ait obtenu ℓ numéros distin
ts

en k + 1 tirages, il y a deux situations possibles lorsqu'on fait le bilan après k tirages (un tirage

de moins don
) :

� soit les k premiers tirages ont déjà fait apparaître ℓ numéros distin
ts : événement [Zk = ℓ],
dans 
e 
as le (k+1)-ième tirage ne doit aps fait apparaître un nouveau numéro, et doit plut�t

reprendre l'un des ℓ numéros déjà tirés.

� Soit les k premiers tirages n'ont donné que ℓ− 1 numéros distin
ts : événement [Zk = ℓ− 1],
et il faut que le (k+1)-ième tirage fasse apparaître un nouveau numéro en
ore jamais obtenu,

don
 pris parmi n− (ℓ− 1) = n− ℓ+ 1 numéros possibles.

Ave
 des événements, 
ela s'é
rit : [Zk+1 = ℓ] = ([Zk = ℓ]∩ [Zk+1 = ℓ])∪([Zk = ℓ−1]∩ [Zk+1 = ℓ]).
Lorsqu'on passe aux probabilités : les deux événements dont [Zk+1 = ℓ] est la réunion, étant

in
ompatibles :

P (Zk+1 = ℓ) = P ([Zk = ℓ] ∩ [Zk+1 = ℓ]) + P ([Zk = ℓ− 1] ∩ [Zk+1 = ℓ])

= P (Zk = ℓ).P[Zk=ℓ](Zk+1 = ℓ) + P (Zk = ℓ− 1).P[Zk=ℓ−1](Zk+1 = ℓ)

=
ℓ

n
.P (Zk = ℓ) +

n− ℓ+ 1

n
.P (Zk = ℓ− 1)


) On utilise la relation pré
édente pour en déduire une relation entre E(Zk+1) et E(Zk) ; sa
hant
que : Zk+1(Ω) et Zk(Ω) sont in
lus dans J1, nK (plus pré
isément : Zk(Ω) = J1;min(k, n)K), on
peut toujours é
rire :

E(Zk+1) =
n
∑

ℓ=1

ℓ.P (Zk+1 = ℓ) =
n
∑

ℓ=1

ℓ.

[

ℓ

n
.P (Zk = ℓ) +

n− ℓ+ 1

n
.P (Zk = ℓ− 1)

]

=
1

n

n
∑

ℓ=1

ℓ2.P (Zk = ℓ) +

n
∑

ℓ=1

ℓ(n− ℓ+ 1)

n
.P (Zk = ℓ− 1)

[j=ℓ−1]
=

1

n

n
∑

ℓ=1

ℓ2.P (Zk = ℓ) +
1

n

n−1
∑

j=0

(j + 1)(n− j).P (Zk = j)
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=
1

n

n
∑

ℓ=1

ℓ2.P (Zk = ℓ) +
1

n
.

n
∑

j= 601

(j + 1)(n− j)P (Zk = j)− 1

n
.(n + 1)(n− n).P (Zk = n)

=
1

n

n
∑

ℓ=1

[

ℓ2 + (ℓ+ 1)(n− ℓ)
]

P (Zk = ℓ) =
1

n
.

n
∑

ℓ=1

[

ℓ2 + nℓ− ℓ2 + n− ℓ
]

P (Zk = ℓ)

=
1

n
.

n
∑

ℓ=1

[(n− 1)ℓ+ n].P (Zk = ℓ) =
n− 1

n

n
∑

ℓ=1

ℓ.P (Zk = ℓ) +

n
∑

ℓ=1

P (Zk = ℓ)

On retrouve bien : E(Zk+1) =
n− 1

n
E(Zk) + 1 ; noter le regroupement des deux sommes, après

avoir 
ompensé le terme manquant pour j = n, qui s'avère au �nal nul, tout 
omme P (Zk = 0).

3. a) Pour tout entier naturel k, on pose vk = E(Zk)− n (n est toujours �xé dans 
et exer
i
e) :

∀k > 1, vk+1 = E(Zk+1)−n =
n− 1

n
E(Zk)+1−n =

n− 1

n
.(vk+n)+1−n =

n− 1

n
vk+n−1+1−n,

ie : ∀k > 1, vk+1 =
n− 1

n
.vk . La suite (vk)k>1 est don
 géométrique, de raison q =

n− 1

n
(bien


onstante !), et de premier terme : v1 = E(Z1)− n = 1− n.

On a don
, pour tout n ∈ N
∗
: vk = (1− n).

(

n− 1

n

)k−1

, et puisque vk = E(Zk)− n :

E(Zk) = n+ vk = n + (1− n)

(

n− 1

n

)k

× n

n− 1
= n− n.

(

n− 1

n

)k

= n

(

1−
(

n− 1

n

)k
)

Partie III

On suppose maintenant que n = 4 ; ainsi l'urne U 
ontient quatre boules numérotées de 1 à 4.

Soit k un entier supérieur ou égal à 4. On se propose de déterminer la loi de Zk.

1. Pour n = 4, on a alors P (Zk = 1) =
1

4k−1
d'après les 
al
uls de la partie II.

Évidemment, ave
 4 boules dans l'urne, on ne peut pas obtenir 5 numéros di�érents ou plus, quel

que soit le nombre de tirages : P (Zk > 5) = 0.

2. Il faut i
i dénombrer soigneusement les issues possibles, et les 
as favorables à l'événement [Zk = 2],
réalisé si et seulement si les k tirages ont fait apparaître deux numéros distin
ts exa
tement, ni plus,

ni moins :

� En k tirages ave
 remises, il y a Card(Ω) = 4k issues possibles à l'expérien
e (modèle des k-listes).

� Dénombrement des 
as favorables à [Zk = 2] :

→ Choix des 2 numéros qui seront les seuls à sortir en k tirages :

(

4
2

)

= 6 possibilités.

→ Nombre de k-listes ne faisant apparaître que 
es deux numéros : 2k auquel il faut retirer les 2 listes
parti
ulières où seul un des deux numéros 
hoisi apparaît systématiquement (on veut deux numéros

distin
ts, ni plus, ni moins !) : 2k − 2 possibilités.

Au �nal, et par 
hoix su

essifs : Card([Zk = 2]) = 6.(2k − 2).
L'équiprobabilité des issues est assurée par le fait que 
haque numéro est présent sur une seule boule

dans l'urne U , et on a bien : P (Zk = 2) = 6.
2k − 2

4k
.

3. On note, pour tout i de J1; 4K, Ai l'événement :

� la boule numéro i n'a pas été obtenue au 
ours des k premiers tirages �.

a) L'événement [Zk 6 3] est réalisé si et seulement si en k tirages, on a eu au plus trois numéros

distin
ts : don
 si et seulement si l'un des 4 numéros au moins, n'est jamais sorti.
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Ainsi : [Zk 6 3] = A1 ∪A2 ∪A3 ∪A4. Ces 4 événements n'étant pas in
ompatibles, il faut utiliser

la formule du 
rible :

P (Zk 6 3) = P (A1) + P (A2) + P (A3) + P (A4)

− P (A1 ∩ A2)− P (A1 ∩A3)− P (A1 ∩A4)− P (A2 ∩A3)− P (A2 ∩A4)− P (A3 ∩ A4)

+ P (A1 ∩ A2 ∩A3) + P (A1 ∩ A2 ∩ A4) + P (A1 ∩ A3 ∩A4) + P (A2 ∩ A3 ∩ A4)

− P (A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩A4)

= 4P (A1)− 6P (A1 ∩ A2) + 4P (A1 ∩ A2 ∩ A3)− 0


ar dans 
ha
une des parties de la formule, les r�les des di�érents numéros sont symétriques et

les probabilités identiques par 
onséquent : P (A1) = P (A2) = P (A3) = P (A4), P (A1 ∩ A2) =
P (A3 ∩ A4), ... et P (A1 ∩A2 ∩ A3 ∩ A4) = 0 puisque les tirages font sortir au moins un numéro !

b) Les 
as favorables à A1 sont les k-listes de J2; 4K , don
 : P (A1) =
3k

4k
=

(

3

4

)k

.

Les 
as favorables à A1 ∩ A2 sont les k-listes de {3; 4}, don
 P (A1 ∩A2) =
2k

4k
=

(

1

2

)k

.

Il n'y a qu'un seul 
as favorable à A1 ∩A2∩A3 : 
'est la k-liste formée uniquement de numéros 4,

et P (A1 ∩ A2 ∩ A3) =
1

4k
=

(

1

4

)k

.


) On en déduit : P (Zk 6 3) = 4.

(

3

4

)k

− 6.

(

1

2

)k

+ 4.

(

1

4

)k

.

Or : [Zk 6 3] = [Zk = 1] ∪ [Zk = 2] ∪ [Zk = 3], don
 par in
ompatibilité des trois événements :

P (Zk 6 3) = P (Zk = 1) + P (Zk = 2) + P (Zk = 3)

⇐⇒ P (Zk = 3) = P (Zk 6 3)− P (Zk = 1)− P (Zk = 2)

=
3k

4k−1
− 6

2k
+

1

4k−1
− 1

4k−1
− 6.

(

1

2k
− 2

2k

)

=
3k

4k−1
+

6

2k−1

Vu que Zk(Ω) = {1, 2, 3, 4} (pour k > 4 du moins...) on a aussi :

P (Zk = 4) = P (Zk > 3) = 1− P (Zk 6 3) = 1− 3k

4k−1
+

6

2k
− 1

4k−1
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