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Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Exer
i
e 1

On 
onsidère l'appli
ation ϕ : ]0; +∞[→ R, x 7→ ex − xe
1

x
. On admet : 2 < e < 3.

Partie I : Étude de la fon
tion ϕ

1. La fon
tion ϕ est de 
lasse C3
, et même de 
lasse C∞ sur ]0; +∞[ 
omme somme, produit et 
omposée

de fon
tions de 
lasse C∞.

∀x > 0 : ϕ′(x) = ex − (e
1

x + x.(−
1

x2
)e

1

x ) = ex + (
1

x
− 1)e

1

x

∀x > 0 : ϕ′′(x) = ex + (−
1

x2
e

1

x + (
1

x
− 1).(−

1

x2
)e

1

x ) = ex −
1

x3
e

1

x

∀x > 0 : ϕ′′′(x) = ex − (−
3

x4
e

1

x +
1

x3
(−

1

x2
)e

1

x ) = ex + (
3

x4
+

1

x5
)e

1

x = ex +
3x+ 1

x5
e

1

x

2. D'après l'expression pré
édente : ∀x ∈]0; +∞[, ϕ′′′(x) > 0, don
 la fon
tion ϕ′′ est stri
tement 
rois-

sante sur ]0; +∞[.

Comme : ϕ′′(1) = e1 −
1

13
e

1

1 = e− e = 0, on en déduit que ∀x ∈]0; 1[, ϕ”(x) < 0

et ∀x ∈]1; +∞[, ϕ′′(x) > 0. Ainsi, la fon
tion ϕ′ est stri
tement dé
roissante sur ]0; 1[, puis stri
te-
ment 
roissante sur ]1; +∞[.

Don
 ϕ′ admet un minimum en x = 1, qui vaut : ϕ′(1) = e1 + (
1

1
− 1)e

1

1 = e, on a bien :

∀x ∈]0; +∞[, ϕ′(x) > e

3. lim
x→0+

ex = e0 par 
ontinuité de exp en 0.

Quand x → 0+ : X =
1

x
tend vers +∞, et : xe

1

x =
1

X
eX , où lim

X→+∞

eX

X
= +∞ = lim

x→0+
xe

1

x
par


roissan
es 
omparées.

D'où : lim
x→0+

ϕ(x) = −∞ par di�éren
e.

4. ∀x > 0 :
ϕ(x)

x
=

ex

x
− e

1

x
, où :

lim
x→+∞

e
1

x = lim
u→0+

eu = e0 = 1, et lim
x→+∞

ex

x
par 
roissan
es 
omparées, don
 lim

x→+∞

ϕ(x)

x
= +∞.

On peut alors é
rire : ∀x > 0, ϕ(x) =
ϕ(x)

x
×x, d'où : lim

x→+∞
ϕ(x) = +∞ par produit de deux limites

égales à +∞.

5. On admet : 15 < ϕ(3) < 16. On dé�nit la fon
tion f sur [3; +∞[ par : f(x) = ϕ(x)− ex.
La fon
tion f est bien dérivable sur [3; +∞[,ave
 :

∀x > 3, f ′(x) = ϕ′(x)− e > 0
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d'après la question 2. !

La fon
tion f est don
 
roissante sur [3; +∞[, don
 :

∀x > 3, f(x) > f(3) = ϕ(3)− 3e > 15− 3e > 6, soit : ∀x > 3, ϕ(x)− ex > 0 ⇐⇒ ϕ(x) > ex

On note C la 
ourbe représentative de ϕ.

6. La fon
tion ϕ est bien de 
lasse C2
, et on a vu que ϕ′′ est stri
tement 
roissante sur ]0; +∞[ et 
hange

de signe en 1 : la 
ourbe C admet don
 un unique point d'in�exion, d'abs
isse x = 1 et d'ordonnée :

ϕ(1) = e1 − e1 = 0.

La tangente à C en 
e point a pour équation :

y = ϕ′(1)(x− 1) + ϕ(1) ⇐⇒ y = e(x− 1) 
ar ϕ′(1) = e1 + (
1

1
− 1)e

1

1
.

7. Le tableau de variation est donné par l'étude pré
édente :

x 0 1 +∞

ϕ


on
ave 
onvexe

−∞

+∞

0

Les 
al
uls de limites pré
édents prouvent

que C admet une asymptote verti
ale d'équa-

tion x = 0 et une bran
he parabolique d'axe

(Oy) en +∞.

0 1 2 3 4 5

0

1

2

3

4

−1

−2

−3

−4

Partie II : Étude d'extremum pour une fon
tion réelle de deux variables

réelles

On note U = R×]0,+∞[ et on 
onsidère l'appli
ation :

f : U → R, (x, y) 7→ xy − ex ln(y)

8. L'ouvert U est l'ensemble des points de 
oordonnées (x, y) du plan tels que y > 0 : il s'agit don
 du

demi-plan ouvert situé au-dessus de l'axe des abs
isses, privé de 
e dernier :
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0

1

2

3

4

−1
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9. Les fon
tions 
oordonnées (x, y) 7→ x et (x, y) 7→ y sont toutes les deux de 
lasse C2
sur l'ouvert

U = R×]0,+∞[, à valeurs respe
tivement dans R sur lequel exp est de 
lasse C2
, et ]0,+∞[ sur

lequel ln est de 
lasse C2
.

Don
 par 
omposition, produit et somme de fon
tion de 
lasse C2
sur U , f est bien de 
lasse C2

sur


et ouvert, ave
 :

∀(x, y) ∈ U, ∂1(f)(x, y) = y − ex ln(y) et ∂2(f)(x, y) = x−
ex

y

Puis :

∀(x, y) ∈ U, ∂2
1,1(f)(x, y) = −ex ln(y), ∂2

2,2(f)(x, y) =
ex

y2

et

∀(x, y) ∈ U, ∂2
1,2(f)(x, y) = ∂2

2,1(f)(x, y) = 1−
ex

y

10. Un 
ouple (x, y) ∈ U est un point 
ritique de f si et seulement si :

{

∂1(f)(x, y) = 0

∂2(f)(x, y) = 0
⇐⇒







y − ex ln(y) = 0

x−
ex

y
= 0

⇐⇒

{

y − xy ln(y) = 0

ex = xy

Puisque (x, y) ∈ U : alors y > 0 don
 la 
ondition ex = xy implique bien x > 0, et la deuxième ligne

peut être simpli�ée par y :

{

∂1(f)(x, y) = 0

∂2(f)(x, y) = 0
⇐⇒

{

1− x ln(y) = 0

ex = xy
⇐⇒







ln(y) =
1

x
ex − xy = 0

⇐⇒

{

y = e
1

x

ex − xe
1

x = 0

On a bien montré que (x, y) est un point 
ritique de f si et seulement si :

x > 0 et ϕ(x) = 0 et y = e
1

x

11. L'étude de ϕ faite en partie I a montré que : ϕ(1) = 0 et 
omme ϕ est stri
tement 
roissante sur

]0,+∞[, 
ette appli
ation est inje
tive, 
e qui garantit que l'équation ϕ(x) = 0 admet pour unique

solution x = 1.
Il en résulte une unique valeur y = e

1

1 = e qui fait du 
ouple (1, e) l'unique point 
ritique de f sur

U .

12. On é
rit la Hessienne de la fon
tion f au point (1, e) :

H =





∂2
1,1(f)(1, e) ∂2

1,2(f)(1, e)

∂2
2,1(f)(1, e) ∂2

2,2(f)(1, e)



 =





−e 0

0
1

e




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Cette matri
e diagonale a 
lairement pour valeurs propres −e < 0 et

1

e
> 0, de signes opposés : ainsi

don
, (1, e) est un point-
ol pour f , et 
ette dernière n'admet pas d'extrémum lo
al en 
e point.

13. La fon
tion f étant de 
lasse C1
sur U : son unique point 
ritique (1, e) est le seul en lequel la

fon
tion f est sus
eptible d'admettre un extremum lo
al.

Comme on vient de le voir, f n'admet pas d'extremum lo
al en (1, e) : elle n'admet don
 pas

d'extremum lo
al du tout sur U .

Partie III : Étude d'une suite et d'une série

On 
onsidère la suite réelle (un)n∈N dé�nie par u0 = 3 et : ∀n ∈ N, un+1 = ϕ(un).

14. Montrons par ré
urren
e sur n que : pour tout n ∈ N, un existe et un > 3en.
I. La propriété est évidemment initialisée, ave
 u0 = 3 > 3e0 donné par l'énon
é.

H. Supposons la propriété vraie pour un 
ertain entier n ∈ N.

Alors au rang suivant :

un > 3, don
 un ∈ Dϕ, et un+1 = ϕ(un) est bien dé�ni, et :

puisque un > 3, un+1 = ϕ(un) > e.un > e.3en = 3en+1
d'après l'inégalité obtenue à la question 5.,

et l'hypothèse de ré
urren
e.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don
 vraie pour tout entier n ∈ N, d'après le

prin
ipe de ré
urren
e.

15. À la question pré
édente, on a é
rit : ∀n ∈ N, un+1 > e.un, don
 un+1 > un, la suite (un)n∈N est

stri
tement 
roissante.

L'inégalité : un > 3.en, où lim
n→+∞

3en = +∞ donne aussi, d'après le théorème de 
omparaison :

lim
n→+∞

un = +∞.

16.

u=3

n=0

while u < 1e3

u = exp(u)-u*exp(1/u)

n = n+1

end

disp(n)

17. On repart i
i de l'inégalité : ∀n ∈ N, un > 3en, qui par inverse donne :

∀n ∈ N, 0 <
1

un

6
1

3en
=

1

3

(

1

e

)n

, où : la série

∑

n>1

(

1

e

)n

est 
onvergente en tant que série géomé-

trique de raison

1

e
∈]0; 1[.

Le théorème de 
omparaison des séries à termes positifs assure don
 que la série

∑

n>1

1

un

est 
onver-

gente.
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Exer
i
e 2

On 
onsidère l'espa
e ve
toriel M2(R) des matri
es 
arrées d'ordre 2 à 
oe�
ients réels.

On dé�nit :

A =

(

1 0
0 0

)

, B =

(

0 1
0 0

)

, C =

(

0 0
0 1

)

, T =

(

1 1
0 1

)

E =

{(

a b
0 c

)

; (a, b, c) ∈ R
3

}

1. L'ensemble E (des matri
es triangulaires supérieures de M2(R), au passage) peut s'é
rire :

E =

{

a.

(

1 0
0 0

)

+ b.

(

0 1
0 0

)

+ c.

(

0 0
0 1

)∣

∣

∣

∣

(a, b, c) ∈ R
3

}

= Vect (A,B,C), 
'est don
 l'ensemble

des 
ombinaisons linéaires des matri
es A,B,C et à 
e titre, 
'est un sous-espa
e ve
toriel de M2(R).

La famille (A,B,C) est génératri
e de E , elle est aussi libre 
omme sous-famille de la base 
anonique

de M2(R) ; 
'est don
 une base de E , qui est don
 un sous-espa
e ve
toriel de dimension 3.

2. On redémontre rapidement 
ette propriét de 
ours selon laquelle le produit de deux matri
es trian-

gulaires supérieures, est en
ore triangulaire supérieure :

∀(a, b, c, a′, b′, c′) ∈ R
6,

(

a b
0 c

)(

a′ b′

0 c′

)

=

(

aa′ ab′ + bc′

0 cc′

)

∈ E .

3. Une matri
e triangulaire supérieure M =

(

a b
0 c

)

∈ E est inversible si et seulement

si a 6= 0 et c 6= 0, ave
, selon la formule d'inversibilité des matri
es 2× 2 :

M−1 =
1

ac

(

c −b
0 a

)

=

(

1/a −b/ac
0 1/c

)

appartient bien en
ore à E .

Pour toute matri
e M de E , on note f(M) = TMT .

4. Tout d'abord : pour toute matri
e M de E , f(M) = TMT appartient en
ore à E 
omme produit de

trois matri
es de 
et espa
e stable pour le produit matri
iel (q.2.).

Ensuite, pour toutes matri
es M et N de E , et tout réel λ ∈ R, d'après les règles du 
al
ul matri
iel :

f(M +N) = T (M +N)T = TMT + TNT = f(M) + f(N)

et f(λ.M) = T (λ.M)T = λ.TMT = λ.f(M), don
 f est une appli
ation linéaire de E dans lui-même :


'est bien un endomorphisme de E .

5. La matri
e T est évidemment inversible selon le 
ritère rappelé à la question 3.,

d'inverse : T−1 =

(

1 −1
0 1

)

.

Pour toute matri
e N de E , on peut alors résoudre l'équation matri
ielle : f(M) = N d'in
onnue

M ∈ E :

f(M) = N ⇐⇒ TMT = N ⇐⇒ M = T−1NT−1, on trouve bien une unique matri
e solution,

appartenant à E puisque T−1 ∈ E , et toujours par stabilité pour le produit matri
iel de 
et espa
e.

On vient don
 de montrer que f est une apli
ation bije
tive (tout élément de E possède un unique

anté
édent par f dans E), 
'est-à-dire que f est un automorphisme de E .

6. La matri
e T est déjà triangulaire, don
 ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux :

le spe
tre de T est don
 réduit à {1}.

Comme T − I2 =

(

0 1
0 0

)

est une matri
e de rang 1, d'après le théorème du rang :

dimKer(T − I2) = 2− rg(T − I2) = 1 6= 2, le seul sous-espa
e propre n'est pas de dimension 2, don


T n'est pas diagonalisable.

On note F la matri
e de f dans la base (A,B,C) de E .
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7. Les 
al
uls matri
iels donnent :

f(A) = TAT =

(

1 1
0 0

)

= A+B, f(B) = TBT =

(

0 1
0 0

)

= B,

f(C) = TCT =

(

0 1
0 1

)

= B + C. On en déduit :

F =





1 0 0
1 1 1
0 0 1





8. Un réel λ est valeur propre de f si et seulement si F − λ.I3 est non-inversible :

F−λ.I3 =





1− λ 0 0
1 1− λ 1
0 0 1− λ





L1↔L2−−−−→





1 1− λ 1
1− λ 0 0
0 0 1− λ





L2←L2−(1−λ)L1

−−−−−−−−−−→





1 1− λ 1
0 (1− λ)2 1− λ
0 0 1− λ





La réduite de Gauss obtenue est non-inversible si et seulement si l'un au moins de ses 
oe�
ients

diagonaux est nul : on en 
on
lut que f admet pour unique valeur propre λ = 1.

On résout ensuite le système (F − I3)X = 0 d'in
onnue X =





x
y
z





, dont les solutions sont les

ve
teurs propres de F asso
iés à la valeur propre 1 :

(F − I3)X = 0 ⇐⇒





0 0 0
1 0 1
0 0 0









x
y
z



 =





0
0
0



 ⇐⇒ x+ z = 0 ⇐⇒ x = −z.

On en déduit le sous-espa
e propre :

E1(F ) =











−z
y
z





∣

∣

∣

∣

∣

∣

(y, z) ∈ R
2







, don
 le sous-espa
e propre 
orrespondant de f est, via la repré-

sentation dans la base (A,B,C) :

E1(f) = {−z.A + y.B + z.C| (x, y) ∈ R
2} = {z.(−A + C) + y.B| (y, z) ∈ R

2} = Vect(−A + C,B).

On a obtenu une famille génératri
e de E1(f), 
onstituée de deux ve
teurs non-
olinéaires ; elle est

don
 également libre, 
'est par 
onséquent une base du sous-espa
e propre.

9. L'endomorphisme f de R
3
admet une seule valeur propre λ = 1, et le sous-espa
e propre asso
ié est

de dimension 2 6= 3 = dimR
3
d'après 
e qui pré
ède.

On en 
on
lut que f n'est pas diagonalisable.

10. Soit λ un réel di�érent de 1. La matri
e nulle M = 0 est toujours solution de l'équation :

f(M) = λ.M , et toute autre solution non-nulle serait un ve
teur propre de f pour la valeur propre

λ.
Comme 1 est la seule valeur propre de f , on en 
on
lut que :

∀λ ∈ R \ {1}, f(M) = λ.M ⇐⇒ M = 0

On note I =





1 0 0
0 1 0
0 0 1





et H =





0 0 0
1 0 1
0 0 0





.

11. On obtient fa
ilement : H2 = 0. Comme la matri
e identité I 
ommute ave
 n'importe quelle autre

matri
e 
arrée de même format, on peut 
al
uler, pour n ∈ N quel
onque, (I+a.H)n ave
 la formule

du bin�me de Newton :

∀n ∈ N, (I + a.H)n =

n
∑

k=0

(

n

k

)

Ik × (a.H)n−k =

n
∑

k=0

(

n

k

)

(a.H)k × In−k
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La deuxième forme est la plus immédiatement intéressante, 
ar puisque H2 = 0, alors pour tout

entier k > 2 : (a.H)k = ak.Hk = 0, il ne subsiste don
 que les termes d'indi
es k = 0 et k = 1 dans

la somme :

∀n ∈ N, (I + a.H)n =

(

n

0

)

.(a.H)0 × In +

(

n

1

)

.(a.H)1 × In−1 = I + n.a.H

12. En remarquant que F = I +H = I + 1.H , le résultat pré
édent s'applique et donne dire
tement :

∀n ∈ N, F n = (I + 1.H)n = I + n.H =





1 0 0
n 1 n
0 0 1





13. On utilise astu
ieusement à nouveau le résultat de la question 11. :

Ave
 a =
1

3
et n = 3, on obtient : (I + 1

3
.H)3 = I + 3.1

3
.H = I + H = F , don
 G = I + 1

3
.H est

solution.

La matri
e G représente alors, dans la base (A,B,C), un unique endomorphisme de E , qu'on note

g : la relation G3 = F est alors équivalente à g ◦ g ◦ g = f , et il existe bien un tel endomorphisme.

Exer
i
e 3

Pour tout entier n supérieur ou égal à 2, on 
onsidère une urne 
ontenant n boules numérotées de

1 à n, dans laquelle on e�e
tue une su

ession de (n + 1) tirages d'une boule ave
 remise et l'on note

Xn la variable aléatoire égale au numéro du tirage où, pour la première fois, on a obtenu un numéro

supérieur ou égal au numéro pré
édent.

Ainsi, pour tout entier n supérieur ou égal à 2, la variable aléatoire Xn prend ses valeurs dans J2;n+1K.
Par exemple, si n = 5 et si les tirages amènent su

essivement les numéros 5, 3, 2, 2, 4, 3, alors X5 = 4.
Pour tout k de J1;n+ 1K, on note Nk la variable aléatoire égale au numéro obtenu au k-ième tirage.

Partie I : Étude du 
as n = 3

On suppose dans 
ette partie uniquement que n = 3. L'urne 
ontient don
 les boules numérotées

1, 2, 3.

1. a) Les seules séquen
es de tirages dans une urne ave
 3 boules 
ommen
ent par : 3− 2− 1 dans 
et

ordre, la quatrième boule peut alors être quel
onque.

Ainsi : [X3 = 4] = [N1 = 3] ∩ [N2 = 2] ∩ [N3 = 1], et par indépendan
e des tirages :

P (X3 = 4) = P (N1 = 3)× P (N2 = 2)× P (N3 = 1) =

(

1

3

)3

=
1

27
.

b) L'événement [X3 = 2] est réalisé si et seulement si la deuxième boule porte un numéro supérieur

à la première :

On peut é
rire : [X3 = 2] = [N1 = 1] ∪ [N1 = 2] ∩ [N2 > 2] ∪ [N1 = 3] ∩ [N2 = 3], réunion
d'événements disjoints deux à deux ; par indépendan
e des tirages :

P (X3 = 2) = P (N1 = 1) + P (N1 = 2)× P (N2 > 2) + P (N1 = 3)× P (N2 = 3)

=
1

3
+

1

3
×

2

3
+

1

3
×

1

3
=

6

9
=

2

3
.

Comme X3(Ω) = {2, 3, 4}, on en déduit :

P (X3 = 3) = 1− P (X3 = 2)− P (X3 = 4) = 1−
2

3
−

1

27
=

27− 18− 1

27
=

8

27
.

2. X3(Ω) est �ni, don
 X3 admet une espéran
e qui vaut :

E(X3) = 2× P (X3 = 2) + 3× P (X3 = 3) + 4× P (X3 = 4) =
4

3
+

8

9
+

4

27
=

64

27
.
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Partie II : Cas général

Dans toute 
ette partie, n est un entier �xé supérieur ou égal à 2.

3. Pour tout entier k ∈ J1;n+ 1K, Nk suit bien sûr la loi uniforme sur J1;nK :

∀j ∈ J1;nK, P (Nk = j) =
1

n
, E(Nk) =

n+ 1

2
et V (Nk) =

n2 − 1

12
d'après le 
ours.

4. L'événement [Xn = n + 1] est réalisé si et seulement si les n premiers tirages donnent des résultats

dans l'ordre stri
tement dé
roissant : la seule possibilité est d'obtenir dans 
et ordre, les boules

numéros n, n− 1, . . . , 2, 1. Le (n+1)-ième tirage peut alors donner n'importe quel résultat. Ainsi :

P (Xn = n+1) = P (N1 = n)×P (N2 = n− 1)× . . .×P (Nn−1 = 2)×P (Nn = 1) =
1

nn
, toujours par

indépendan
e des tirages.

5. Soit i un entier de J2;nK : sa
hant que l'événement [N1 = i] est réalisé, [Xn = 2] l'est si et seulement

si le deuxième tirage donne une boule dont le numéro est 
ompris entre i et n :

P[N1=i](Xn = 2) = P (N2 > i) =
n− i+ 1

n

ar il y a bien n− i+ 1 entiers dans Ji, nK.

6. On utilise alors, bien sûr, la formule des probabilités totales ave
 le système 
omplet d'événements

asso
ié à la v.a.r. N1 :

P (Xn = 2) =
n
∑

i=1

P (N1 = i)× PN1=i(Xn = 2) =
n
∑

i=1

1

n
×

n− i+ 1

n
=

1

n2
.

(

(n+ 1).n−
n
∑

i=1

i

)

=
1

n2
.

(

n(n + 1)−
n(n + 1)

2

)

=
1

n2
.
n(n + 1)

2
=

n+ 1

2n

7. Soit k ∈ J2;nK : l'événement [Xn > k] est réalisé si et seulement si au
un des k premiers tirages n'a

fait apparaître un numéro supérieur ou égal au pré
édent : ils forment don
 une suite stri
tement

dé
roissante, et on a bien : [Xn > k] = (N1 > N2 > . . . > Nk).

On pro
ède alors à un petit raisonnement de dénombrement : pour obtenir une suite stri
tement

dé
roissante de k entiers 
ompris entre 1 et n, on 
ommen
e par 
hoisir k entiers distin
ts entre 1

et n : il y a

(

n

k

)

façons de pro
éder. Mais il n'y a alors qu'une seule façon de ranger 
es k entiers

dans l'ordre stri
tement dé
roissant !

Comme il y a nk
façons possibles de pro
éder aux k premiers tirages, par équiprobabilité des issues,

on obtient bien : P (Xn > k) =

(

n

k

)

.
1

nk
.

Quand k = 0 :

(

n

0

)

.
1

n0
= 1, qui est bien égal à P (Xn > 0) vu que Xn(Ω) = J2;n+ 1K.

Quand k = 1 :

(

n

1

)

.
1

n1
=

n

n
= 1 qui là en
ore, est bien égal à P (Xn > 1 pour la même raison.

8. Pour tout entier k ∈ J2;n+ 1K, puisque Xn est à valeurs entières, on peut é
rire :

[Xn > k − 1] = [Xn > k] = [Xn = k] ∪ [Xn > k],

réunion disjointe ; par 
onséquent :

P (Xn > k − 1) = P (Xn = k) + P (Xn > k) ⇐⇒ P (Xn = k) = P (Xn > k − 1)− P (Xn > k).

9. La v.a.r. Xn a un univers-image �ni, don
 admet une espéran
e qui vaut :

E(Xn) =
n+1
∑

k=2

k.P (Xn = k) =
n+1
∑

k=2

k(P (Xn > k − 1)− P (Xn > k))

8 ©



=

n+1
∑

k=2

kP (Xn > k − 1)−

n+1
∑

k=2

kP (Xn > k) =

n
∑

j=1

(j + 1)P (Xn > j)−

n+1
∑

k=2

kP (Xn > k)

=
n
∑

j=1

jP (Xn > j) +
n
∑

j=1

P (Xn > j)−
n+1
∑

k=2

kP (Xn > k)

= P (Xn > 1) +

n
∑

j=1

P (Xn > j)− (n+ 1)P (Xn > n + 1)

E(Xn) =
n
∑

k=0

P (Xn > k) 
ar P (Xn > 1) = 1 = P (Xn > 0) et P (Xn > n + 1) = 0

Le résultat obtenu à la question 7. permet le 
al
ul expli
ite :

E(Xn) =

n
∑

k=0

(

n

k

)

.

(

1

n

)k

=

(

1

n
+ 1

)n

d'après la formule du bin�me de Newton.

10. On pro
ède �nalement au 
al
ul expli
ite à l'aide des questions 7. et 8. :

∀k ∈ J2;n+ 1K, P (Xn = k) = P (Xn > k − 1)− P (Xn > k) =

(

n

k − 1

)

.
1

nk−1
−

(

n

k

)

1

nk

=
1

nk
.

[

n

(

n

k − 1

)

−

(

n

k

)]

=
1

nk
.

[

n.
n!

(k − 1)!(n− k + 1)!
−

n!

k!(n− k)!

]

=
n!

nk
.
n.k − (n− k + 1)

k!(n− k + 1)!
=

n!

nk
.
n(k − 1) + k − 1

k!(n− k + 1)!

=
n!.(n + 1)(k − 1)

nk.k!(n+ 1− k)!
=

k − 1

nk
.

(n+ 1)!

k!(n + 1− k)!

P (Xn = k) =
k − 1

nk

(

n + 1

k

)

Partie III : Étude asymptotique

On s'intéresse dans 
ette partie à la suite de variables aléatoires (Xn)n>2.

11. Soit k un entier �xé supérieur ou égal à 2 :

P (Xn = k) =
k − 1

nk

(

n+ 1

k

)

=
k − 1

nk

(n+ 1)!

k!(n + 1− k)!
=

k − 1

k!

(n+ 1)n(n− 1)...(n + 2− k)

nk

en simpli�ant le quotient

(n + 1)!

(n + 1− k)!
, il reste en e�et le produit des entiers de n + 2 − k à n + 1,

soit k fa
teurs. En remarquant que 
ha
un de 
es fa
teurs est équivalent à n, et que leur nombre k
est �xé, on peut don
 é
rire :

(n+ 1)n(n− 1)...(n + 2− k) ∼
n→+∞

nk
don
 : lim

n→+∞

(n + 1)n(n− 1)...(n+ 2− k)

nk
= 1

Et ainsi :

lim
n→+∞

P (Xn = k) =
k − 1

k!

12. On part des sommes partielles de la série 
onsidérée :

∀n > 2, Sn =
n
∑

k=2

k − 1

k!
=

n
∑

k=2

k

k!
−

n
∑

k=2

1

k!
=

n
∑

k=2

1

(k − 1)!
−

n
∑

k=2

1

k!
=

n−1
∑

j=1

1

j!
−

n
∑

k=2

1

k!
= 1−

1

n!
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La série est don
 
onvergente, et

+∞
∑

k=2

k − 1

k!
= lim

n→+∞
Sn = 1.

On dé�nit don
 bien la loi d'une variable aléatoire Z en posant : ∀k > 2, P (Z = k) =
k − 1

k!
.

13. La variable aléatoire Z admet une espéran
e si et seulement si la série

∑

k>2

kP (Z = k) est absolument


onvergente. C'est une série à termes positifs, don
 la 
onvergen
e simple su�t.

∀n > 2, Sn =
n
∑

k=2

kP (Z = k) =
n
∑

k=2

k(k − 1)

k!
=

n
∑

k=2

1

(k − 2)!
=

n−2
∑

j=0

1

j!
.

On re
onnaît une série exponentielle de paramètre 1, don
 la série 
onverge et Z admet une espéran
e

qui vaut : E(Z) =

+∞
∑

k=2

kP (Z = k) = e.

On a trouvé que : ∀n ∈ N
∗, E(Xn) =

(

1 +
1

n

)n

, 
al
ul de limite très 
lassique qu'on réalise en

é
rivant :

(

1 +
1

n

)n

= exp
(

n ln(1 + 1
n
)
)

, où :

n. ln(1 + 1
n
) est une F.I. 0×+∞ qu'on résout en posant le 
hangement de variable : X =

1

n
.

Quand n → +∞, X =
1

n
→ 0 et : n ln(1 + 1

n
) =

1

X
ln(1 +X).

Ainsi : lim
n→+∞

n ln(1 + 1
n
) = lim

X→0

ln(1 +X)

X
= 1 (limite 
lassique !), d'où :

lim
n→+∞

exp(n ln(1 + 1
n
)) = e1 (par 
ontinuité de l'exponentielle en 1). On a don
 :

lim
n→+∞

E(Xn) = E(Z)
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