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Exerie 1

On note I et A les matries de M3(R) dé�nies par :

I =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 , A =





0 1 0
1 0 1
0 1 0



 ,

et E l'ensemble des matries de M3(R) dé�ni par :

E =











a+ c b c

b a + 2c b

c b a + c



 ; (a, b, c) ∈ R
3







.

PARTIE I : Étude de la matrie A

1. Le alul matriiel donne : A2 =





1 0 1
0 2 0
1 0 1





.

2. Soient a, b, c trois réels tels que :

a.I + b.A + c.A2 = 03 ⇐⇒





a + c b c

b a+ 2c b

c b a+ c



 =





0 0 0
0 0 0
0 0 0



 ⇐⇒ a = b = c = 0

par identi�ation des oe�ients. La famille (I, A,A2) est bien libre.

3. a) La matrie A est symétrique réelle : elle est don bien diagonalisable, d'après le théorème (admis)

du ours.

b) Bien qu'on sahe déjà que A est diagonalisable, pour répondre à ette question il faut déterminer

les valeurs propres de A ; e sont les réels λ tels que A− λ.I est non inversible.

A− λ.I =





−λ 1 0
1 −λ 1
0 1 −λ



 −−−−→
L1↔L2





1 −λ 1
−λ 1 0
0 1 −λ



 −−−−−−−−→
L2←L2+λ.L1





1 −λ 1
0 1− λ2 λ

0 1 −λ





−−−−→
L2↔L3





1 −λ 1
0 1 −λ

0 1− λ2 λ



 −−−−−−−−−−→
L3←L3−(1−λ2)L2





1 −λ 1
0 1 −λ

0 0 Q(λ)





où Q(λ) = λ+ (1− λ2)λ = λ(2− λ2).

La matrie A− λ.Iest non-inversible si et seulement si sa réduite de Gauss l'est : ela se produit

si et seulement si l'un au moins des oe�ients diagonaux de ette dernière, est nul, don si et

seulement si λ est raine du polyn�me Q. On en déduit :

Sp(A) = {−
√
2, 0,

√
2}.
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Calul des sous-espaes propres :

� X =





x

y

z



 ∈ E0(A) ⇐⇒ AX = 03,1 ⇐⇒











y = 0

x+ z = 0

y = 0

⇐⇒
{

z = −x

y = 0
.

Ainsi : E0(A) =











x

0
−x





∣

∣

∣

∣

∣

∣

x ∈ R







= Vect









1
0
−1









.

� X =





x

y

z



 ∈ E√2(A) ⇐⇒ (A−
√
2I)X = 03,1 ⇐⇒





1 −
√
2 1

0 1 −
√
2

0 0 0









x

y

z



 =





0
0
0





⇐⇒
{

x−
√
2y + z = 0

y −
√
2z = 0

⇐⇒
{

x− 2z + z = 0

y =
√
2z

⇐⇒
{

x = z

y =
√
2z

.

Ainsi : E√2(A) =











z√
2z
z





∣

∣

∣

∣

∣

∣

z ∈ R







= Vect









1√
2
1









.

� X =





x

y

z



 ∈ E−
√
2(A) ⇐⇒ (A+

√
2I)X = 03,1 ⇐⇒





1
√
2 1

0 1
√
2

0 0 0









x

y

z



 =





0
0
0





⇐⇒
{

x+
√
2y + z = 0

y +
√
2z = 0

⇐⇒
{

x− 2z + z = 0

y = −
√
2z

⇐⇒
{

x = z

y = −
√
2z

.

Ainsi : E−
√
2(A) =











z

−
√
2z

z





∣

∣

∣

∣

∣

∣

z ∈ R







= Vect









1

−
√
2

1









.

La matrie A admet trois valeurs propres distintes, e qui on�rme qu'elle est diagonalisable.

Il su�t pour obtenir une base de M3,1(R) formée de veteurs propres pour A, de réunir les

trois veteurs propres préédemment obtenus : P =





1 1 1

−
√
2 0

√
2

1 −1 1





est la matrie de passage

demandée, telle que A = PDP−1 ave D =





−
√
2 0 0

0 0 0

0 0
√
2





.

4. Cette question se résout diretement par le alul matriiel de A3 = A × A2
dont on véri�e qu'elle

vaut





0 2 0
2 0 2
0 2 0





...

On imagine que si ette question est posée à et instant, 'est qu'on veut utiliser la formule de

hangement de base, qui donne :

A3 = PD3P−1 = P





(−
√
2)3 0 0

0 03 0

0 0 (
√
2)3



P−1 = P





−2
√
2 0 0

0 0 0

0 0 2
√
2



P−1 = P×2.DP−1 = 2PDP−1 = 2A

On a exploité le fait que D est diagonale, et don ses puissanes sont immédiates.

PARTIE II : Étude d'une appliation dé�nie sur E

5. Il su�t ii d'érire :

E =











a+ c b c

b a+ 2c b

c b a+ c



 ; (a, b, c) ∈ R
3







=
{

a.I + b.a + c.A2; (a, b, c) ∈ R
3
}

= Vect(I, A,A2)
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pour prouver que E est un sous-espae vetoriel de M3(R), omme sous-espae engendré par la

famille (I, A,A2). Comme elle-i est par ailleurs libre (prouvé à la question 2.), 'est une base de

E , et dim E = 3.

6. D'après e qui préède : une matrie M appartient à E si et seulement si il existe trois réels a, b, c

tels que M = a.I + b.A + c.A2
.

Mais alors : AM = a.A+ b.A2 + c.A3 = 0.I + (a+ 2c).A+ b.A2
puisque A3 = 2A, e qui prouve que

AM ∈ Vect(I, A,A2) = E .

On note f l'appliation de E dans lui-même, qui à toute matrie M de E assoie AM .

7. La linéarité de f vient de la distributivité du produit matriiel :

∀(M,N ∈ E , ∀λ ∈ R, f(λ.M +N) = A(λ.M +N) = λ.AM + AN = λ.f(M) + f(N)

Et omme on a vu que f : E → E , 'est bien un endomorphisme de E .

8. Les images : f(I) = A, f(A) = A2, f(A2) = A3 = 2A permettent d'en déduire la matrie de f dans

la base (I, A,A2) de E :

F =





0 0 0
1 0 2
0 1 0





9. a) On passe ii par la représentation matriielle de f par F :

F 2 =





0 0 0
0 2 0
1 0 2





et F 3 = F × F 2 =





0 0 0
2 0 4
0 2 0





On a bien F 3 = 2F don l'égalité d'appliations : f ◦ f ◦ f = 2f est ainsi véri�ée.

b) L'égalité préédente, qui s'érit aussi : f 3 − 2f = 0 (endomorphisme nul), exprime que

P (X) = X3 − 2X est un polyn�me annulateur de f , et on sait qu'alors, les valeurs propres λ de

f sont toutes raines de P : elles véri�ent toutes λ3 = 2λ.

On redonne i-dessous la preuve dans le as présent, de ette propriété importante :

Toute valeur propre λ de f , est assoiée à un veteur propre non-nul, en l'ourrene

M ∈ E \ {03} tel que : f(M) = λ.M .

Mais alors : f ◦ f(M) = f(f(M)) = f(λ.M) = λ.f(M) = λ2.M et de même :

f 3(M) = f(f 2(M)) = f(λ2.M) = λ2.f(M) = λ2.λ.M = λ3.M .

Et omme f 3 = 2f , on a ainsi : λ3.M = 2λ.M ⇐⇒ λ3 = 2λ puisque M 6= 03.

) D'après e qui préède, les valeurs propres possibles de f sont don −
√
2, 0 et

√
2.

On véri�e haune en herhant les matries M de E qui véri�ent : f(M) = λ.M . Les aluls

menés préédemment, à la question 6. notamment, amènent à résoudre le problème sous la forme :

(a+ 2c).A+ b.A2 = λ.(a.I + b.A+ c.A2), où a, b, c sont les inonnues réelles.

Le fait que (I, A,A2) soit une base de E rend même ette relation équivalente au système :











0 = λ.a

a+ 2c = λ.b

b = λ.c

, par uniité des oordonnées dans ette base.

� Pour λ = 0 :

f(M) = 03 ⇐⇒ (a + 2c).A+ b.A2 = 03 ⇐⇒
{

a+ 2c = 0

b = 0
⇐⇒

{

a = −2c

b = 0

Don 0 est bien valeur propre de f (il y a une in�nité de solutions), et :

E0(f) =
{

− 2c.I + c.A2| c ∈ R
}

= Vect(A2 − 2.I)
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� Pour λ =
√
2 :

f(M) =
√
2.M ⇐⇒ (a+2c).A+b.A2 =

√
2.(a.I+b.A+c.A2) ⇐⇒











a+ 2c =
√
2b√

2a = 0

b =
√
2c

⇐⇒
{

a = 0

b =
√
2c

Don

√
2 est bien valeur propre de f , et :

E√2(f) =
{
√
2c.A + c.A2| c ∈ R

}

= Vect(
√
2.A+ A2)

� Pour λ = −
√
2 :

f(M) = −
√
2.M ⇐⇒ (a+2c).A+b.A2 = −

√
2.(a.I+b.A+c.A2) ⇐⇒











a + 2c = −
√
2b

−
√
2a = 0

b = −
√
2c

⇐⇒
{

a = 0

b = −
√
2c

Don −
√
2 est bien valeur propre de f , et :

E−
√
2(f) =

{

−
√
2c.A+ c.A2| c ∈ R

}

= Vect(−
√
2.A+ A2)

10. L'endomorphisme f n'est pas bijetif puisque 0 est valeur propre de f (E0(f) = Ker(f) n'est pas
réduit à {03}).
Par ailleurs, f est un endomorphisme de E possédant trois valeurs propres distintes : omme

dim E = 3, le ritère su�sant est véri�é, qui assure que f est diagonalisable.

11. On a déjà obtenu Ker(f), qui orrespond au sous-espae propre pour la valeur propre 0 :

Ker(f) = Vect(A2−2.I). Comme la matrie A2−2.I qui engendre Ker(f) n'est pas la matrie nulle,

elle onstitue une base du noyau.

Comme (I, A,A2) est une base de E , d'après la propriété de ours :

Im(f) = Vect(f(I), f(A), f(A2)) = Vect(A,A2, A3) = Vect(A,A2, 2.A) = Vect(A,A2).

La famille (A,A2) étant libre omme sous-famille d'une famille libre, 'est une base de Im(f).

12. a) Comme on vient de le voir, toute matrie de Im(f) est ombinaison linéaire de A et A2
seulement,

e qui est impossible pour la matrie I + A2
, vu que la famille (I, A,A2) est libre.

L'équation f(M) = I + A2
, d'inonnue M ∈ E , n'admet don auune solution.

b) Cette fois, A + A2
appartient bien à Vect(A,A2) = Im(f) et l'équation f(M) = A + A2

admet

des solutions dans E . On herhe M sous la forme M = a.I + b.A + c.A2
, omme à la question

9.), de sorte que :

f(M) = A + A2 ⇐⇒ (a+ 2c).A+ b.A2 = A + A2 ⇐⇒
{

a+ 2c = 1

b = 1
⇐⇒

{

a = 1− 2c

b = 1

On trouve don une in�nité de solution, qui sont toutes les matries M = (1− 2c).I +A+ c.A2
,

où c est un réel quelonque.
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Exerie 2

On onsidère l'appliation f : [0; +∞[→ R dé�nie, pour tout t de [0; +∞[, par :

f(t) =

{

t2 − t ln(t) si t 6= 0

0 si t = 0.

On admet : 0, 69 < ln(2) < 0, 70.

PARTIE I : Étude de la fontion f

1. La fontion f est ontinue sur l'intervalle ]0; +∞[ omme somme et produit de fontions ontinues

sur et intervalle. Par ailleurs :

lim
t→0+

t ln(t) = 0 par roissanes omparées, don lim
t→0+

t2 − t ln(t) = 02 − 0 = 0, 'est-à-dire que

lim
t→0+

f(t) = 0 = f(0), e qui prouve que f est ontinue en 0.

Finalement, la fontion f est ontinue sur [0; +∞[.

2. La fontion f est de lasse C2
sur ]0; +∞[ omme somme et produit de telles fontions, et :

∀t ∈]0; +∞[, f ′(t) = 2t− (ln(t) + t× 1

t
) = 2t− 1− ln(t); f ′′(t) = 2− 1

t

3. On étudie d'abord les variations de f ′, don le signe de f ′′(t), omme l'énoné nous y inite :

∀t ∈]0; +∞[, f ′′(t) = 2− 1

t
=

2t− 1

t
. Comme t > 0, f ′′(t) a le signe de 2t− 1 :

t

2t− 1

f ′′(t)

0

1/2 +∞

f ′

0

− +

0

− +

La fontion f ′ admet don un minimum atteint en t =
1

2
, qui vaut f ′(

1

2
) = 1−1− ln(

1

2
) = ln(2) > 0 :

on en déduit que f ′ est stritement positive sur ]0; +∞[. La fontion f est don stritement roissante

sur ]0; +∞[.

Pour tout t ∈]0; +∞[: f(t) = t2 − t ln(t) = t2
(

1− ln(t)

t

)

, où :

lim
t→+∞

ln(t)

t
= 0 par roissanes omparées, don lim

t→+∞
1− ln(t)

t
= 1, soit

lim
t→+∞

t2
(

1− ln(t)

t

)

= +∞ = lim
t→+∞

f(t). D'où le tableau de variations :

t

f ′(t)

f

0

+∞
+

0

+∞
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4. On note C la ourbe représentative de f dans un repère orthonormal (O,~ı,~).

a) Pour savoir si la ourbe C admet une tangente en O, on étudie la dérivabilité de f en 0, et on

érit pour ela son taux d'aroissement en e point :

∀t ∈]0; +∞[,
f(t)− f(0)

t− 0
= t− ln(t) −−−→

t→0+
+∞.

On en déduit que f n'est pas dérivable en 0, mais que la ourbe C admet une demi-tangente

vertiale en O.

b) On a vu à la question 3., que f ′′ s'annule en hangeant de signe, une seule fois sur ]0; +∞[ en t =
1

2
.

La ourbe C admet don un unique point d'in�exion de oordonnées (
1

2
, f(

1

2
)) = (

1

2
,
1

4
+
1

2
ln(2)).

) On trae une allure ohérente de C en tenant ompte de tous les éléments préédents, et en

adaptant l'éhelle :

0 0.5 1 1.5 2

0

0.5

1

1.5

2

2.5

(C)

5. La fontion f est ontinue, stritement roissante sur [0; +∞[, à valeurs dans [0; +∞[ qui ontient 1 :
d'après le théorème de la bijetion, il existe une unique solution t ∈ [0; +∞[ à l'équation f(t) = 1.

Comme de plus, f(1) = 12 − 1 ln(1) = 1− 0 = 1, le réel 1 est bien ette unique solution.

PARTIE II : Étude d'une fontion F de deux variables réelles

On onsidère l'appliation F : ]0; +∞[2→ R, dé�nie par :

∀(x, y) ∈]0; +∞[2, F (x, y) = x ln(y)− y ln(x).

6. La fontion F de lasse C2
admet pour dérivée partielles d'ordre 1 :

∀(x, y) ∈]0; +∞[2, ∂1(F )(x, y) = ln(y)− y

x
, ∂2(F )(x, y) =

x

y
− ln(x)
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7. a) Soit (x, y) ∈]0; +∞[2. (x, y) est un point ritique de F si et seulement si :

{

∂1(F )(x, y) = 0

∂2(F )(x, y) = 0
⇐⇒







ln(y)− y

x
= 0

x

y
− ln(x) = 0

⇐⇒
{

x ln(y)− y = 0

x− y ln(x) = 0

Il est alors lair que si 0 < x 6 1, alors ln(x) 6 0 et x − y ln(x) > 0 ne peut jamais s'annuler.

(x, y) est don point ritique de F si et seulement si :











x > 1 et y =
x

ln(x)

x ln(
x

ln(x)
)− x

ln(x)
= 0

⇐⇒











x > 1 et y =
x

ln(x)

ln(x)− ln(ln(x))− 1

ln(x)
= 0

⇐⇒







x > 1 et y =
x

ln(x)

[ln(x)]2 − ln(x). ln(ln(x)) = 1

Ce qui est bien : (x, y) est point ritique de F si et seulement si

x > 1, y =
x

ln(x)
et f

(

ln(x)
)

= 1.

b) Comme on l'a vu, l'équation f(t) = 1 admet l'unique solution stritement positive t = 1, don :

f(ln(x)) = 1 ⇐⇒ ln(x) = 1 ⇐⇒ x = e, et omme alors y =
x

ln(x)
= e, la fontion F admet

bien un unique point ritique, qui est (e, e).

8. La fontion F étant de lasse C2
sur ]0; +∞[2 : son seul point ritique est aussi son seul extrémum

possible. Pour onnaître sa nature, on érit la Hessienne de F en (e, e), en ommençant d'abord par

le alul des dérivées partielles d'ordre deux :

∀(x, y) ∈]0; +∞[2, ∂2
1,1(F )(x, y) =

y

x2
, ∂2

2,2(F )(x, y) = − x

y2

∀(x, y) ∈]0; +∞[2, ∂2
1,2(F )(x, y) =

1

y
− 1

x
= ∂2

2,1(F )(x, y) (th. de Shwarz)

La Hessienne de F en (e, e) est don : H =

(

e−1 0
0 −e−1

)

.

Cette matrie est diagonale, don ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux e−1 > 0 et −e−1 < 0 :
on peut don onlure qu'au point ritique (e, e), la fontion F n'admet pas d'extrémum loal, mais

un point-ol.

PARTIE III : Étude d'une suite réurrente

On onsidère la suite (un)n∈N dé�nie par : u0 =
1

2
et ∀n ∈ N, un+1 = f(un).

9. Montrons par réurrene sur n que P(n) : un ∈
[

1

2
; 1

]

, est vraie pour tout n ∈ N.

I. Il est évident que P(0) est vraie vu la valeur u0 =
1

2
hoisie par l'énoné.

H. Supposons P(n) vraie pour un ertain n ∈ N, et montrons qu'alors P(n + 1) est enore vraie.
����������������������������

On admet :

1

2
6 un 6 1, or f est stritement roissante sur [0; +∞[, don :

f(
1

2
) 6 f(un) 6 f(1) ⇐⇒ 1

4
+

1

2
ln(2) 6 un+1 6 1. Or : ln(2) >

1

2
, don

1

4
+

1

2
ln(2) >

1

4
+

1

4
=

1

2
.

Par transitivité de l'inégalité, on obtient bien :

1

2
6 un+1 6 1, et P(n + 1) est vraie si P(n) l'est.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don vraie pour tout entier n ∈ N, d'après le

prinipe de réurrene.
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10. Le plus simple est ii de proéder à nouveau par réurrene, ette fois pour prouver que la propriété

Q(n) : ”un 6 un+1”, est vraie pour tout n ∈ N.

I. u1 = f(u0) = f(
1

2
) pour lequel on a déjà prouvé à la question préédente :

1

2
6 f(

1

2
), don

u0 6 u1 et Q(0) est vraie.

H. Supposons Q(n) vraie pour un ertain n ∈ N, et sous ette hypothèse, montrons que Q(n + 1)
est vraie :

����������������������������-

On admet : un 6 un+1, or f est roissante sur [0; +∞[, don :

f(un) 6 f(un+1) ⇐⇒ un+1 6 un+2, et Q(n + 1) est vraie si Q(n) l'est.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don vraie pour tout entier n ∈ N, d'après le

prinipe de réurrene.

Ainsi : ∀n ∈ N, un 6 un+1, et la suite (un)n∈N est bien roissante.

11. La suite (un)n∈N est don roissante et majorée par 1 : elle est par onséquent onvergente, d'après

le théorème de limite monotone, de limite ℓ ∈
[

1

2
; 1

]

. La fontion f étant ontinue sur et intervalle,

la limite ℓ est un point �xe de f , solution de l'équation :

f(ℓ) = ℓ ⇐⇒ ℓ2 − ℓ ln(ℓ) = ℓ ⇐⇒ ℓ− ln(ℓ) = 1 (ℓ >
1

2
)

Une étude rapide de la fontion h : t 7→ t − ln(t) montre qu'elle est stritement déroissante sur

[

1

2
; 1

]

; omme 1 − ln(1) = 1, 1 est solution de la dernière équation, et la strite déroissante de la

fontion h assure qu'il n'y en a pas d'autre. Finalement :

lim
n→+∞

un = 1

12. Question d'informatique logique : (un)n∈N onverge en roissant vers 1, pourN assez grand 1−uN > 0
peut être rendu aussi petit qu'on le souhaite.

N=0; u=1/2

while 1-u > 1e-4

u = u^2-u*log(u)

N = N+1

end

disp(N)
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Exerie 3

PARTIE I : Étude d'une variable aléatoire

On onsidère l'appliation f : R → R dé�nie, pour tout t de R, par : f(t) =
e−t

(1 + e−t)2
.

1. La fontion f est bien dé�nie sur R puisque : ∀t ∈ R, 1 + e−t > 0, et :

∀t ∈ R, −t ∈ R ave f(−t) =
et

(1 + et)2
=

e2t × e−t

(et(e−t + 1))2
=

e2t × e−t

e2t × (1 + e−t)2
=

e−t

(1 + e−t)2
= f(t)

Don f est bien une fontion paire.

2. On véri�e les trois onditions sur f :

� La fontion f est bien ontinue sur R omme quotient de fontions de référene ontinues sur R,

dont le dénominateur ne s'annule jamais.

� La fontion f est bien positive sur R omme quotient de deux expressions toujours positives.

� Pour tout réel A > 0 :

∫ A

0

f(t)dt =

[

1

1 + e−t

]A

0

=
1

1 + e−A
− 1

2

On a en e�et reonnu une expression du type − u′

u2
qui a pour primitive

1

u
, ave u : t 7→ e−t et

u′ : t 7→ −e−t.

Comme lim
A→+∞

− 1

1 + e−A
+

1

2
=

1

1 + 0
− 1

2
=

1

2
, alors

∫ +∞

0

f(t)dt onverge et vaut
1

2
.

Et omme f est paire :

∫ +∞

−∞
f(t)dt = 2

∫ +∞

0

f(t)dt = 1.

La fontion f est bien une densité de probabilité.

Dans toute la suite de l'exerie, on onsidère une variable aléatoire réelle X à densité, de densité f .

3. La fontion de répartition FX de X , est dé�nie par : ∀x ∈ R, FX(x) =

∫ x

−∞
f(t)dt.

Pour tout x ∈ R, et tout B 6 x :

∫ x

B

f(t)dt =

[

1

1 + e−t

]x

B

=
1

1 + e−x
− 1

1 + e−B

où : lim
B→−∞

1 + e−B = +∞, don :

∀x ∈ R, FX(x) = lim
B→−∞

∫ x

B

f(t)dt =
1

1 + e−x
.

4. a) Il y a plusieurs méthodes plus ou moins e�aes pour répondre à ette question, voii une

possibilité :

Pour tout réel t ∈ [0,+∞[, tf(t) =
te−t

(1 + e−t)2
6 te−t puisque 1 + e−t > 1 et te−t > 0 pour

t ∈ [0,+∞[.

Or

∫ +∞

0

te−tdt onverge (et vaut 1) puisque ette intégrale impropre est égale à l'espérane d'une

loi exponentielle de paramètre 1, bien dé�nie d'après le ours.

Les fontions onernées étant ontinues et postives sur [0,+∞[, on en déduit que

∫ +∞

0

tf(t)dt

onverge, d'après le théorème de omparaison des intégrales impropres de telles fontions.
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b) La fontion f étant paire, alors g : t 7→ tf(t) est e�etivement impaire :

∀t ∈ R, g(−t) = −tf(−t) = −tf(t) = −g(t).

Comme

∫ +∞

0

tf(t)dt onverge (absolument, 'est une fontion positive sur R+), alors

∫ 0

−∞
tf(t)dt

est absolument onvergente et vaut −
∫ +∞

0

tf(t)dt.

On en déduit que

∫ +∞

−∞
tf(t)dt =

∫ 0

−∞
tf(t)d +

∫ +∞

0

tf(t)dt est elle-même absolument onver-

gente et vaut 0.

Cela signi�e bien que X admet une espérane qui vaut E(X) = 0.

PARTIE II : Étude d'une autre variable aléatoire

On onsidère l'appliation ϕ : R → R dé�nie, pour tout x de R, par : ϕ(x) = ln(1 + ex).

5. La fontion x 7→ 1 + ex est ontinue, stritement roissante sur R, à valeurs dans ]1,+∞[ sur lequel
ln est elle-même ontinue, stritement roissante : par omposition, la fontion ϕ est don elle-même

ontinue, stritement roissante sur R.

De plus : lim
x→+∞

1 + ex = +∞ = lim
X→+∞

ln(X), don lim
x→+∞

ln(1 + ex) = +∞ par omposition.

lim
x→−∞

1 + ex = 1, et ln est ontinue en 1, don lim
x→−∞

ln(1 + ex) = ln(1) = 0.

Le théorème éponyme

1

assure alors que f réalise une bijetion de R dans I =]0,+∞[.

6. On résout, pour tout réel y ∈]0,+∞[, l'équation y = ϕ(x) d'inonnue x ∈ R :

y = ϕ(x) ⇐⇒ y = ln(1 + ex) ⇐⇒ ey = 1 + ex ⇐⇒ ey − 1 = ex ⇐⇒ x = ln(ey − 1)

Ainsi : ∀y ∈ I =]0,+∞[, ϕ−1(y) = ln(ey − 1), bien dé�ni puisque ey > 1 lorsque y > 0.

On dé�nit la variable aléatoire réelle Y en posant : Y = ϕ(X).

7. Pour tout réel x : 1 + ex > 1, don ϕ(x) = ln(1 + ex) > 0 par strite roissane de ln sur R
∗
+.

L'événement [Y 6 0] = [ϕ(X) 6 0] est don négligeable (ou quasi-impossible), et P (Y 6 0) = 0.

8. De la question préédente, on déduit déjà, par roissane et positivité d'une fontion de répartition :

∀x ∈]−∞, 0], 0 6 P (Y 6 x) 6 P (Y 6 0) = 0 =⇒ ∀x ∈]−∞, 0], FY (x) = P (Y 6 x) = 0

On alule alors, pour tout réel x > 0 :

FY (x) = P (Y 6 x) = P (ϕ(X) 6 x) = P (X 6 ϕ−1(x)) ar ϕ est bijetive, roissante sur R

=
1

1 + exp(−ϕ−1(x))
d'après l'expression de FX alulée en 3.

=
1

1 +
1

ex − 1

d'après l'expression de ϕ−1 alulée en 6.

FY (x) =
ex − 1

ex
= 1− e−x

Bilan : ∀x ∈ R, FY (x) =







0 si x 6 0

1− e−x si x > 0
.

9. La fontion de répartition de Y est elle d'une loi exponentielle de paramètre λ = 1, la variable

aléatoire Y suit don ette loi.

Le ours donne : E(X) =
1

λ
= 1 et V (X) =

1

λ2
= 1.

1. Un peu de ra�nement dans l'expression :-)
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PARTIE III : Étude d'une onvergene en loi

On onsidère une suite de variable aléatoires réelles (Xn)n∈N∗
, mutuellement indépendantes, de même

densité f , où f a été dé�nie dans la partie I.

On pose, pour tout n de N
∗
: Tn = max(X1, . . . , Xn) et Un = Tn − ln(n).

10. a) Soit n ∈ N
∗
, pour tout réel x : [Tn 6 x] =

n
⋂

k=1

[Xk 6 x], don :

∀n ∈ N
∗, ∀x ∈ R, FTn

(x) = P (Tn 6 x) =
n
∏

k=1

P (Xk 6 x) par indépendane des Xk

= (FX(x))
n

ar les Xk ont toutes même loi que X dé�nie en I.

=
1

(1 + e−x)n

b) Ainsi :

∀n ∈ N
∗, ∀x ∈ R, P (Un 6 x) = P (Tn − ln(n) 6 x) = P (Tn 6 x+ ln(n)) =

1

(1 + e−x−ln(n))n

=
(

1 + e−x × e− ln(n)
)−n

=

(

1 +
e−x

n

)−n

.

1. On étudie lassiquement la limite de P (Un 6 x) lorsque n tend vers +∞, pour haque réel x �xé ;

on passe ii par la forme exponentielle des puissanes :

(

1 +
e−x

n

)−n

= exp

(

−n ln

(

1 +
e−x

n

))

, où :

Pour x ∈ R �xé, lim
n→+∞

e−x

n
= 0, on peut don utiliser le développement limité de ln(1 + u) à l'ordre

1 en 0 : ln(1 + u) = u+ o(u) pour érire :

−n ln

(

1 +
e−x

n

)

= −n.

(

e−x

n
+ o(

1

n
)

)

= −e−x + o(1), d'où : lim
n→+∞

−n ln

(

1 +
e−x

n

)

= −e−x.

Comme la fontion exponentielle est ontinue sur R, on peut don onlure :

∀x ∈ R, lim
n→+∞

exp

(

−n ln

(

1 +
e−x

n

))

= e−e
−x

= lim
n→+∞

P (Un 6 x)

Or la fontion F : x 7→ e−e
−x

est positive, de lasse C1
sur R omme omposée de telles fontions,

ave :

∀x ∈ R, F ′(x) = e−x.e−e
−x

= e−x−e
−x

> 0. C'est don une fontion stritement roissante sur R,

et de plus :

� lim
x→+∞

−e−x = 0, don lim
x→+∞

e−e
−x

= e0 = 1

� lim
x→−∞

−e−x = −∞, don lim
x→−∞

e−e
−x

= 0.

La fontion F est don bien une fontion de répartition, et si on note U une variable aléatoire qui

admet F pour fontion de répartition, le alul de limite préédent se réérit :

∀x ∈ R, lim
n→+∞

P (Un 6 x) = F (x) = P (U 6 x)

Comme F est ontinue sur R, ela signi�e bien que la suite de variables aléatoires (Un)n∈N∗
onverge

en loi vers U , variable aléatoire de densité fU : R → R dé�nie par

∀x ∈ R, fU(x) = F ′(x) = e−x−e
−x

Cette loi déidément très lassique dans les sujets ECE de es dernières années, est appelée Loi de

Gumbel.
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