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Proposition de corrigé par David Meneu
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I. Mise en place du probléme

1. Avec les constantes introduites par I’énoncé : v > k+c¢ exprime que le prix de vente unitaire est
strictement supérieur au coiut total unitaire (achat + stockage), donc que I'entreprise ne vend pas a
perte, ce qui semble la moindre des choses pour la viabilité de 'affaire!

II. Optimisation du bénéfice moyen sur une période

A. Cas continu

Dans cette partie, on suppose que la variable aléatoire D représentant la demande admet une densité
f qui est nulle sur | — 0o; 0], et continue et strictement positive sur |0; +o0].

On note R la fonction définie sur [0; +oo[ par R(z) = P(D > x).

Les quantités g; et ¢. sont des réels positifs ou nuls.

2. Etude d’une fonction

On définit la fonction ¢ sur [0; +o00] par :  ¢(z) = v/ R(t)dt — (k + ¢)x.
0

a) La fonction R est en fait la fonction « d’anti-répartition » puisqu’elle vérifie, pour tout x
de [0; +o0] :
R(z)=P(D>xz)=1—-P(D<x)=1- Fp(x)
En tant que fonction de répartition, Fp est continue sur R, notamment en 0 : par conséquent,
Fp(0) = lim Fp(x) = 0 puisque f est nulle sur | — oo; 0] et ainsi R(0) =1—0=1.
z—0~

La fonction de répartition Fp de D est aussi, d’aprés 'hypothése faite sur la densité f, stricte-
ment croissante sur [0; +oo[. Par conséquent, R est au contraire strictement décroissante sur cet
intervalle.

Toujours d’aprés les propriétés d'une fonction de répartition : 1i1l1 Fp(x) =17, et comme Fp
T—r+00

est strictement croissante sur [0; +-00], cette limite n’est jamais atteinte.
On en déduit :  lim R(z) = lim 1— Fp(z) =0T .

T—r+00 T—++00
Ainsi : la fonction R est strictement croissante et continue sur [0; +oo[; elle réalise donc,
d’apres le théoréme éponyme, une bijection de [0; +oo[ dans | 1ir+n R(z); R(0)] =]0;1].
T—r+00

k+c k+c

v

< 1.

On pose dans la suite S = R*I( ), bien défini puisque v >k +c¢ <= 0<

x
b) La fonction R étant, comme on l'a vu, continue sur [0; +oo] : la fonction z — / R(t)dt, qui est

0
en fait La primitive de R qui s’annule en 0, est bien définie et de classe C! sur [0; +oo[, et a pour
dérivée sur cet intervalle la fonction R.

La fonction ¢ est donc de classe C* sur [0; +oo[ comme différence de deux fonctions qui le sont,
et :
V€ [0;400[, ¢'(x)=v.R(z)— (k+¢)



¢) On détermine le sens de variation de ¢ sur [0; +oco[ en résolvant 'inéquation d’inconnue
x € [0;+oo :

k+c k+c

¢ (r) >0 <= v.R(x) >k+c < R(x)>T — x<R‘1<

)<:>x<5

parce que v > 0 et R est une bijection strictement décroissante de [0; +oo[ dans ]0; 1],

c
auquel appartient d’apres la question 1.

La fonction ¢ est donc strictement croissante sur [0; S], puis strictement décroissante sur [S; +o00].

d) D’aprés ce qui précéde : la fonction ¢ admet sur [0; +oo[ un maximum strict et global en S, ce
qui signifie effectivement que pour tout réel x positif et différent de S, p(x) < p(S).

3. Calcul approché de S avec Scilab

On suppose que 'on a défini une fonction d’en-téte function r = R(x) qui renvoie la valeur de R
au point x. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de paramétre 1.

+c

a) Puisque est une constante appartenant a |0; 1], et puisque R est une bijection continue,

v
strictement décroissante de [0; +oo[ dans ]0;1] :

P(R(X) < kjc) ~P(X > Rl(’“jc)) “PX 3 8) =P(X > 8) =1-Fx(S) = 1-(1—¢~5) = ¢S

parce que X est a densité, et d’aprés le cours sur la loi exponentielle suivie par X.

b) Le script suivant évalue alors la probabilité précédente par la fréquence de réalisation de 1'évé-

k
nement [R(X ) < j} a partir d’'un échantillon de 1000 variables aléatoires indépendantes,
v

toutes de méme loi que X, c’est-a-dire exponentielle de paramétre 1.

La boucle for compte le nombre de réalisations de 1’événement via la bien-nommeée variable
compt ; il suffit ensuite de diviser ce nombre par Ueffectif 1000 pour obtenir la fréquence.

On obtient alors une valeur approchée de e, dont on extrait une valeur approchée de S en en
prenant le logarithme, puis 'opposé :

1 k = input("k = ") ; ¢ = input("c = ") ; v = input("v = ") ;

2 compt = 0;

3 for i = do

4 X = grand(1l,1,"exp",1)
5 if R(X) <= (k+c)/v then
6 compt = compt +

7 end

8 end

10 disp("8 = "); disp(-log(compt/ ));

4. Espérance de vente
La variable aléatoire V' représente la quantité de produit vendue sur la période.
On rappelle que ¢ = ¢; + ¢. est la quantité de produit disponible & la vente.

Le minimum de deux réels a et b est noté dans la suite min(a, b).

a) Au cours de la période écoulée, deux options seulement se présentent :

e Soit le stock disponible excéde la demande D, qui n’atteint pas dans ce cas les limites du
stock et est alors pleinement satisfaite.

Pour une telle éventualité w € Q:  D(w) < g et V(w) = D(w) = min (D(w), q).



Soit la demande D(w) atteint ou dépasse la quantité maximale disponible ¢; dans ce cas,
D(w) > g, et toute la quantité disponible est vendue : V(w) = ¢ = min (D(w), q).

On peut donc écrire :  Vw € €, V(w) = min (D(w), g), ce qui signifie bien I'égalité de variables
aléatoires :

V = min (D, q)

b) Soit g la fonction définie sur R par g(z) = min(z, q).

i.

ii.

iil.

r six <
La fonction g a pour expression détaillée : Vz € R, g(x) = min(z,q) = { 4 ) -

q siz>q
De la sorte : sur |g;4+00[, g est continue comme fonction constante, et sur | — oo;ql, g est
continue comme fonction affine.

Les limites au point ¢ donnent :

lim g(z) = lim =z = ¢ = g(q) et lim g(x) = lim ¢ = ¢ = g(q), donc g est aussi continue
T—q~ T—q~ xz—qt z—qt

en q.

Finalement, ¢ est bien continue sur R.

r+q—|r—q

Remarque : sion connait la formule: Vz € R, min(z,q) = , la fonction ¢

apparait directement continue sur R comme somme et composée de fonctions continues sur

R.

Surtout, il faut pouvoir se convaincre de la continuité de cette fonction en tracant son allure,
trés simple :

La fonction f est supposée continue, strictement positive sur ]0;4+o0o[; de plus I'intégrale
+oo

f(t)dt converge, puisque f est une densité.
0

Il n’est pas certain que f admette une limite finie en 0%, mais au voisinage de 0", z est
compris entre 0 et 1, donc : 0 < zf(x) < f(z).

Le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions continues, positives assure alors

1
que l'intégrale / f(z)dz converge. Par continuité de la fonction x — xf(z) sur ]0;+ool,
0

q 1 q
I'intégrale / xf(z)de = / xf(z)dx +/ xf(z)dz, est bien convergente.
0 0 1

D’aprés le théoréme de transfert : g étant continue sur R, la variable aléatoire

+00
V =min(D, q) = g(D) admet une espérance si et seulement si I'intégrale / g(z).f(x)dz,
est absolument convergente. B
Or f est nulle sur | — 0o, 0] et positive sur ]0; 4+o00[. De son coté, g est positive sur [0; +o0|

(g(x) y est égal & x ou a q), il suffit donc de vérifier la convergence simple de :

[ s = [Cepwar / " gf)a

On a établi la convergence de la premiére intégrale & la question précédente. Comme f est
une densité de probabilité, la deuxiéme intégrale converge aussi et vaut :



+o0o
q f(z)dz = ¢P(D > q) = qR(q) d’aprés les propriétés de calcul avec les variables a

q .
densité.
La variable aléatoire V' admet donc une espérance qui vaut :
+o0 q
BI) = [ glalfe)ds = [ af(@de+or(o)
—00 0
iv. Soit € > 0 : pour prendre toutes nos précautions, on réalise une intégration par parties

q
dans l'intégrale / xf(x)dx, en posant :

u(z) ==z — u(x) =1
Vi) = flx) — wv(r) = F(z)

Les fonctions u et v sont de classe C! sur ]0 + oo[, donc par intégration par parties :

/Eq zf(z)de = [:cF(:C)E - /Eq F(2)dx = qF(q) — e.F(g) — /Eq F(z)dz

Or lorsque ¢ tend vers 07 : £.F(e) tend, par continuité de F sur R, vers 0.F(0) = 0.

q

q
La continuité de F" sur R assure aussi que lim [ F (x)dz = / F(z)dz, ce qui donne
e—0 e 0

finalement la relation : q q
[ atwe = arta)- [ Pl
0 0

Remarque : on a ici pris toutes les précautions concernant la gestion du point 0, en lequel
la fonction f n’admet pas forcément de limite finie; cette seule hypothése supplémentaire
aurait permis de travailler directement sur des intégrales de 0 a ¢, faussement impropres en

0.

En reprenant alors la formule précédente pour 1’espérance de V', on peut écrire :

5. Bénéfice espéré

Le bénéfice net sur la période est une variable aléatoire B ; on note 3(¢;, q.) = E(B) 'espérance de
B.

a) Sion ne commande pas de produit (¢. = 0) : le bénéfice net est la différence entre le produit de
la vente et le cott total du stockage, puisque comme le précise I’énoncé, le coiit d’achat du stock
initial n’est ici pas comptabilisé :

B=v.V —q.k

La linéarité de ’espérance donne alors :
qi
B(q;,0) =E(B) =v.E(V) — ¢.k = v/ R(z)dz — (k + ¢).q; + c.qi = o(q;) + c.q;
0

b) Si on commande une quantité strictement positive de produit, on rajoute le cott d’achat et de
stockage de la quantité q., donc la formule devient :

B=vV —qg.k—q.(k+c)—cF



Et dans ce cas :

(Ii‘f’(IC
B(gi,q.) =E(B) =v.E(V) — ¢.k — q..(k+¢) — cp = v. / R(z)dx — (k+¢).(¢; + ) + c.q; — ¢p
0
= (g +q) +cq—cr

6. Optimisation
On cherche a déterminer, en fonction d’une valeur donnée ¢; du stock initial, quelle est la quantité
de produit ¢. & commander afin d’optimiser ’espérance de bénéfice.

a) On suppose ¢; > S. La fonction ¢ étant strictement décroissante sur [S; +oo[, et puisque
¢+ qgc > q; pour gc > 0 :

o(gi+a.) < (@) = ¢(@i+qc) +c.qi—cr < 0(¢i+q.) +e.q < p(g)+cq = Blg,aq) < B(g,0).

Ce résultat signifie que quelle que soit la quantité initiale ¢;, tout achat supplémentaire diminue
strictement le bénéfice moyen : la meilleure stratégie lorsque ¢; > S est certainement de ne pas
acheter de produit.

b) On suppose ici ¢; < S.

i. Si on achéte une quantité non nulle de produit (g. > 0) : le bénéfice espéré est alors de toute
fagon ¢(q. + q;) + cqi — cr < p(S) + ¢.g; — cp. On peut atteindre cette valeur maximale du
bénéfice espéré si et seulement si: ¢q.+¢ =95 < q¢. =85 —q;.

Autrement dit, on compléte le stock a la quantité S.
On définit sur [0; S| la fonction ¢ par ¢ (x) = B(x, S — x) — B(x,0).
ii. Pour tout « de [0;S[: 0< S —a <8, donc :

() = p(a+ 5 —2) + et — ep — pl2) — e = p(S) — () — e

iii. La fonction ¢ est strictement croissante sur [0; S], done la fonction — est strictement dé-
croissante sur ce méme intervalle. L’ajoute de la constante ¢(S) — cr ne change pas le sens
de variation, donc 1 est strictement décroissante sur [0; S|.

iv. Si cp = ¢(S), alors par décroissance de ¢ sur [0;S] :
Ve € [0;5], () <¢(0) <= ¥(r) <p(S) —cr <O
La fonction 1 est bien, dans ce cas, négative sur [0; S|, ¢’est-a-dire que :
Vo € [0; S[, B(x,S —x) < B(x,0).

Dans ce cas, ne rien acheter est encore plus avantageux que de compléter le stock a 5.

v. Si par contre cp < ¢(S) : la fonction ¢ est alors strictement décroissante sur [0; S|, elle est
aussi continue sur cet intervalle (car ¢ l'est), avec :
»(0) = p(S) — @(0) —cr = @(S) —crp >0 et Y(S) = —cr < 0.
Le théoréme de la bijection assure alors qu’il existe un unique réel r €]0; S| en lequel v
s’annule en changeant de signe : 1)(x) est positif pour tout = de ]0; 7], et négatif pour tout x
de |r; ST.
Par conséquent : si 7 < ¢; < S, alors ¥(¢;) < 0 <= B(¢:;, S — ¢;) < 5(g;,0) et la bonne
stratégie est effectivement de ne rien commander dans ce cas.
Si par contre ¢; < r < S, alors ¥(¢;)) > 0 < B(q,S — ¢) > B(q;,0) et il est alors plus
avantageux de compléter le stock jusqu’a r dans ce cas.

Conclusion de cette partie : on a mis en place une stratégie a deux seuils : 7 (seuil de renouvellement)
et S (stock optimal). La stratégie consiste & ne rien commander si le stock initial est au moins égal a r,
et sinon & acheter la quantité qui compléte le stock a la valeur S.



10

11

B. Cas discret

Dans cette partie, on suppose que la variable aléatoire D qui représente la demande est & valeurs dans
N.

Sa loi est définie par la donnée de la suite de nombres (p,,)nen avec p, = P(D = n).

On suppose que pour tout n € N, p, > 0 et on pose R, = P(D > n).

Les quantités g;, ¢. sont maintenant des entiers naturels.

n
7. On définit la suite (p,)nen par @, = v Z R, —(k+c¢n sin>1et py=0.
k=1
a) Puisque D est a valeurs entiéres, alors on peut écrire I’égalité d’événements :

VneN, [D>=n]=[D=n|U[D>n]=[D=n]U[D>n+1]

et par union disjointe : Yn € N, P(D >n)=P(D=n)+P(D>n+1) <= p,= R, — Ry11.
b) L’hypotheése : Vn € N, p, > 0 assure alors que pour tout n € N, R, > R, .1, et donc que la suite
(R )nen est strictement décroissante.
Ry =P(D > 0) = 1 puisque D est a valeurs dans N, et lir}rl R, = lirf 1-P(D<n)=1-1=0
n—-+00 n——+00

d’aprés les propriétés des fonctions de répartition.
¢) Pour tout n > 1:

n—1

gon—gon_lszRk—(k:+c)n—vZRk—(k+c)(n—1):an—(k+c)
k=1 k=1

Le sens de variation de la suite (y,) dépend du signe de ¢, — ¢, _1 :

k-+c
v

On—n120 <= VR, Zk+c & R,

WV

: k+c : : : :
Puisque 0 < —— <1, Ry =1et lim R, =0, et puisque (R,,) est une suite décroissante :
v n—-+oo

il existe un premier entier S tel que: Vn <S5, ¢, —n_1 =0etVn >S5, ¢, —p,1 <0.
Le nombre g est alors la valeur maximale de la suite ().
8. Calcul de S avec Scilab

On suppose que ’on a défini une fonction d’en-téte function r = p(n) qui renvoie la valeur de p,.

Le script qui suit affiche ¢y, ..., pg puis la valeur de S :

k
n

input("k = ") ; c_= input("c = ") ; v = input("v = ") ;
; phi = 0 ; R = [-p(0) ; disp(phi);

while R >= (ktc)/v
n - n+ ;
phi = phi + wv*R - (k+tc);
disp(phi)
R=R - p);
end

disp("S = ") ; disp(n);



9. On rappelle que V = min(D, q) ot ¢ = ¢; + ¢e.

a) La variable aléatoire V' est donc a valeurs dans [0; ¢ ; ¢’est une variable aléatoire finie, qui admet
donc une espérance donnée par le théoréeme de transfert :

E(V) = Z min(n,q).P(D =n) = ZnP(D =n)+ Zq.]P’(D =
n=g 1 n=1 n=q

g—1 400 g—1
=Y npa+q) P(D=n)=> np,+qP(D > q)
n=1 n=q n=1
qg—1
= Z npn + qRq
n=1

b) En reprenant la relation : Vn € N, p, = R, — R, 11, la formule précédente devient :

q—1 q—1 q—1
E(V) = Z n(Ry, — Rny1) + qRy = Z ni, — Zan+1 +qR,
n=1 n=1 n=1
q q—1

_Zan—Z ~ )Ry +qR, =Y _nR, —ZszkJrZRkJqu
n=1

k=2 k=2 k=2
>

(.

~
télescopage

E(V) = R — qR, +ZRk+qR ZR
k=2
10. On note, comme dans la partie II, 5(g;, q.) 'espérance du bénéfice B en fonction de g; et g..

a) Sig.=0: alors ¢ = ¢; et comme auparavant, B = v.V — ¢;.k
et E(B) =v.E(V) —q. —UZR (k+¢)q + c.qi = vy + c.q;.

b) Sig. > 0: alors ¢ = ¢; + ¢ et B:v.V—qi.k—qc.(kch)—cF
qitqc

et E(B) =v.E(V)— (¢ +¢).k—qec—cr=v >, Ri—q.(k+c)+¢q.c—cr=pgiq +q.c—Cp.
=1

Les formules obtenues étant trés analogues a celles de la partie A, on peut établir que la stratégie
a deux seuils reste valable dans le cas discret, les seuils étant alors des entiers.

¢) En utilisant le script de la question 8 pour certaines valeurs de k, ¢ et v, on a obtenu les valeurs
suivantes, arrondies & deux chiffres aprés la virgule pour ¢, ..., pg :

0 4 79 1194 1577 19.34 2240 24.75 26.16 26.51

et S = 9. Sachant que ¢p = 2.5 : alors ¢r < pg, et on cherche le premier entier r compris entre 0
et 9 tel que ps —cp < @, <= 24.01 < ¢,.

On obtient donc r» = 7, valeur de ¢; a partir de laquelle il est préférable de ne pas commander
dans ce cas particulier.



ITI.

Evolution du stock dans le temps

11. Soit n un entier naturel.

a)

La variable aléatoire X, prend comme valeur 1’état du stock en fin de période n : comme il
commence a Xy = 0, et puisqu’il est toujours complété a la valeur S lorsqu’il est passé sous le
seuil de renouvellement, il est certain que le stock sera a tout instant un entier compris entre 0
et S X,(Q) C[o0,S5].

P(X,, =0)
P(X,=1)

Pour tout n € N, on note U,, la matrice colonne . qui représente la loi de X,.
P(X, =295)

Par définition : pour tout couple (i, 7) de [0; S]?, le coefficient m; ; représente la probabilité que
le stock passe de j a ¢ entre le début et la fin de la période n.

On peut donc écrire :  Vn € N, V(i,5) € [0;S]?, mi; = Pix,—;)(Xag1 = @), sous réserve que
I’événement [X,, = j| par lequel on conditionne, n’est pas de probabilité nulle.

La forme de la relation voulue est bien connue : la formule des probabilités totales avec le systéme
complet d’événements associé a la variable aléatoire X,,, donne :

Vi€ [0;5], P(Xnir =i) =y P([X0 = 1] N [Kni1 = i))

J=0

&La formule des probabilités composées qui donne :
P([Xn = j]N[Xnp1 = 1]) = P(X,, = j) X Pix,—;)(Xn+1 = 4) ne peut s’écrire que si P(X,, = j) # 0.

Si P(X, =7)=0,alors P([X,, = j]N[X,y1 =1i]) =0 (car [X,, = j| N [ X101 = 1] C [ X, =J]),
mais la relation P([X,, = j] N [Xpt1 = i]) = my;.P(X,, = j) est alors encore vraie puisque les
deux membres sont nuls. L’égalité qu’on vient d’écrire est donc valable pour tout j de [0;S].

S
Bref: Vi€ [0;8], P(Xnpp=1)=Y m;P(X,=j)
j=0

Remarque : la digression concernant la validité de la formule suivant que P(X,, = j) est nul ou
pas, peut paraitre s’embarrasser de bien des détails... 'exactitude mathématique est a ce prix!
Il est peu probable cependant que l'on soit lourdement sanctionné si on applique directement
et dans tous les cas, mais dans l'autre sens, comprendre et faire cette distinction subtile aura
forcément un impact favorable sur le correcteur...!

La relation précédente correspond alors bien a la définition du produit matriciel : pour tout ¢ de
[0; S], P(X,41 = %) qui est la coefficient de ligne i de U, 41, est la somme des produits de chaque
élément m, ; de la i-éme ligne, j-ieme colonne de la matrice M, avec I’élément de ligne j de la
matrice U, ce qui justifie la relation :

V¥neN, U, = MU,

12. Etude d’un cas particulier

Dans cette question, on suppose que les constantes k, v, ¢, cp sont telles que les seuils sont r = 2 et
S =3.

a)

On peut alors évaluer m; ; pour tout couple (¢, j) d’entiers compris entre 0 et 3 :



* |mpo = R3|: sachant que le stock est nul a I'instant n, il a été recomplété a la valeur 3 en

fin de période n; il est donc nul & nouveau a la fin de la période n + 1 si et seulement si la
demande lors de la période n + 1, a été supérieure ou égale a 3 (tout est aussitot vendu).

* |mg1 = Rs|: sachant que [X,, = 1], le stock est recomplété & 3 en fin de période n, et est

vide en fin de période n + 1 a la méme condition que précédemment.
* |mp2 = Ro|: sachant [X,, = 2|, alors on n’est pas sous le seuil de renouvellement ; rien n’est

racheté, il n’y a que deux unités disponibles, ce qui justifie qu’il ne reste rien en fin de période
n 4 1 si et seulement si la demande a été supérieure ou égale a 2.
* |mo3 = Rs|: sachant [X,, = 3], rien n’a été rajouté; le stock est alors vide a l'instant n + 1

si et seulement si la demande a été supérieure ou égale a 3.
* . sachant [X,, = 0], le stock a été complété a 3, et [X,, 11 = 1] est alors réalisé si
et seulement si [D,,,; = 2], dont la probabilité est ps.

* . sachant [X,, = 1], le stock est complété, donc comme précédemment
Prx,=1] (Xog1 =1) =P(Dpy1 = 2)pa.

* : sachant [X,, = 2], le stock n’est pas complété,
donc ]P)[Xn:2] (Xn+1 = ].) = ]P)(Dn—l—l = ].) = P1.

* De méme, m1,3 = ]P)[ang} (XnJrl = 1) = ]P(Dn+1 — 2) = p2.

* Selon des arguments tout & fait analogues aux précédents :

Mmoo = Prx,=0)(Xny1 = 2) = P(Dpy1 = 1) = p1 = Pix,—)(Xnt1 = 2) = Py, —5)(Xng1 = 2),
tandis que Mmoo = Pix,—9(Xn+1 = 2) = P(D,41 = 0) = py : le stock n’étant dans ce cas pas
complété, il ne change pas que si la demande est nulle au cours de la période n + 1.

*x De méme :  mgp = Pix,—0)(Xns1 = 3) = P(Dpt1 = 0) = po : le stock a été complété apres
la période n mais n’a pas été entamé au cours de la période n + 1. Pour la méme raison,
mi3 = po. On a aussi msz 3 = po car le stock, déja complet a la fin de la période n, ne peut le
rester a la fin de la période n + 1 que la encore la demande a été nulle au cours de celle-ci.

Enfin, mg3 = 0 est bien nulle : le stock n’étant pas complété, il ne peut passer de 2 a 3 aun
cours de la période n + 1.

Remarque : on a pris le temps de justifier absolument toutes les probabilités conditionnelles;
dans le cadre d’une épreuve en temps limité, on n’a évidemment pas forcément le temps de tout
détailler! On peut considérer que justifier proprement les premiéres, puis aller de plus en plus a
I’essentiel, est bien suffisant.

Pour tout n € N, on note a,, = P(X,, =0), b, =P(X,, =1), ¢, =P(X,, =2) et d,, = P(X,, = 3).

b) i. Au vu des relations précédentes : pour i = 2 dans la relation obtenue en 11.b), et vu les
valeurs des coefficients de la matrice M dans notre cas particulier :

VYn €N, ¢ =pr.ay + p1:bu + po-cn + p1.dy = p1(an + by, + dy) + po-cn = p1-(1 — ¢u) + po-ca
= (po =p1)-cn + 11

Puisqu’en effet, et pour tout n € N, a,, +b, +c,+d, = 1 par définition de la loi de la variable
aléatoire X,,.

ii. La suite (c,) est donc arithmético-géométrique ; pour la calculer explicitement, on introduit
comme toujours une suite auxiliaire, notons-la ici (v,), de la forme : Vn € N, v, = ¢, — a.

Alors pour tout n € N :

Upt1 = Cpp1 — @ = (Do — P1)-Cp + D1 — ¢
= (po — p1)-(vp + @) +p1 — «
Upnt1 = (po— p1)vn+ (po —p1 — 1).a+py



On cherche un réel « tel que (v,) soit géométrique, donc tel que :

p
(po—p1—1a+p =0 <= p1=(1—-py+p)a < a=—"1
I —po+m
Avec cette valeur de «, (v,) est géométrique de raison py — pi, et de premier terme
Vg = ¢op — @ = —a puisque ¢y = P(Xy =2) =0 (vu que X est certaine égale a 0).
Ainsi :

VneN, v, =—a.(pp—p)" < VneN, cn:vn+a:a.(1—(p0—p1)").

iii. On sait que pg et p; sont deux probabilités strictement comprises entre 0 et 1, donc :
O<pp<let —1<-—-p <0= —1<py—p1 <1, et ainsi :

| N - ) e 1
ngriloo(po pl) =0 < ngriloocn_nglfooa(l (pO pl) )_a_l_p0+p1

Limite qu’on note désormais ~.

¢) De la méme fagon, et vu la matrice M :

e La suite (a,) vérifie la relation de récurrence :
VneN, a1 = Rs.(a,+b,+d,)+ Ro.cp = Rs.(1 —¢,) + Ro.c, = (Re — R3).c, + R

Cette relation se réécrit aussi :  Vn € N*, a,, = ps.c,,_1 + R3 puisque Ry — R3 = ps

Comme également : R3 = 1 — py — p1 — pe, alors la suite (a,) est bien convergente, avec

lim a, =p2.y+1—po—p1— D2

n—-+4o00

e Deméme: VneN, b, =pa,+b,+d,)+pi.cn=(p1— p2).cph + Do
donc la suite (b,) converge et :

lim b, = (p1 — p2).y + D2

n—-+o0o

e Enfin: neN, d1=po(a, +b,+d,) =po(l —cy), donc (d,,) converge et :

lim d,, = po(1—7).

n—-+00

d) Les quatre limites obtenues sont comprises entre 0 et 1 comme limites de suites de probabilités,
et de plus leur somme vaut :

P2y +1l—po—p1—p2+(p1—p2)y+p2tv+po.(1=7) = (1+p1—po)y+1-pr=p+1-p =1

Donc la suite de variables aléatoires (X, ),en converge en loi vers une variable aléatoire X qui a
pour loi :

P(X =k)|p2y+1—po—p1—p2|(p1—Dp2)y+ D2 8 po-(1—7)
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13. Existence et unicité d’une loi de probabilité invariante par M
On reprend le cas général.

a) Pour tout j de [0; S] : mo; est la probabilité que le stock soit vide a la fin de la période n, alors
qu’il contenait 7 unités au début de cette période.

e Si j < r, alors le stock a été complété & S au début de la période, et alors
mg; = P(D,, = S) = ps > 0 d’aprés 'hypotheéses faite au début de cette partie III.
e Sij > r, alors le stock n’est pas complété et mg; = P(D,, = j) = p; > 0 pour la méme raison.

Dans tous les cas, my ; est toujours bien strictement positif.

S s
b) i. Pour tout j € [0; 5] : Zmi,j = ZP[anj] (Xn11 = 1) = 1 car quelle que soit la probabilité
i=0 i=0

choisie (méme conditionnelle comme ici), la somme des probabilités de la loi de X, vaut 1.

ii. Le résultat précédent peut se traduire matriciellement : si J = (1 1 ... 1) est la matrice-ligne
a S+ 1 colonnes ne contenant que des 1, alors par définition du produit matriciel, la relation
démontrée a la question précédente signifie que :

JM =J

En appliquant 'opération de transposition aux deux membres de cette transposition, I’égalité
est conservée :

M =" — "M'J="J

d’aprés la formule pour la transposée d’un produit ((AB) = ‘B'A). Or J est une matrice
colonne non nulle : la derniére relation signifie que 1 est valeur propre de M, avec °J pour
vecteur propre associé.

iii. ’énoncé rappelle le résultat du cours : toute matrice a le méme rang que sa transposée.
D’aprés ce qui précéde : 1 étant valeur propre de ‘M, alors rg(*M — Ig1) < S + 1.
Et comme t(M —Ig11) = M —"Te ="M= Is, (vu que Ig,q est diagonale, donc symé-
trique) :

rg(‘M — Igy1) < S+1 <= 1g(M — Is41) < S+ 1 <= 1 est valeur propre de M

¢) Soit U un vecteur colonne propre de M associé a la valeur propre 1, de coefficients ug, ..., ug .
On sait qu’alors pour tout réel XA non nul, V= AU est encore vecteur propre de M pour la valeur
propre 1. Si on note vy, ..., vs les coefficients de V', on veut plus spécifiquement que :

5 5 1
dDlvl=l &= DD lul=1 < A=
> Juj
S J=0
Comme U est non-nul, on est sir que Z lu;| > 0.
§=0
1

Il y a donc deux valeurs possibles et opposées pour le choix de A : ou —

S S '
> | > |y
=0 =0

[’un des deux choix au moins, assure donc que V' = AU aura au moins un coefficient strictement
s

positif et que Z lv| = 1.
5=0
d) On suppose que V' a aussi I'un au moins de ses coefficients qui est strictement négatif. Alors,
d’apres l'inégalité triangulaire :

S
’ E mo,jVj
j=0

S S
<Y Imogllosl =D maglos)
=0 =0
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car mg; > 0 pour tout j de [0; S]. On peut méme affirmer que I'inégalité est stricte :

S
’ E , Mo, jU;
J=0

de méme signe, ce qui n’est pas le cas ici au vu des hypothéses faites.

5
< g mo;.lv;|  car le cas d’égalité n’a lieu que lorsque tous les termes sont
=0

Par contre, pour tout i de [1,S], la nullité possible de m;; permet seulement d’écrire, comme
pour la premiére inégalité de cette question :

S S
) Y " migus| <Y maglvjl
=0 =0

Or, en n’oubliant pas que V est vecteur propre de M pour la valeur propre 1 : la relation MV =V
se traduit coefficient par coefficient, par les égalités

5 S
Z mov; =vy et Vie[l,S5], Z mi v =
j=0

=0

Mais alors les inégalités précédentes se réécrivent, :

s s
|[vo| < Zmo,j|vj| et Vie[l;S], |vi< Zmi,j|vj|
=0

§=0
Et la sommation de toutes ces inégalités, dont 1'une est stricte, donne alors :

5 5 s 5 5 5

Dol <D0 maglul = 1< Y Tmiy = 1<)yl = 1<1

i=0 i=0 j=0 5=0 i=0 §=0

=1

ce qui donne la contradiction voulue. Il est donc absurde de supposer que I'un des coefficients de
V' est négatif : ils sont donc tous positifs.
On suppose qu’il existe un deuxiéme vecteur colonne W, différent de V', vérifiant les mémes
propriétés que V.
On sait qu’alors, pour tout réel o > 0, le vecteur a(V — W) est non nul (puisque V' # W) et

est vecteur propre de M puisque le sous-espace propre pour la valeur propre 1 est un sous-espace
vectoriel de Mgyq1(R).

Une fois de plus, on veut que la somme des valeurs absolues des coefficients de ce vecteur soit
égale a 1, c’est-a-dire :

S
(v —w)| =1 <= > |o;—w;| =1
j=0 j=0

M)

Comme V' # W, I'un des coefficients v; — w; au moins est non nul, et le terme |v; — w;| cor-

respondant est strictement positif, ce qui permet de définir le réel a = > 0 tel que

S

> vy — wyl

7=0
a(V — W) est vecteur propre de M pour la valeur propre 1, dont la somme des valeurs absolues
des coefficients est égale a 1.

Il reste & justifier qu'un au moins des coefficients de a(V — W) est strictement positif; en suppo-
sant que ce n’est pas le cas, cela signifie que : V5 € [0; 5], 0 <v; < w;.

5 5 S
Il est alors impossible d’avoir a la fois Z lvjl=1= Zvj =1let ij =1!
=0 =0 =0
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L’un des coefficients au moins de a(V — W) est donc strictement positif, et a(V —W) vérifie donc
les mémes propriétés que V. Les coefficients de V' — W sont donc, d’apreés la question précédente,
tous positifs :  Vj € [0; S], v; > w; et 'une au moins de ces inégalités est stricte,
sans quoi V = W.
5 5
La encore, cela implique que Zvj > ij, ce qui est contradictoire avec le fait que ces deux
— —
sommes devraient toutes les djeux étre f’egales al.
On en conclut que le sous-espace propre de M associé a la valeur propre 1 est de dimension 1 :
sinon, il existerait un vecteur propre pour la valeur propre 1 qui soit non colinéaire au vecteur U
introduit en 13.c) : par le méme procédé qui a permis de construire V' a partir de U, on obtiendrait
ainsi un vecteur W qui a les mémes propriétés que V' tout en étant non colinéaire, donc différent,
de celui-ci.

On suppose ici que la suite (X,,),en converge en loi vers une certaine variable aléatoire X.

Alors X, comme toutes les variables aléatoires X,,, est a valeurs dans [0;.5], et la convergence en
loi signifie :
Vi € [0, 5], lir}ra P(X, =1i) = P(X =1)
n——+0oo

Le passage a la limite quand n tend vers +o0o dans la relation obtenue en 11. b) donne alors :

S
vie[0;5], P(X=i)=3 miP(X =)

P(X =0) P(X =0)
P(X =1) P(X =1)
ce qui, matriciellement, s’écrit : . =M
P(X =29) P(X =29)
Tous les coefficients de ce vecteur colonne sont positifs, et leur somme vaut 1 : I'un d’entre eux
P(X =0)
P(X =1)
au moins est strictement positif, donc le vecteur . vérifie les mémes propriétés
P(X =29)
que V.
P(X =0)
P(X =1)
Par unicité d’un tel vecteur, on conclut qu’effectivement : . =V.
P(X =5)

En cas de convergence en loi, la suite (X,,),en n’a donc qu’une seule loi limite possible.

%% FIN DU SUJET %%
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