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Proposition de orrigé par David Meneu

Lyée Champollion - Grenoble, pour

I. Mise en plae du problème

1. Ave les onstantes introduites par l'énoné : v > k+ c exprime que le prix de vente unitaire est

stritement supérieur au oût total unitaire (ahat + stokage), don que l'entreprise ne vend pas à

perte, e qui semble la moindre des hoses pour la viabilité de l'a�aire !

II. Optimisation du béné�e moyen sur une période

A. Cas ontinu

Dans ette partie, on suppose que la variable aléatoire D représentant la demande admet une densité

f qui est nulle sur ]−∞; 0], et ontinue et stritement positive sur ]0; +∞[.

On note R la fontion dé�nie sur [0; +∞[ par R(x) = P(D > x).

Les quantités qi et qc sont des réels positifs ou nuls.

2. Étude d'une fontion

On dé�nit la fontion ϕ sur [0; +∞[ par : ϕ(x) = v

∫ x

0

R(t)dt− (k + c)x.

a) La fontion R est en fait la fontion � d'anti-répartition � puisqu'elle véri�e, pour tout x

de [0; +∞[ :
R(x) = P(D > x) = 1− P(D 6 x) = 1− FD(x)

En tant que fontion de répartition, FD est ontinue sur R, notamment en 0 : par onséquent,

FD(0) = lim
x→0−

FD(x) = 0 puisque f est nulle sur ]−∞; 0] et ainsi R(0) = 1− 0 = 1.

La fontion de répartition FD de D est aussi, d'après l'hypothèse faite sur la densité f , strite-

ment roissante sur [0; +∞[. Par onséquent, R est au ontraire stritement déroissante sur et

intervalle.

Toujours d'après les propriétés d'une fontion de répartition : lim
x→+∞

FD(x) = 1−, et omme FD

est stritement roissante sur [0; +∞[, ette limite n'est jamais atteinte.

On en déduit : lim
x→+∞

R(x) = lim
x→+∞

1− FD(x) = 0+.

Ainsi : la fontion R est stritement roissante et ontinue sur [0; +∞[ ; elle réalise don,

d'après le théorème éponyme, une bijetion de [0; +∞[ dans
]

lim
x→+∞

R(x);R(0)
]
= ]0; 1].

On pose dans la suite S = R−1
(k + c

v

)

, bien dé�ni puisque v > k + c ⇐⇒ 0 <
k + c

v
< 1.

b) La fontion R étant, omme on l'a vu, ontinue sur [0; +∞[ : la fontion x 7→

∫ x

0

R(t)dt, qui est

en fait La primitive de R qui s'annule en 0, est bien dé�nie et de lasse C1
sur [0; +∞[, et a pour

dérivée sur et intervalle la fontion R.

La fontion ϕ est don de lasse C1
sur [0; +∞[ omme di�érene de deux fontions qui le sont,

et :

∀x ∈ [0; +∞[, ϕ′(x) = v.R(x)− (k + c)
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) On détermine le sens de variation de ϕ sur [0; +∞[ en résolvant l'inéquation d'inonnue

x ∈ [0; +∞[ :

ϕ′(x) > 0 ⇐⇒ v.R(x) > k + c ⇐⇒ R(x) >
k + c

v
⇐⇒ x < R−1

(k + c

v

)

⇐⇒ x < S

pare que v > 0 et R est une bijetion stritement déroissante de [0; +∞[ dans ]0; 1],

auquel

k + c

v
appartient d'après la question 1.

La fontion ϕ est don stritement roissante sur [0;S], puis stritement déroissante sur [S; +∞[.

d) D'après e qui préède : la fontion ϕ admet sur [0; +∞[ un maximum strit et global en S, e

qui signi�e e�etivement que pour tout réel x positif et di�érent de S, ϕ(x) < ϕ(S).

3. Calul approhé de S ave Silab

On suppose que l'on a dé�ni une fontion d'en-tête funtion r = R(x) qui renvoie la valeur de R

au point x. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de paramètre 1.

a) Puisque

k + c

v
est une onstante appartenant à ]0; 1], et puisque R est une bijetion ontinue,

stritement déroissante de [0; +∞[ dans ]0; 1] :

P

(

R(X) 6
k + c

v

)

= P

(

X > R−1
(k + c

v

))

= P(X > S) = P(X > S) = 1−FX(S) = 1−(1−e−S) = e−S

pare que X est à densité, et d'après le ours sur la loi exponentielle suivie par X .

b) Le sript suivant évalue alors la probabilité préédente par la fréquene de réalisation de l'évé-

nement

[

R(X) 6
k + c

v

]

à partir d'un éhantillon de 1000 variables aléatoires indépendantes,

toutes de même loi que X , 'est-à-dire exponentielle de paramètre 1.

La boule for ompte le nombre de réalisations de l'événement via la bien-nommée variable

ompt ; il su�t ensuite de diviser e nombre par l'e�etif 1000 pour obtenir la fréquene.

On obtient alors une valeur approhée de e−S
, dont on extrait une valeur approhée de S en en

prenant le logarithme, puis l'opposé :

1 k = input("k = ") ;  = input(" = ") ; v = input("v = ") ;

2 ompt = 0;

3 for i = 1:1000 do

4 X = grand(1,1,"exp",1)

5 if R(X) <= (k+)/v then

6 ompt = ompt + 1

7 end

8 end

9

10 disp("S = "); disp(-log(ompt/1000));

4. Espérane de vente

La variable aléatoire V représente la quantité de produit vendue sur la période.

On rappelle que q = qi + qc est la quantité de produit disponible à la vente.

Le minimum de deux réels a et b est noté dans la suite min(a, b).

a) Au ours de la période éoulée, deux options seulement se présentent :

� Soit le stok disponible exède la demande D, qui n'atteint pas dans e as les limites du

stok et est alors pleinement satisfaite.

Pour une telle éventualité ω ∈ Ω : D(ω) < q et V (ω) = D(ω) = min
(
D(ω), q

)
.
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� Soit la demande D(ω) atteint ou dépasse la quantité maximale disponible q ; dans e as,

D(ω) > q, et toute la quantité disponible est vendue : V (ω) = q = min
(
D(ω), q

)
.

On peut don érire : ∀ω ∈ Ω, V (ω) = min
(
D(ω), q

)
, e qui signi�e bien l'égalité de variables

aléatoires :

V = min
(
D, q

)

b) Soit g la fontion dé�nie sur R par g(x) = min(x, q).

i. La fontion g a pour expression détaillée : ∀x ∈ R, g(x) = min(x, q) =

{

x si x 6 q

q si x > q
.

De la sorte : sur ]q; +∞[, g est ontinue omme fontion onstante, et sur ] − ∞; q[, g est

ontinue omme fontion a�ne.

Les limites au point q donnent :

lim
x→q−

g(x) = lim
x→q−

x = q = g(q) et lim
x→q+

g(x) = lim
x→q+

q = q = g(q), don g est aussi ontinue

en q.

Finalement, g est bien ontinue sur R.

Remarque : si on onnaît la formule : ∀x ∈ R, min(x, q) =
x+ q − |x− q|

2
, la fontion g

apparaît diretement ontinue sur R omme somme et omposée de fontions ontinues sur

R.

Surtout, il faut pouvoir se onvainre de la ontinuité de ette fontion en traçant son allure,

très simple :

0

q

q

ii. La fontion f est supposée ontinue, stritement positive sur ]0; +∞[ ; de plus l'intégrale

∫ +∞

0

f(t)dt onverge, puisque f est une densité.

Il n'est pas ertain que f admette une limite �nie en 0+, mais au voisinage de 0+, x est

ompris entre 0 et 1, don : 0 6 xf(x) 6 f(x).

Le théorème de omparaison des intégrales de fontions ontinues, positives assure alors

que l'intégrale

∫ 1

0

f(x)dx onverge. Par ontinuité de la fontion x 7→ xf(x) sur ]0; +∞[,

l'intégrale

∫ q

0

xf(x)dx =

∫ 1

0

xf(x)dx+

∫ q

1

xf(x)dx, est bien onvergente.

iii. D'après le théorème de transfert : g étant ontinue sur R, la variable aléatoire

V = min(D, q) = g(D) admet une espérane si et seulement si l'intégrale

∫ +∞

−∞

g(x).f(x)dx,

est absolument onvergente.

Or f est nulle sur ] −∞, 0] et positive sur ]0; +∞[. De son �té, g est positive sur [0; +∞[
(g(x) y est égal à x ou à q), il su�t don de véri�er la onvergene simple de :

∫ +∞

0

g(x)f(x)dx =

∫ q

0

xf(x)dx+

∫ +∞

q

qf(x)dx

On a établi la onvergene de la première intégrale à la question préédente. Comme f est

une densité de probabilité, la deuxième intégrale onverge aussi et vaut :
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q

∫ +∞

q

f(x)dx = qP(D > q) = qR(q) d'après les propriétés de alul ave les variables à

densité.

La variable aléatoire V admet don une espérane qui vaut :

E(V ) =

∫ +∞

−∞

g(x)f(x)dx =

∫ q

0

xf(x)dx+ qR(q)

iv. Soit ε > 0 : pour prendre toutes nos préautions, on réalise une intégration par parties

dans l'intégrale

∫ q

ε

xf(x)dx, en posant :

u(x) = x −→ u′(x) = 1

v′(x) = f(x) −→ v(x) = F (x)

Les fontions u et v sont de lasse C1
sur ]0 +∞[, don par intégration par parties :

∫ q

ε

xf(x)dx =
[

xF (x)
]q

ε
−

∫ q

ε

F (x)dx = qF (q)− ε.F (ε)−

∫ q

ε

F (x)dx

Or lorsque ε tend vers 0+ : ε.F (ε) tend, par ontinuité de F sur R, vers 0.F (0) = 0.

La ontinuité de F sur R assure aussi que lim
ε→0+

∫ q

ε

F (x)dx =

∫ q

0

F (x)dx, e qui donne

�nalement la relation : ∫ q

0

xf(x)dx = qF (q)−

∫ q

0

F (x)dx

Remarque : on a ii pris toutes les préautions onernant la gestion du point 0, en lequel

la fontion f n'admet pas forément de limite �nie ; ette seule hypothèse supplémentaire

aurait permis de travailler diretement sur des intégrales de 0 à q, faussement impropres en

0.

En reprenant alors la formule préédente pour l'espérane de V , on peut érire :

E(V ) = qF (q)−

∫ q

0

F (x)dx+ qR(q) = q −

∫ q

0

F (x)dx =

∫ q

0

(
1− F (x)

)
dx

=

∫ q

0

R(x)dx

5. Béné�e espéré

Le béné�e net sur la période est une variable aléatoire B ; on note β(qi, qc) = E(B) l'espérane de

B.

a) Si on ne ommande pas de produit (qc = 0) : le béné�e net est la di�érene entre le produit de

la vente et le oût total du stokage, puisque omme le préise l'énoné, le oût d'ahat du stok

initial n'est ii pas omptabilisé :

B = v.V − qi.k

La linéarité de l'espérane donne alors :

β(qi, 0) = E(B) = v.E(V )− qi.k = v

∫ qi

0

R(x)dx− (k + c).qi + c.qi = ϕ(qi) + c.qi

b) Si on ommande une quantité stritement positive de produit, on rajoute le oût d'ahat et de

stokage de la quantité qc, don la formule devient :

B = v.V − qi.k − qc.(k + c)− cF
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Et dans e as :

β(qi, qc) = E(B) = v.E(V )− qi.k − qc.(k + c)− cF = v.

∫ qi+qc

0

R(x)dx− (k + c).(qi + qc) + c.qi − cF

= ϕ(qi + qc) + c.qi − cF

6. Optimisation

On herhe à déterminer, en fontion d'une valeur donnée qi du stok initial, quelle est la quantité

de produit qc à ommander a�n d'optimiser l'espérane de béné�e.

a) On suppose qi > S. La fontion ϕ étant stritement déroissante sur [S; +∞[, et puisque
qi + qc > qi pour qc > 0 :

ϕ(qi+qc) < ϕ(qi) =⇒ ϕ(qi+qc)+c.qi−cF < ϕ(qi+qc)+c.qi < ϕ(qi)+c.qi =⇒ β(qi, qc) < β(qi, 0).

Ce résultat signi�e que quelle que soit la quantité initiale qi, tout ahat supplémentaire diminue

stritement le béné�e moyen : la meilleure stratégie lorsque qi > S est ertainement de ne pas

aheter de produit.

b) On suppose ii qi < S.

i. Si on ahète une quantité non nulle de produit (qc > 0) : le béné�e espéré est alors de toute
façon ϕ(qc + qi) + cqi − cF 6 ϕ(S) + c.qi − cF . On peut atteindre ette valeur maximale du

béné�e espéré si et seulement si : qc + qi = S ⇐⇒ qc = S − qi.

Autrement dit, on omplète le stok à la quantité S.

On dé�nit sur [0;S[ la fontion ψ par ψ(x) = β(x, S − x)− β(x, 0).

ii. Pour tout x de [0;S[ : 0 < S − x 6 S, don :

ψ(x) = ϕ(x+ S − x) + c.x− cF − ϕ(x)− c.x = ϕ(S)− ϕ(x)− cF

iii. La fontion ϕ est stritement roissante sur [0;S[, don la fontion −ϕ est stritement dé-

roissante sur e même intervalle. L'ajoute de la onstante ϕ(S)− cF ne hange pas le sens

de variation, don ψ est stritement déroissante sur [0;S[.

iv. Si cF > ϕ(S), alors par déroissane de ψ sur [0;S[ :

∀x ∈ [0;S[, ψ(x) 6 ψ(0) ⇐⇒ ψ(x) 6 ϕ(S)− cF 6 0

La fontion ψ est bien, dans e as, négative sur [0;S[, 'est-à-dire que :

∀x ∈ [0;S[, β(x, S − x) 6 β(x, 0).

Dans e as, ne rien aheter est enore plus avantageux que de ompléter le stok à S.

v. Si par ontre cF < ϕ(S) : la fontion ψ est alors stritement déroissante sur [0;S[, elle est

aussi ontinue sur et intervalle (ar ϕ l'est), ave :

ψ(0) = ϕ(S)− ϕ(0)− cF = ϕ(S)− cF > 0 et ψ(S) = −cF < 0.

Le théorème de la bijetion assure alors qu'il existe un unique réel r ∈]0;S[ en lequel ψ

s'annule en hangeant de signe : ψ(x) est positif pour tout x de ]0; r], et négatif pour tout x
de ]r;S[.

Par onséquent : si r 6 qi < S, alors ψ(qi) 6 0 ⇐⇒ β(qi, S − qi) 6 β(qi, 0) et la bonne

stratégie est e�etivement de ne rien ommander dans e as.

Si par ontre qi < r < S, alors ψ(qi) > 0 ⇐⇒ β(qi, S − qi) > β(qi, 0) et il est alors plus

avantageux de ompléter le stok jusqu'à r dans e as.

Conlusion de ette partie : on a mis en plae une stratégie à deux seuils : r (seuil de renouvellement)

et S (stok optimal). La stratégie onsiste à ne rien ommander si le stok initial est au moins égal à r,

et sinon à aheter la quantité qui omplète le stok à la valeur S.
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B. Cas disret

Dans ette partie, on suppose que la variable aléatoire D qui représente la demande est à valeurs dans

N.

Sa loi est dé�nie par la donnée de la suite de nombres (pn)n∈N ave pn = P(D = n).

On suppose que pour tout n ∈ N, pn > 0 et on pose Rn = P(D > n).

Les quantités qi, qc sont maintenant des entiers naturels.

7. On dé�nit la suite (ϕn)n∈N par ϕn = v

n∑

k=1

Rk − (k + c)n si n > 1 et ϕ0 = 0.

a) Puisque D est à valeurs entières, alors on peut érire l'égalité d'événements :

∀n ∈ N, [D > n] = [D = n] ∪ [D > n] = [D = n] ∪ [D > n + 1]

et par union disjointe : ∀n ∈ N, P(D > n) = P(D = n) + P(D > n+ 1) ⇐⇒ pn = Rn −Rn+1.

b) L'hypothèse : ∀n ∈ N, pn > 0 assure alors que pour tout n ∈ N, Rn > Rn+1, et don que la suite

(Rn)n∈N est stritement déroissante.

R0 = P(D > 0) = 1 puisque D est à valeurs dans N, et lim
n→+∞

Rn = lim
n→+∞

1−P(D < n) = 1−1 = 0

d'après les propriétés des fontions de répartition.

) Pour tout n > 1 :

ϕn − ϕn−1 = v

n∑

k=1

Rk − (k + c)n− v

n−1∑

k=1

Rk − (k + c)(n− 1) = vRn − (k + c)

Le sens de variation de la suite (ϕn) dépend du signe de ϕn − ϕn−1 :

ϕn − ϕn−1 > 0 ⇐⇒ vRn > k + c ⇐⇒ Rn >
k + c

v

Puisque 0 <
k + c

v
< 1, R0 = 1 et lim

n→+∞

Rn = 0, et puisque (Rn) est une suite déroissante :

il existe un premier entier S tel que : ∀n 6 S, ϕn − ϕn−1 > 0 et ∀n > S, ϕn − ϕn−1 6 0.

Le nombre ϕS est alors la valeur maximale de la suite (ϕn).

8. Calul de S ave Silab

On suppose que l'on a dé�ni une fontion d'en-tête funtion r = p(n) qui renvoie la valeur de pn.

Le sript qui suit a�he ϕ0, . . . , ϕS puis la valeur de S :

1 k = input("k = ") ;  = input(" = ") ; v = input("v = ") ;

2 n = 0; phi = 0 ; R = 1-p(0) ; disp(phi);

3

4 while R >= (k+)/v

5 n = n+1;

6 phi = phi + v*R - (k+);

7 disp(phi)

8 R = R - p(n);

9 end

10

11 disp("S = "); disp(n);
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9. On rappelle que V = min(D, q) où q = qi + qc.

a) La variable aléatoire V est don à valeurs dans J0; qK ; 'est une variable aléatoire �nie, qui admet

don une espérane donnée par le théorème de transfert :

E(V ) =

+∞∑

n=0 1

min(n, q).P(D = n) =

q−1
∑

n=1

nP(D = n) +

+∞∑

n=q

q.P(D = n)

=

q−1
∑

n=1

npn + q

+∞∑

n=q

P(D = n) =

q−1
∑

n=1

npn + qP(D > q)

E(V ) =

q−1
∑

n=1

npn + qRq

b) En reprenant la relation : ∀n ∈ N, pn = Rn − Rn+1, la formule préédente devient :

E(V ) =

q−1
∑

n=1

n(Rn −Rn+1) + qRq =

q−1
∑

n=1

nRn −

q−1
∑

n=1

nRn+1 + qRq

=

q−1
∑

n=1

nRn −

q
∑

k=2

(k − 1)Rk + qRq =

q−1
∑

n=1

nRn −

q
∑

k=2

kRk

︸ ︷︷ ︸

télesopage

+

q
∑

k=2

Rk + qRq

E(V ) = R1 − qRq +

q∑

k=2

Rk + qRq =

q∑

n=1

Rn

10. On note, omme dans la partie II, β(qi, qc) l'espérane du béné�e B en fontion de qi et qc.

a) Si qc = 0 : alors q = qi et omme auparavant, B = v.V − qi.k

et E(B) = v.E(V )− qi.k = v

qi∑

j=1

Rj − (k + c)qi + c.qi = ϕqi + c.qi.

b) Si qc > 0 : alors q = qi + qc et B = v.V − qi.k − qc.(k + c)− cF

et E(B) = v.E(V )− (qi + qc).k− qc.c− cF = v
qi+qc∑

j=1

Rj − q.(k+ c) + qi.c− cF = ϕqi+qc + qi.c− cF .

Les formules obtenues étant très analogues à elles de la partie A, on peut établir que la stratégie

à deux seuils reste valable dans le as disret, les seuils étant alors des entiers.

) En utilisant le sript de la question 8 pour ertaines valeurs de k, c et v, on a obtenu les valeurs

suivantes, arrondies à deux hi�res après la virgule pour ϕ0, . . . , ϕS :

0 4 7.9 11.94 15.77 19.34 22.40 24.75 26.16 26.51

et S = 9. Sahant que cF = 2.5 : alors cF < ϕS, et on herhe le premier entier r ompris entre 0

et 9 tel que ϕS − cF < ϕr ⇐⇒ 24.01 < ϕr.

On obtient don r = 7, valeur de qi à partir de laquelle il est préférable de ne pas ommander

dans e as partiulier.
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III. Évolution du stok dans le temps

11. Soit n un entier naturel.

a) La variable aléatoire Xn prend omme valeur l'état du stok en �n de période n : omme il

ommene à X0 = 0, et puisqu'il est toujours omplété à la valeur S lorsqu'il est passé sous le

seuil de renouvellement, il est ertain que le stok sera à tout instant un entier ompris entre 0
et S : Xn(Ω) ⊂ J0, SK.

Pour tout n ∈ N, on note Un la matrie olonne








P(Xn = 0)
P(Xn = 1)

.

.

.

P(Xn = S)








qui représente la loi de Xn.

b) Par dé�nition : pour tout ouple (i, j) de J0;SK2, le oe�ient mi,j représente la probabilité que

le stok passe de j à i entre le début et la �n de la période n.

On peut don érire : ∀n ∈ N, ∀(i, j) ∈ J0;SK2, mi,j = P[Xn=j](Xn+1 = i), sous réserve que

l'événement [Xn = j] par lequel on onditionne, n'est pas de probabilité nulle.

La forme de la relation voulue est bien onnue : la formule des probabilités totales ave le système

omplet d'événements assoié à la variable aléatoire Xn, donne :

∀i ∈ J0;SK, P(Xn+1 = i) =
S∑

j=0

P
(
[Xn = j] ∩ [Xn+1 = i]

)

La formule des probabilités omposées qui donne :

P
(
[Xn = j]∩ [Xn+1 = i]

)
= P(Xn = j)×P[Xn=j](Xn+1 = i) ne peut s'érire que si P(Xn = j) 6= 0.

Si P (Xn = j) = 0, alors P ([Xn = j] ∩ [Xn+1 = i]) = 0 (ar [Xn = j] ∩ [Xn+1 = i] ⊂ [Xn = j]),

mais la relation P
(
[Xn = j] ∩ [Xn+1 = i]

)
= mi,j.P(Xn = j) est alors enore vraie puisque les

deux membres sont nuls. L'égalité qu'on vient d'érire est don valable pour tout j de J0;SK.

Bref : ∀i ∈ J0;SK, P(Xn+1 = i) =
S∑

j=0

mi,j.P(Xn = j).

Remarque : la digression onernant la validité de la formule suivant que P(Xn = j) est nul ou
pas, peut paraître s'embarrasser de bien des détails... l'exatitude mathématique est à e prix !

Il est peu probable ependant que l'on soit lourdement santionné si on applique diretement

et dans tous les as, mais dans l'autre sens, omprendre et faire ette distintion subtile aura

forément un impat favorable sur le orreteur... !

La relation préédente orrespond alors bien à la dé�nition du produit matriiel : pour tout i de

J0;SK, P(Xn+1 = i) qui est la oe�ient de ligne i de Un+1, est la somme des produits de haque

élément mi,j de la i-ème ligne, j-ième olonne de la matrie M , ave l'élément de ligne j de la

matrie Un, e qui justi�e la relation :

∀n ∈ N, Un+1 =MUn

12. Étude d'un as partiulier

Dans ette question, on suppose que les onstantes k, v, c, cF sont telles que les seuils sont r = 2 et

S = 3.

a) On peut alors évaluer mi,j pour tout ouple (i, j) d'entiers ompris entre 0 et 3 :
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⋆ m0,0 = R3 : sahant que le stok est nul à l'instant n, il a été reomplété à la valeur 3 en

�n de période n ; il est don nul à nouveau à la �n de la période n + 1 si et seulement si la

demande lors de la période n+ 1, a été supérieure ou égale à 3 (tout est aussit�t vendu).

⋆ m0,1 = R3 : sahant que [Xn = 1], le stok est reomplété à 3 en �n de période n, et est

vide en �n de période n + 1 à la même ondition que préédemment.

⋆ m0,2 = R2 : sahant [Xn = 2], alors on n'est pas sous le seuil de renouvellement ; rien n'est

raheté, il n'y a que deux unités disponibles, e qui justi�e qu'il ne reste rien en �n de période

n+ 1 si et seulement si la demande a été supérieure ou égale à 2.

⋆ m0,3 = R3 : sahant [Xn = 3], rien n'a été rajouté ; le stok est alors vide à l'instant n+ 1

si et seulement si la demande a été supérieure ou égale à 3.

⋆ m1,0 = p2 : sahant [Xn = 0], le stok a été omplété à 3, et [Xn+1 = 1] est alors réalisé si

et seulement si [Dn+1 = 2], dont la probabilité est p2.

⋆ m1,1 = p2 : sahant [Xn = 1], le stok est omplété, don omme préédemment

P[Xn=1](Xn+1 = 1) = P(Dn+1 = 2)p2.
⋆ m1,2 = p1 : sahant [Xn = 2], le stok n'est pas omplété,

don P[Xn=2](Xn+1 = 1) = P(Dn+1 = 1) = p1.

⋆ De même, m1,3 = P[Xn=3](Xn+1 = 1) = P(Dn+1 = 2) = p2.

⋆ Selon des arguments tout à fait analogues aux préédents :

m2,0 = P[Xn=0](Xn+1 = 2) = P(Dn+1 = 1) = p1 = P[Xn=1](Xn+1 = 2) = P[Xn=3](Xn+1 = 2),
tandis que m2,2 = P[Xn=2](Xn+1 = 2) = P(Dn+1 = 0) = p0 : le stok n'étant dans e as pas

omplété, il ne hange pas que si la demande est nulle au ours de la période n + 1.
⋆ De même : m3,0 = P[Xn=0](Xn+1 = 3) = P(Dn+1 = 0) = p0 : le stok a été omplété après

la période n mais n'a pas été entamé au ours de la période n + 1. Pour la même raison,

m1,3 = p0. On a aussi m3,3 = p0 ar le stok, déjà omplet à la �n de la période n, ne peut le

rester à la �n de la période n+ 1 que là enore la demande a été nulle au ours de elle-i.

En�n, m2,3 = 0 est bien nulle : le stok n'étant pas omplété, il ne peut passer de 2 à 3 au

ours de la période n + 1.

Remarque : on a pris le temps de justi�er absolument toutes les probabilités onditionnelles ;

dans le adre d'une épreuve en temps limité, on n'a évidemment pas forément le temps de tout

détailler ! On peut onsidérer que justi�er proprement les premières, puis aller de plus en plus à

l'essentiel, est bien su�sant.

Pour tout n ∈ N, on note an = P(Xn = 0), bn = P(Xn = 1), cn = P(Xn = 2) et dn = P(Xn = 3).

b) i. Au vu des relations préédentes : pour i = 2 dans la relation obtenue en 11.b), et vu les

valeurs des oe�ients de la matrie M dans notre as partiulier :

∀n ∈ N, cn+1 = p1.an + p1.bn + p0.cn + p1.dn = p1(an + bn + dn) + p0.cn = p1.(1− cn) + p0.cn

= (p0 − p1).cn + p1

Puisqu'en e�et, et pour tout n ∈ N, an+bn+cn+dn = 1 par dé�nition de la loi de la variable

aléatoire Xn.

ii. La suite (cn) est don arithmétio-géométrique ; pour la aluler expliitement, on introduit

omme toujours une suite auxiliaire, notons-la ii (vn), de la forme : ∀n ∈ N, vn = cn − α.

Alors pour tout n ∈ N :

vn+1 = cn+1 − α = (p0 − p1).cn + p1 − α

= (p0 − p1).(vn + α) + p1 − α

vn+1 = (p0 − p1).vn + (p0 − p1 − 1).α + p1
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On herhe un réel α tel que (vn) soit géométrique, don tel que :

(p0 − p1 − 1)α + p1 = 0 ⇐⇒ p1 = (1− p0 + p1)α ⇐⇒ α =
p1

1− p0 + p1

Ave ette valeur de α, (vn) est géométrique de raison p0 − p1, et de premier terme

v0 = c0 − α = −α puisque c0 = P(X0 = 2) = 0 (vu que X0 est ertaine égale à 0).

Ainsi :

∀n ∈ N, vn = −α.(p0 − p1)
n ⇐⇒ ∀n ∈ N, cn = vn + α = α.

(
1− (p0 − p1)

n
)
.

iii. On sait que p0 et p1 sont deux probabilités stritement omprises entre 0 et 1, don :

0 < p0 < 1 et −1 < −p1 < 0 =⇒ −1 < p0 − p1 < 1, et ainsi :

lim
n→+∞

(p0 − p1)
n = 0 ⇐⇒ lim

n→+∞

cn = lim
n→+∞

α.
(
1− (p0 − p1)

n
)
= α =

p1

1− p0 + p1

Limite qu'on note désormais γ.

) De la même façon, et vu la matrie M :

� La suite (an) véri�e la relation de réurrene :

∀n ∈ N, an+1 = R3.(an + bn + dn) +R2.cn = R3.(1− cn) +R2.cn = (R2 − R3).cn +R3

Cette relation se réérit aussi : ∀n ∈ N
∗, an = p2.cn−1 +R3 puisque R2 − R3 = p2

Comme également : R3 = 1− p0 − p1 − p2, alors la suite (an) est bien onvergente, ave

lim
n→+∞

an = p2.γ + 1− p0 − p1 − p2

� De même : ∀n ∈ N, bn+1 = p2(an + bn + dn) + p1.cn = (p1 − p2).cn + p2

don la suite (bn) onverge et :

lim
n→+∞

bn = (p1 − p2).γ + p2

� En�n : n ∈ N, dn+1 = p0(an + bn + dn) = p0(1− cn), don (dn) onverge et :

lim
n→+∞

dn = p0(1− γ).

d) Les quatre limites obtenues sont omprises entre 0 et 1 omme limites de suites de probabilités,

et de plus leur somme vaut :

p2.γ+1−p0−p1−p2+(p1−p2).γ+p2+γ+p0.(1−γ) = (1+p1−p0).γ+1−p1 = p1+1−p1 = 1

Don la suite de variables aléatoires (Xn)n∈N onverge en loi vers une variable aléatoire X qui a

pour loi :

k 0 1 2 3

P(X = k) p2.γ + 1− p0 − p1 − p2 (p1 − p2).γ + p2 γ p0.(1− γ)
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13. Existene et uniité d'une loi de probabilité invariante par M

On reprend le as général.

a) Pour tout j de J0;SK : m0,j est la probabilité que le stok soit vide à la �n de la période n, alors

qu'il ontenait j unités au début de ette période.

� Si j < r, alors le stok a été omplété à S au début de la période, et alors

m0,j = P(Dn = S) = pS > 0 d'après l'hypothèses faite au début de ette partie III.

� Si j > r, alors le stok n'est pas omplété et m0,j = P(Dn = j) = pj > 0 pour la même raison.

Dans tous les as, m0,j est toujours bien stritement positif.

b) i. Pour tout j ∈ J0;SK :

S∑

i=0

mi,j =

S∑

i=0

P[Xn=j](Xn+1 = i) = 1 ar quelle que soit la probabilité

hoisie (même onditionnelle omme ii), la somme des probabilités de la loi de Xn+1 vaut 1.

ii. Le résultat préédent peut se traduire matriiellement : si J = (1 1 . . . 1) est la matrie-ligne

à S+1 olonnes ne ontenant que des 1, alors par dé�nition du produit matriiel, la relation

démontrée à la question préédente signi�e que :

JM = J

En appliquant l'opération de transposition aux deux membres de ette transposition, l'égalité

est onservée :

t
JM = t

J ⇐⇒ t
M

t
J = t

J

d'après la formule pour la transposée d'un produit (

t(AB) = t
B

t
A). Or

t
J est une matrie

olonne non nulle : la dernière relation signi�e que 1 est valeur propre de

t
M , ave

t
J pour

veteur propre assoié.

iii. L'énoné rappelle le résultat du ours : toute matrie a le même rang que sa transposée.

D'après e qui préède : 1 étant valeur propre de

t
M , alors rg(tM − IS+1) < S + 1.

Et omme

t(M − IS+1) =
t
M − t

IS+1 = t
M − IS+1 (vu que IS+1 est diagonale, don symé-

trique) :

rg(tM − IS+1) < S + 1 ⇐⇒ rg(M − IS+1) < S + 1 ⇐⇒ 1 est valeur propre de M

) Soit U un veteur olonne propre de M assoié à la valeur propre 1, de oe�ients u0, . . . , uS .

On sait qu'alors pour tout réel λ non nul, V = λU est enore veteur propre de M pour la valeur

propre 1. Si on note v0, . . . , vS les oe�ients de V , on veut plus spéi�quement que :

S∑

j=0

|vj| = 1 ⇐⇒ |λ|

S∑

i=0

|uj| = 1 ⇐⇒ |λ| =
1

S∑

j=0

|uj|

Comme U est non-nul, on est sûr que

S∑

j=0

|uj| > 0.

Il y a don deux valeurs possibles et opposées pour le hoix de λ :

1
S∑

j=0

|uj|

ou −
1

S∑

j=0

|uj|

.

L'un des deux hoix au moins, assure don que V = λU aura au moins un oe�ient stritement

positif et que

S∑

j=0

|vj| = 1.

d) On suppose que V a aussi l'un au moins de ses oe�ients qui est stritement négatif. Alors,

d'après l'inégalité triangulaire :

∣
∣
∣

S∑

j=0

m0,jvj

∣
∣
∣ 6

S∑

j=0

|m0,j|.|vj| =
S∑

j=0

m0,j|vj |
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ar m0,j > 0 pour tout j de J0;SK. On peut même a�rmer que l'inégalité est strite :

∣
∣
∣

S∑

j=0

m0,jvj

∣
∣
∣ <

S∑

j=0

m0,j .|vj| ar le as d'égalité n'a lieu que lorsque tous les termes sont

de même signe, e qui n'est pas le as ii au vu des hypothèses faites.

Par ontre, pour tout i de J1, SK, la nullité possible de mi,j permet seulement d'érire, omme

pour la première inégalité de ette question :

∣
∣
∣

S∑

j=0

mi,jvj

∣
∣
∣ 6

S∑

j=0

mi,j|vj |

Or, en n'oubliant pas que V est veteur propre deM pour la valeur propre 1 : la relationMV = V

se traduit oe�ient par oe�ient, par les égalités

S∑

j=0

m0,jvj = v0 et ∀i ∈ J1, SK,

S∑

j=0

mi,jvj = vi

Mais alors les inégalités préédentes se réérivent :

|v0| <

S∑

j=0

m0,j |vj| et ∀i ∈ J1;SK, |vi| 6

S∑

j=0

mi,j|vj|

Et la sommation de toutes es inégalités, dont l'une est strite, donne alors :

S∑

i=0

|vi| <
S∑

i=0

S∑

j=0

mi,j |vj| ⇐⇒ 1 <
S∑

j=0

|vj|
S∑

i=0

mi,j

︸ ︷︷ ︸
=1

⇐⇒ 1 <
S∑

j=0

|vj| ⇐⇒ 1 < 1

e qui donne la ontradition voulue. Il est don absurde de supposer que l'un des oe�ients de

V est négatif : ils sont don tous positifs.

e) On suppose qu'il existe un deuxième veteur olonne W , di�érent de V , véri�ant les mêmes

propriétés que V .

On sait qu'alors, pour tout réel α > 0, le veteur α(V −W ) est non nul (puisque V 6= W ) et

est veteur propre de M puisque le sous-espae propre pour la valeur propre 1 est un sous-espae

vetoriel de MS+1,1(R).

Une fois de plus, on veut que la somme des valeurs absolues des oe�ients de e veteur soit

égale à 1, 'est-à-dire :

S∑

j=0

|α(vj − wj)| = 1 ⇐⇒ α

S∑

j=0

|vi − wj| = 1

Comme V 6= W , l'un des oe�ients vj − wj au moins est non nul, et le terme |vj − wj| or-

respondant est stritement positif, e qui permet de dé�nir le réel α =
1

S∑

j=0

|vj − wj |

> 0 tel que

α(V −W ) est veteur propre de M pour la valeur propre 1, dont la somme des valeurs absolues

des oe�ients est égale à 1.

Il reste à justi�er qu'un au moins des oe�ients de α(V −W ) est stritement positif ; en suppo-

sant que e n'est pas le as, ela signi�e que : ∀j ∈ J0;SK, 0 6 vj < wj.

Il est alors impossible d'avoir à la fois

S∑

j=0

|vj | = 1 =
S∑

j=0

vj = 1 et

S∑

j=0

wj = 1 !
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L'un des oe�ients au moins de α(V −W ) est don stritement positif, et α(V −W ) véri�e don
les mêmes propriétés que V . Les oe�ients de V −W sont don, d'après la question préédente,

tous positifs : ∀j ∈ J0;SK, vi > wj et l'une au moins de es inégalités est strite,

sans quoi V = W .

Là enore, ela implique que

S∑

j=0

vj >

S∑

j=0

wj, e qui est ontraditoire ave le fait que es deux

sommes devraient toutes les deux être égales à 1.

On en onlut que le sous-espae propre de M assoié à la valeur propre 1 est de dimension 1 :

sinon, il existerait un veteur propre pour la valeur propre 1 qui soit non olinéaire au veteur U

introduit en 13.) : par le même proédé qui a permis de onstruire V à partir de U , on obtiendrait

ainsi un veteur W qui a les mêmes propriétés que V tout en étant non olinéaire, don di�érent,

de elui-i.

f) On suppose ii que la suite (Xn)n∈N onverge en loi vers une ertaine variable aléatoire X .

Alors X , omme toutes les variables aléatoires Xn, est à valeurs dans J0;SK, et la onvergene en

loi signi�e :

∀i ∈ J0, SK, lim
n→+∞

P(Xn = i) = P(X = i)

Le passage à la limite quand n tend vers +∞ dans la relation obtenue en 11. b) donne alors :

∀i ∈ J0;SK, P(X = i) =
S∑

j=0

mi,jP(X = j)

e qui, matriiellement, s'érit :








P(X = 0)
P(X = 1)

.

.

.

P(X = S)








=M








P(X = 0)
P(X = 1)

.

.

.

P(X = S)







.

Tous les oe�ients de e veteur olonne sont positifs, et leur somme vaut 1 : l'un d'entre eux

au moins est stritement positif, don le veteur








P(X = 0)
P(X = 1)

.

.

.

P(X = S)








véri�e les mêmes propriétés

que V .

Par uniité d'un tel veteur, on onlut qu'e�etivement :








P(X = 0)
P(X = 1)

.

.

.

P(X = S)








= V .

En as de onvergene en loi, la suite (Xn)n∈N n'a don qu'une seule loi limite possible.

⋆⋆⋆ FIN DU SUJET ⋆⋆⋆

13 ©


