
MATHÉMATIQUES II - ESSEC E 2008

Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Préliminaires

Soit V =






v1
.

.

.

vN




 ∈ MN,1(R) tel que :

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

j=1

vj

∣
∣
∣
∣
∣
=

N∑

j=1

|vj| (E)

P1. Pour tout réel x :

� Soit x > 0, et alors |x| − x = x− x = 0
� Soit x < 0, alors |x| − x = −x− x = −2x > 0

Don
, en e�et : ∀x ∈ R, |x| − x > 0.

P2. Étude du 
as N = 3.

P2a.

(|v1|+ |v2|+ |v3|)
2 − (v1 + v2 + v2)

2 = |v1|
2 + |v2|

2 + |v3|
2 + 2|v1||v2|+ 2|v1||v3|+ 2|v2||v3|

− (v21 + v22 + v23 + 2v1v2 + 2v1v3 + 2v2v3)

= 2|v1v2|+ 2|v1v3|+ 2|v2v3| − 2v1v2 − 2v1v3 − 2v2v3 
ar |vi|
2 = v2i

= 2(|v1v2| − v1v2) + 2(|v1v3| − v1v3) + 2(|v2v3| − v2v3)

P2b. Comme V =





v1
v2
v3




véri�e (E) :

|v1+ v2+ v3| = |v1|+ |v2|+ |v3|, don
 (|v1|+ |v2|+ |v3|)
2 = |v1+ v2+ v3|

2 = (v1+ v2+ v3)
2
,

et par 
onséquent l'expression pré
édemment 
al
ulée est nulle :

2(|v1v2| − v1v2) + 2(|v1v3| − v1v3) + 2(|v2v3| − v2v3) = 0

Or : 
omme |x| − x est positif pour tout réel x (P1), 
ette somme de réels positifs est

nulle, si et seulement si 
ha
un de ses termes est nul, soit :

|v1v2| = v1v2, |v1v3| = v1v3, |v2v3| = v2v3

En 
onséquen
e : pour tout 
ouple (j, j′) ∈ {1, 2, 3} tel que j 6= j′ et |vjvj′| > 0, alors
vjvj′ > 0 aussi, 
e qui est vrai si et seulement si vj et vj′ sont non nuls et de même signe.

P2
. Montrer que (|V | = V ou |V | = −V ) revient à prouver que les 
oordonnées du ve
teur V

sont toutes de même signe.

Une 
oordonnée nulle vi de V , véri�e à la fois : vi = 0 = |vi| = −|vi|, tandis que la

question P2b. a prouvé que les 
oordonnées non nulles de V sont toutes duex à deux de

même signe : elles sont don
 toutes positives (et alors |V | = V ), ou toutes négatives (et

alors |V | = −V ).
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P3. Dans le 
as général où N > 2, on reprend le même s
héma de démonstration, qu'on généralise :

(
N∑

i=1

|vi|

)2

−

(
N∑

i=1

vi

)2

=

N∑

i=1

|vi|
2

︸︷︷︸

=v2
i

+2
∑

16i<j6N

|vivj| −

(
N∑

i=1

v2i + 2
∑

16i<j6N

vivj

)

= 2
∑

16i<j6N

(|vivj | − vivj)

Cette somme de termes positifs (d'après P1.), est nulle si et seulement si 
haque terme de la

somme est nul :

∀(i, j) ∈ J1, NK2, i < j =⇒ |vivj | = vivj =⇒ vi et vj sont de même signe

Les 
oe�
ients non-nuls de V sont don
 deux à deux de mêmes signes, don
 tous de même

signe, 
e qui signi�e bien que :

Si V véri�e (E), alors (|V | = V ou |V | = −V )

Partie I : Google et Pagerank

A. Étude de la matri
e de Google

I.A.1. Pour tout (i, j) ∈ J1, NK2 : A(i, j) > 0, ρ > 0 et surtout 1− ρ > 0 et N > 0, don
 :

∀(i, j) ∈ J1, NK2, G(i, j) = ρ.A(i, j) +
1− ρ

N
> 0.

I.A.2. Soit j ∈ J1, NK tel que dj = 0, alors : A(i, j) = 0 dès que i 6= j, et A(j, j) = 1, don
 :

N∑

i=1

G(i, j) = ρ

N∑

i=1

A(i, j) +

N∑

i=1

1− ρ

N
= ρ.A(j, j) +N ×

1− ρ

N
= ρ+ 1− ρ = 1

I.A.3. Soit j ∈ J1, NK tel que dj > 0, alors :

N∑

i=1

G(i, j) =
∑

i∈J1,NK
j pointe vers i

G(i, j) +
∑

i∈J1,NK
j ne pointe pas vers i

G(i, j)

=
∑

i∈J1,NK
j pointe vers i

ρ.
1

dj
+

1− ρ

N
+

∑

i∈J1,NK
j ne pointe pas vers i

ρ.0 +
1− ρ

N

= ρ.dj .
1

dj
+N.

1− ρ

N
= ρ+ 1− ρ = 1

I.A.1. On déduit évidemment de 
e résultat que : ∀j ∈ J1, NK,

N∑

i=1

G(i, j) = 1, don
 que la matri
e

G est sto
hastique (et stri
tement positive, d'après I.A.1.).

I.A.5. Le ve
teur






p(1)
.

.

.

p(N)




 ∈ MN,1(R), dé�ni par (S), véri�e (en admettant qu'il existe), par dé�nition

2 ©



du produit matri
iel d'une matri
e 
arrée ave
 une matri
e 
olonne :

G






p(1)
.

.

.

p(N)




 =














N∑

j=1

G(1, j)p(j)

N∑

j=1

G(2, j)p(j)

.

.

.

B∑

j=1

G(N, j)p(j)














=








p(1)
p(2)
.

.

.

p(N)








d'après (S). Il s'agit don
 bien d'un ve
teur invariant par G.

B. Modèle du surfeur sur le Web

I.B.1. On note Vn =






P (Xn = 1)
.

.

.

P (Xn = N)




 ; alors, par dé�nition de la loi d'une variable aléatoire :

� ∀i ∈ J1, NK, (vn)i = P (Xn = i) > 0 puisque 
'est une probabilité.

� ||Vn||1 =

N∑

i=1

|(vn)i| =

N∑

i=1

P (Xn = i) = 1

Don
 Vn est bien un ve
teur de probabilité.

I.B.2. Pour tout 
ouple (i, j) ∈ J1, NK2 :

Si P (Xn−1 = j) 6= 0, alors P ({Xn = i}∩{Xn−1 = j}) = P (Xn−1 = j)×P{Xn−1=j}(Xn = i) = (vn−1)j×G(i, j)

d'après les dé�nitions de l'énon
é. La relation : P ({Xn = i} ∩ {Xn−1 = j}) = (vn−1)j ×G(i, j)
est en
ore vraie si P (Xn−1 = j) = (vn−1)j = 0, 
ar alors les deux membres sont nuls.

I.B.3. Soit n ∈ N
∗
. Il s'agit bien sûr i
i d'utiliser, pour tout i ∈ J1, NK, la formule des probabilités

totales ave
 le système 
omplet d'événement ({Xn−1 = j})16j6N asso
ié à la variable aléatoire

Xn−1 :

∀i ∈ J1, NK, P (Xn = i) =
N∑

j=1

P ({Xn−1 = j} ∩ {Xn = i})

=

N∑

j=1

G(i, j)× (vn−1)j

Soit : ∀i ∈ J1, NK, (vn)i = (GVn−1)i

Ce qui donne bien l'égalité matri
ielle : ∀n ∈ N
∗, Vn = GVn−1.

I.B.4. La relation de "type géométrique" obtenue à la question pré
édente, amène alors en e�et à la

relation générale :

∀k ∈ N, Vk = GkV0.


e que prouve une ré
urren
e immédiate.

Partie II : Matri
es sto
hastiques

Le but de 
ette deuxième partie était de prouver l'existen
e et l'uni
ité d'un ve
teur de probabilité

invariant pour une matri
e sto
hastique stri
tement positive.
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A. Étude d'un exemple

On 
onsidère une matri
e Q ∈ M2(R) sto
hastique et stri
tement positive, qui peut se mettre

sous la forme :

Q =

(

1− q q′

q 1− q′

)

ave
 q ∈]0, 1[ et q′ ∈]0, 1[

II.A.1. On 
her
he les ve
teurs V =

(
x

y

)

véri�ant :

QV = V ⇐⇒

{
(1− q)x + q′y = x

qx + (1− q′)y = y
⇐⇒

{
−qx + qy = 0
qx − q′y = 0

⇐⇒ y =
q

q′
x

L'ensemble solution 
her
hé est le sous-espa
e ve
toriel :

S =

{(
x
q

q′
x

)∣
∣
∣
∣
x ∈ R

}

= Vect

((
1
q

q′

))

= Vect

((
q′

q

))

II.A.2. On 
her
he don
 i
i un ve
teur V de la forme : λ.

(
q′

q

)

tel que :







λ.q′ > 0

λ.q > 0

λ.q′ + λ.q = 1

⇐⇒ λ =
1

q + q′

Le réel λ est bien dé�ni de façon unique 
ar q > 0 et q′ > 0, et V∞ =
1

q + q′

(
q′

q

)

est bien

l'unique ve
teur de probabilité invariant par Q.

II.A.3. On montre par ré
urren
e sur n, que :

P(n) : Qn =
1

q + q′

(
q′ q′

q q

)

+
(1− q − q′)n

q + q′

(
q −q′

−q q′

)

est vraie pour tout n ∈ N
∗
.

I. Pour n = 1 :

1

q + q′

(
q′ q′

q q

)

+
1− q − q′

q + q′

(
q −q′

−q q′

)

=
1

q + q′

(
q′ q′

q q

)

+
1

q + q′

(
q −q′

−q q′

)

−

(
q −q′

−q q′

)

=
1

q + q′

(
q + q′ 0
0 q + q′

)

−

(
q −q′

−q q′

)

=

(
1− q q′

q 1− q′

)

= Q

Don
 P(1) est vraie.

H. Supposons P(n) vraie pour un 
ertain entier n ∈ N
∗
, et sous 
ette hypothèse, montrons

que P(n + 1) est en
ore vraie :
����������-

Qn+1 = Q×Qn H.R.
= Q×

1

q + q′

(
q′ q′

q q

)

+
(1− q − q′)n

q + q′
.Q×

(
q −q′

−q q′

)

Le premier produit matri
iel est 
elui de Q par une matri
e dont les deux 
olonnes sont en fait

identiques au ve
teur V∞ qui est invariant par Q.

On peut don
 é
rire sans 
al
ul supplémentaire que : Q×
1

q + q′

(
q′ q′

q q

)

=
1

q + q′

(
q′ q′

q q

)

.
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Par ailleurs : Q ×

(
q −q′

−q q′

)

=

(
q − q2 − qq′ −q′ + qq′ + q′2

q2 − q + qq′ −qq′ + q′ − q′2

)

= (1 − q − q′).

(
q −q′

−q q′

)

,

don
 on a bien :

Qn+1 =
1

q + q′

(
q′ q′

q q

)

+
(1− q − q′)n+1

q + q′

(
q −q′

−q q′

)

et P(n + 1) est vraie si P(n) l'est.

C. La propriété est initialisée et héréditaire : elle est don
 vraie pour tout entier n ∈ N
∗
,

d'après le prin
ipe de ré
urren
e.

B. Existen
e d'un ve
teur de probabilité invariant

Dans 
ette se
tion II.B., Q ∈ MN(R) est une matri
e sto
hastique.

II.B.1. On note U =






1
.

.

.

1




 ∈ MN,1(R) : alors

tQU est en
ore un ve
teur 
olonne de MN,1(R), où :

∀i ∈ J1, NK,
(
tQU

)

i
=

N∑

j=1

(tQ)(i, j)Uj =

N∑

j=1

Q(j, i)× 1 = 1

puisqu'on a re
onnu la somme des termes de la 
olonne i de Q, qui est sto
hastique.

On a don
 obtenu :

tQU = U .

II.B.2. On utilise i
i une équivalen
e du 
ours sur les matri
es inversibles, vue en ECE1 :

Q− IN est inversible ⇐⇒ t(Q− IN) est inversible ⇐⇒ tQ− IN est inversible

Puisque

t(Q − IN) =
tQ − tIN = tQ − IN par linéarité de la transposée, et puisque IN est

une matri
e symétrique (
ar diagonale).

II.B.3. D'après II.B.1., le ve
teur U non nul véri�e :

tQU = U ⇐⇒ (tQ − IN)U = 0, don
 U est

ve
teur propre de

tQ pour la valeur propre 1, et tQ− IN n'est pas inversible.

Mais alors : l'équivalen
e rappelée en II.B.2. a�rme que Q−IN n'est pas non plus inversible,


e qui sigin�e bien que 1 est valeur propre de Q.

Soit λ une valeur propre réel de Q telle que |λ| = 1 (don
 i
i : λ = 1 ou λ = −1), et V ∈ MN,1(R)
un ve
teur propre de Q asso
ié à la valeur propre λ.

II.B.4. Le ve
teur Q|V | − |V | a pour 
oordonnées : ∀i ∈ J1, NK,

N∑

j=1

Q(i, j)|vj | − |vi|.

Or la relation : QV = λ.V véri�ée par le ve
teur propre V , signi�e : ∀i ∈ J1, NK,

N∑

j=1

Q(i, j)vj = λ.vi.

Ainsi : ∀i ∈ J1, NK,

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

j=1

Q(i, j)vj

∣
∣
∣
∣
∣
= |λ||vi| = |vi| puisque |λ| = 1. Or :

∀i ∈ J1, NK,

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

i=1

Q(i, j)vj

∣
∣
∣
∣
∣
6

N∑

j=1

|Q(i, j)||vj| ⇐⇒

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

j=1

Q(i, j)vj

∣
∣
∣
∣
∣
6

N∑

j=1

Q(i, j)|vj|

d'après l'inégalité triangulaire, sa
hant que les 
oe�
ients Q(i, j) sont tous positifs ou nuls

puisque Q est sto
hastique. Ces relations donnent don
 :

∀i ∈ J1, NK, |vi| 6
N∑

j=1

Q(i, j)|vj | ⇐⇒ ∀i ∈ J1, NK,
N∑

j=1

Q(i, j)|vj| − |vi| > 0

On a bien démontré ainsi que le ve
teur Q|V | − |V | est positif.
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II.B.5. On somme 
omme suggéré, les 
omposantes du ve
teur Q|V | − |V | :

N∑

i=1

(Q|V | − |V |)i =

N∑

i=1

(
N∑

j=1

Q(i, j)|vj |

)

−

N∑

i=1

|vi|

=

N∑

j=1

N∑

i=1

Q(i, j)|vj| −

N∑

i=1

|vi| interversion des symobles

∑

=
N∑

j=1

|vj|.
N∑

i=1

Q(i, j)

︸ ︷︷ ︸

=1: somme de la

j-ième 
olonne de Q

−
N∑

i=1

|vi| = ||V ||1 − ||V ||1 = 0

Bilan : Q|V | − |V | est un ve
teur positif dont la somme des 
oordonnées est nulle : toutes

ses 
oordonnées sont don
 nulles, et Q|V | − |V | est le ve
teur nul !

Ainsi : Q|V | − |V | = 0N,1 ⇐⇒ Q|V | = |V | et |V | est bien invariant par Q

II.B.6. Les deux questions pré
édentes permettent de 
onstruire un ve
teur de probabilité invariant

par Q :

� Comme 1 est bien valeur propre de Q, il existe un ve
teur non-nul V tel que QV = V , et

alors Q|V | = |V | ave
 |V | 6= 0N,1 donne bien un ve
teur positif invariant par Q.

� Le ve
teur |V | véri�e : || |V | ||1 = ||V ||1 =
N∑

i=1

|vi| > 0, et alors, à l'exemple de 
e qui a été

fait en II.A.2. :

U =
1

||V ||1
.|V | est un ve
teur positif, non nul, véri�ant

QU =
1

||V ||1
Q|V | =

1

||V ||1
.|V | = U et ∀i ∈ J1, NK, ui =

|vi|

||V ||1
> 0 ave


N∑

i=1

ui =
1

||V ||1

N∑

i=1

|vi| = 1

C'est-à-dire que U est bien un ve
teur de probabilité invariant par Q.

C. Uni
ité d'un ve
teur de probabilité invariant

Dans 
ette se
tion II.C., Q ∈ MN(R) est une matri
e sto
hastique stri
tement positive : on sait

d'après II.B.6. qu'il existe au moins un ve
teur de probabilité invariant par Q noté V∞ =






(v∞)1
.

.

.

(v∞)N




.

II.C.1. Soit V un ve
teur positif invariant par Q : V = 0N,1 est bien un ve
teur possible, il s'agit sinon

de montrer qu'au
une des 
oordonnées de V n'est nulle.

Supposons pour 
ela qu'il existe un entier i0 ∈ J1, NK tel que vi0 = 0 :

La 
ondition d'invarian
e QV = V donne alors, à la i0-ième 
oordonnée, la relation :

N∑

j=1

Q(i0, j)vj = vi0

où : ∀j ∈ J1, NK, Q(i0, j) > 0 et vj > 0. Cette somme de réels positifs ne peut être nulle que si


ha
un des termes est nul, soit :

∀j ∈ J1, NK, Q(i0, j)vj = 0 =⇒ ∀j ∈ J1, NK, vj = 0 puisque Q(i0, j) > 0

Bilan : si l'un des vi est nul, alors toutes les 
oordonnées de V sont nulles et V = 0N,1.

Sinon, au
une des 
oordonnées n'est nulle, toutes sont don
 stri
tement positives et V est

stri
tement positif.
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II.C.2. On a vu que V∞ est un ve
teur positif invariant par Q, 
onstruit à partir d'un ve
teur propre

de Q, don
 il n'est pas nul : il est par 
onséquent stri
tement positif, d'après 
e qui pré
ède.

On 
onsidère à présent un autre ve
teur de probabilité noté W∞ =






(w∞)1
.

.

.

(w∞)N




, invariant par Q.

Puis on dé�nit : α = min

{
(w∞)i
(v∞)i

| 1 6 i 6 N

}

=
(w∞)i0
(v∞)i0

et V = W∞ − α.V∞.

II.C.3. Comme V∞ et W∞ sont invariants par Q :

QV = QW∞ − α.QV∞ = W∞ − α.V∞ = V

II.C.4. Pour tout i ∈ J1, NK : vi = (w∞)i − α.(v∞)i = (v∞)i
︸ ︷︷ ︸

>0

×

(
(w∞)i
(v∞)i

−
(w∞)i0
(v∞)i0

)

︸ ︷︷ ︸

>0 par dé�nition de α

> 0,

don
 V est un ve
teur positif. Mais pour i = i0, le fa
teur de droite est nul, et vi0 = 0, don
 V
n'est pas stri
tement positif.

II.C.5. Le ve
teur V est positif, invariant par Q mais pas stri
tement positif : d'après II.C.1., on en


on
lut don
 que V est nul, 
'est-à-dire : W∞ = α.V∞.

II.C.6. Il reste i
i à prendre en 
ompte que V∞ et W∞ sont des ve
teurs de probabilité, don
 :

N∑

i=1

(w∞)i = 1 =

N∑

i=1

α.(v∞) = α

n∑

i=1

(v∞)i ⇐⇒ α = 1


e qui implique bien : W∞ = V∞.

On reprend jusqu'à la �n de 
ette partie les notations de la partie I sur Google et la notion de

PageRank.

II.C.7. La résolution du système (S) 
orrespond à la re
her
he d'un ve
teur P =






p(1)
.

.

.

p(N)




, ve
teur de

probabilité invariant par G au vu de la deuxième 
ondition.

Comme G a été démontrée sto
hastique, stri
tement positive (questions I.A.1. et I.A.4.) :

il existe bien, d'après II.B. et II.C., un unique ve
teur de probabilité invariant parG, 
'est-à-dire

une unique solution au système (S).

II.C.8. Pour tout entier i ∈ J1, NK :

p(i) =

N∑

j=1

G(i, j)p(j) = ρ

N∑

j=1

A(i, j)p(j) +
1− ρ

N

N∑

j=1

p(j)

︸ ︷︷ ︸

=1

= ρ
︸︷︷︸

>0

N∑

j=1

A(i, j)
︸ ︷︷ ︸

>0

p(j)
︸︷︷︸

>0

+
1− ρ

N
>

1− ρ

N

II.C.9. La 
ondition ρ < 1 assure que p(i) > 0 pour tout i ∈ J1, NK, 
e qui assure l'uni
ité de 
e ve
teur
de probabilité stri
tement positif, invariant par G d'après l'étude pré
édente.

Si ρ = 1, N = 3 : alors G = A peut être égale à





1 0 0
0 1 0
0 0 1




si 
ha
une des trois pages ne

pointe que vers elle-même ; dans 
e 
as, tout ve
teur de probabilité est invariant par G ! Et il

n'y a pas du tout uni
ité de la solution.
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Partie III : Validation du PageRank

Dans toute 
ette partie III, on 
onsidère Q ∈ MN(R) une matri
e sto
hastique stri
tement

positive. On note V∞ l'unique ve
teur de probabilité invariant par Q.

A. Valeurs propres de Q

III.A.1. Pour tout ve
teur V ∈ MN,1(R) :

||QV ||1 =

N∑

i=1

|QV |i =

N∑

i=1

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

j=1

Q(i, j)vj

∣
∣
∣
∣
∣
6

N∑

i=1

N∑

j=1

|Q(i, j)|
︸ ︷︷ ︸

=Q(i,j)>0

|vj| (inégalité triangulaire)

6

N∑

j=1

|vj |.
N∑

i=1

Q(i, j)

︸ ︷︷ ︸

=1

||QV ||1 6 ||V ||1

Si de plus V est positif : les 
oe�
ients Q(i, j) et vj sont tous positifs, et :

||QV ||1 =

N∑

i=1

N∑

i=1

Q(i, j)vj =

N∑

j=1

vj .

N∑

i=1

Q(i, j) =

N∑

j=1

vj = ||V ||1

III.A.2. Soit λ ∈ Sp(Q) une valeur propre de Q, et V 6= 0N,1 un ve
teur propre asso
ié :

QV = λ.V =⇒ ||QV ||1 = ||λ.V ||1 =

N∑

i=1

|λvi| = |λ|

N∑

i=1

|vi| = |λ|.||V ||1

Ainsi : ||QV ||1 6 ||V ||1 se réé
rit : |λ|.||V ||1 6 ||V ||1 ⇐⇒ |λ| 6 1 puisque ||V ||1 > 0 (vu

que V 6= 0N,1).

Soient λ une valeur propre réelle de Q telle que |λ| = 1, et V ∈ MN,1(R) un ve
teur propre de Q

asso
ié à λ tel que ||V ||1 = 1. On sait grâ
e au II.B.5. que |V | = V∞.

III.A.3. D'après les propriétés de V :

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

j=1

Q(1, j)vj

∣
∣
∣
∣
∣
= |(QV )1| = |(λ.V )1| = |λ|.|v1| = |v1|

Mais par ailleurs :

N∑

j=1

Q(1, j)|vj| = (Q|V |)1 = (QV∞)1 = (v∞)1 = |v1|,

puisque |V | = V∞ est invariant par Q. On a bien :

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

j=1

Q(1, j)vj

∣
∣
∣
∣
∣
=

N∑

j=1

Q(1, j)|vj|

III.A.4. Le ve
teur W =






Q(1, 1)v1
.

.

.

Q(1, N)vN




 véri�e don
 les 
onditions du préliminaire, et ainsi :

|W | = W ou |W | = −W

⇐⇒ ∀j ∈ J1, NK, |Q(1, j)vj| = Q(1, j)vj ou ∀j ∈ J1, NK, |Q(1, j)vj| = −Q(1, j)vj

⇐⇒ ∀j ∈ J1, NK, |vj | = vj ou ∀j ∈ J1, NK, |vj| = −vj puisque Q(1, j) > 0
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On a don
 : V = |V | = V∞ ou V = −|V | = −V∞.

Dans tous les 
as, V est 
olinéaire à V∞ qui est ve
teur propre de Q pour la valeur propre 1,

don
 V appartient aussi au sous-espa
e propre pour la valeur propre 1, et :

λ = 1

B. Convergen
es

On fera dans 
ette se
tion III.B. l'hypothèse supplémentaire que Q est diagonalisable.

III.B.1. L'hypothèse faite signi�e qu'il existe une matri
e diagonale d et une patri
e inversible S telles

que :

Q = SDS−1

Une ré
urren
e simple et très 
lassique donne alors la relation plus générale :

∀n ∈ N
∗, Qn = SDnS−1

III.B.2. La matri
e D a pour éléments diagonaux les valeurs propres (λi)16i6N de Q. On sait que :

� ∀i ∈ J1, NK, |λi| 6 1.

� Si |λ| = 1, alors λ = 1 : −1 n'est don
 pas pas valeur propre de Q, et toutes les autres

valeurs propres de Q véri�ent don
 : |λi| < 1.

� Un ve
teur propre asso
ié à la valeur propre λ = 1 est toujours 
olinéaire à V∞ : le sous-

espa
e propre E1(Q) asso
ié à la valeur propre 1 est don
 Vect(V∞), de dimension 1,

et λi = 1 est par 
onséquent présent une seule fois sur la diagonale de d.

III.B.3. Quitte à é
hanger l'ordre des valeurs propres sur la diagonale de D (et don
 en fon
tion, l'ordre

des ve
teurs propres dans la matri
e de passage S), on peut supposer que :

D =








1 (0)
λ2

.

.

.

(0) λN








Mais alors, d'après les propriétés des matri
es diagonales :

∀n ∈ N
∗, Dn =








1n (0)
(λ2)

n

.

.

.

(0) (λN)
n








, et Qn = SDnS−1 = S








1 (0)
(λ2)

n

.

.

.

(0) (λN)
n








S−1

Il est alors 
lair, selon la dé�nition de la 
onvergen
e matri
ielle que la suite (Qn)n∈N∗ 
onverge

vers Q∞ = S








1 (0)
0

.

.

.

(0) 0








S−1
.

III.B.4. L'idée derrière 
ette question est en fait de voir que le produit de deux matri
es sto
hastiques,

est en
ore une matri
e sto
hastique.

Adoptons i
i le point de vue suivant, issu en fait du 
al
ul réalisé en II.B.1. :

Une matri
e Q est sto
hastique si et seulement si elle est positive et

tQU = U , où U est le

ve
teur de MN,1 sont toutes les 
oordonnées valent 1. On a vu en e�et que

tQU est le ve
teur
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dont 
haque 
oordonnée les la somme des 
oe�
ients de la 
olonne de Q de même indi
e.

Soient alors A = (ai,j) et B = (bi,j) deux matri
es sto
hastiques de MN(R) : alors leur produit
AB est en
ore une matri
e de MN(R), positive puisque :

∀(i, j) ∈ J1, NK2, (AB)i,j =

N∑

k=1

ai,k × bk,j

est une somme de produits de réels positifs.

De plus :

t(AB)U = tBtAU = tBU = U en utilisant su
essivement le fait que A, puis B est

sto
hastique.

On a don
 bien montré que le produit AB de deux matri
es sto
hastiques A et B, est en
ore

une matri
e sto
hastique.

Une ré
urren
e immédiate montre alors que : les puissan
es su

essives Qn
(n ∈ N

∗
) de la

matri
e sto
hastique Q, sont toutes sto
hastiques.

La limite Q∞ de la suite (Qn)n∈N∗ véri�e alors :

∀(i, j) ∈ J1, NK2, Q∞(i, j) = lim
n→+∞

Qn(i, j) > 0

tous les 
oe�
ients de Q∞ sont en e�et les limites de suites positives.

De plus :

tQ∞U est alors la limite, au sens matri
iel, de

t(Qn)U qui est 
onstant égal à U ;

évidemment, on a alors

tQ∞U = U , 
e qui a
hève de prouver que Q∞ est en
ore une matri
e

sto
hastique.

III.B.5. On sait qu'au sens matri
iel du terme : lim
n→+∞

Qn = Q∞, mais alors :

On a aussi lim
n→+∞

Qn+1 = Q∞, et par ailleurs lim
n→+∞

Qn+1 = lim
n→+∞

Q × Qn = Q× Q∞ : il n'est

pas di�
ile en e�et de 
onstater que la 
onvergen
e matri
ielle se faisant terme à terme, le

passage à la limite est 
ompatible ave
 le produit matri
iel.

Le prin
ipe d'uni
ité de la limite s'applique don
 aussi à la suite (Qn+1), qui donne e�e
tive-

ment :

Q×Q∞ = Q∞

III.B.6. En notant Q
(1)
∞ , . . . , Q

(N)
∞ les 
olonnes de Q∞, 
omme le produit matri
iel de deux matri
es


arrées s'e�e
tue en multipliant la matri
e de gau
he par 
haque 
olonne de la matri
e de

droite, pour obtenir su

essivement 
haque 
olonne de la matrid
e produit :

L'égalité : Q×Q∞ = Q∞ entraîne alors :

∀j ∈ J1, NK, Q×Q(j)
∞ = Q(j)

∞

relation qui exprime bien que toutes les 
olones de Q∞ sont invariantes par Q.

III.B.7. Comme la matri
e Q∞ est de plus sto
hastique : 
ha
une de ses 
olonnes est un ve
teur de

probabilité, non nul par 
onséquent, et invariant par Q : on a vu qu'un ve
teur possédant 
es

propriétés est toujours égal à V∞, don
 Q∞ et bien la matri
e dont toutes les 
olonnes sont

égales au ve
teur V∞.

On admettra pour la partie III.C. que (Qn)n∈N∗ 
onverge lorsque n tend vers l'in�ni vers la matri
e

Q∞ dont les 
olonnes sont toutes égales à V∞ sous les seules hypothèses Q sto
hastique et

stri
tement positive.

C. Appli
ation au modèle du surfeur

On 
onsidère, ave
 les notations pré
édentes, la variable aléatoire X∞ à valeurs dans J1, NK dont
la loi est dé�nie par :

∀i ∈ J1, NK, P (X∞ = i) = p(i)
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III.C.1. On sait déjà que la suite matri
ielle (Vn)n∈N des ve
teurs Vn =






P (Xn = 1)
.

.

.

P (Xn = N)




 véri�e :

∀n ∈ N, Vn = Gnv0.

Or G est sto
hastique, stri
tement positive (lorsqu'on a bien 0 < ρ < 1), don
 d'après le résul-
tat général admis en �n de partie III.B., la suite (Gn)n∈N 
onverge au sens matri
iel, vers une

matri
e G∞ dont toutes les 
olonnes sont égales à V∞ =






p(1)
.

.

.

p(N)




.

Mais alors : quel que soit le ve
teur initial V0 =






P (X0 = 1)
.

.

.

P (X0 = N)




, on a, toujours au sens matri-


iel :

lim
n→+∞

Vn = G∞V0 =










N∑

j=1

p(1)(v0)j

.

.

.

N∑

j=1

p(N)(v0)j










=






p(1)
.

.

.

p(N)







e qui signi�e bien :

∀i ∈ J1, NK, lim
n→+∞

P (Xn = i) = p(i) = P (X∞ = i)


'est-à-dire en e�et, que la suite (Xn)n∈N 
onverge en loi vers X∞.

III.C.2 Pour tout i ∈ J1, NK : p(i) peut maintenant être interprété 
omme la probabilité de présen
e

du surfeur sur la page i à long terme, lorsqu'il surfe vraiment au hasard... !

⋆⋆⋆ FIN DU SUJET ⋆⋆⋆

11 ©


