
MATHÉMATIQUES - EMLyon E 2020

Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Exer
i
e 1

On 
onsidère la fon
tion f dé�nie sur [0; 1] par :

∀x ∈]0; 1[, f(x) =
ln(1− x)

ln(x)
.

PARTIE A : Étude de la fon
tion f .

1. Pour tout x de ]0; 1[, x > 0 et 1− x > 0, tandis que ln(x) < 0 don
 f est dérivable sur ]0; 1[ 
omme


omposée et quotient de fon
tions qui le sont, le dénominateur de s'y annulant pas.

∀x ∈]0; 1[, f ′(x) =
−1
1−x

. ln(x)− ln(1− x). 1
x

(
ln(x)

)2 =
−x ln(x)− (1− x) ln(1− x)

x(1− x)
(
ln(x)

)2

2. a) Pour tout t ∈]0; 1[ : ln(t) < 0 par propriété du logarithme népérien et t > 0, don
 t ln(t) < 0.

b) On en déduit que pour tout x de ]0; 1[ : x ln(x) < 0 et (1− x) ln(1− x) < 0 puisque t = 1− x
appartient à ]0; 1[ si x ∈]0; 1[.
Par 
onséquent : pour tout x de ]0; 1[, −x ln(x) > 0 et −(1− x) ln(1− x) > 0,

don
 −x ln(x) − (1 − x) ln(1 − x) > 0 et x(1 − x)
(
ln(x)

)2
> 0 
omme produit de trois fa
teurs

stri
tement positifs : de tout 
ela on en déduit que pour tout x de ]0; 1[, f ′(x) > 0 
omme quotient

de deux fon
tions stri
tement positives sur ]0; 1[.

La fon
tion f est don
 stri
tement 
roissante sur 
et intervalle.

3. a) Lorsque x tend vers 0 par valeurs supérieures : lim
x→0+

ln(x) = −∞ et lim
x→0+

ln(1− x) = ln(1) = 0

par 
ontinuité de ln en 1.

Par quotient de limites, on en déduit que lim
x→0+

f(x) = 0 : la fon
tion f est don
 prolongeable par


ontinuité en 0, en posant f(0) = 0 .

b) Pour étudier la dérivabilité de 
e prolongement en 0, on pose le taux d'a

roissement de f en 
e

point :

f(x)− f(0)

x− 0
=

ln(1−x)
ln(x)

− 0

x
=

ln(1− x)

x ln(x)
, où :

ln(1− x) ∼
x→0

−x puisque −x tend vers 0, don


f(x)− f(0)

x− 0
∼

x→0

−x

x ln(x)
= − 1

ln(x)
.

lim
x→0+

ln(x) = −∞, don
 lim
x→0+

− 1

ln(x)
= 0+ : le taux d'a

roissement admet une limite �nie, don


f ainsi prolongée est dérivable en 0, ave
 f ′(0) = 0 .
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4. lim
x→1−

ln(1 − x) = lim
X→0+

ln(X) = −∞, et lim
x→1−

ln(x) = 0−, don
 par quotient, lim
x→1−

f(x) = +∞ : 
e

résultat prouve que la 
ourbe de f admet une asymptote verti
ale d'équation x = 1.

5. On tra
e alors l'allure de la 
ourbe de f en tenant 
ompte de la valeur du prolongement en 0

(f(0) = 0), du fait qu'au point d'abs
isse 0 la tangente est horizontale (puisque f ′(0) = 0), de la

stri
te 
roissan
e de f sur ]0; 1[ et de l'asymptote verti
ale en x = 1.
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PARTIE B : Étude d'une suite

On note, pour tout n de N
∗
, (En) l'équation : xn + x− 1 = 0.

6. Soit n ∈ N
∗
, on note pn : x 7→ xn + x− 1, fon
tion polyn�miale don
 de 
lasse C1

sur R
+
, ave
 :

∀n ∈ R
+, p′n(x) = nxn−1 + 1 > 0 puisque x > 0 : la fon
tion pn est stri
tement 
roissante sur R

+
.

Par ailleurs, pn(0) = −1 et lim
x→+∞

xn = lim
x→+∞

x = +∞, don
 lim
x→+∞

pn(x) = +∞. Ainsi :

Sur R
+
, la fon
tion pn est :

� 
ontinue (
ar de 
lasse C1
),

� stri
tement 
roissante,

� d'intervalle-image [−1;+∞[ qui 
ontient 0.

D'après le théorème de la bije
tion, l'équation pn(x) = 0 ⇐⇒ xn + x − 1 = 0, admet une unique

solution sur R
+
, que l'on note un.

7. On passe i
i par une 
lassique 
omparaison d'images :

pn(0) = −1, pn(un) = 0 et pn(1) = 1n + 1− 1 = 1, il est don
 évident que :

pn(0) < pn(un) < pn(1) =⇒ 0 < un < 1 par stri
te 
roissan
e de pn sur R
+

8. Par dé�nition, u1 est l'unique solution positive de l'équation (E1) :

x1 + x− 1 = 0 ⇐⇒ 2x− 1 = 0 ⇐⇒ x =
1

2
= u1.

De même, u2 est l'unique solution positive de l'équation (E2) : x2+x−1 = 0 ; 
'est une équation du

se
ond degré de dis
riminant ∆ = 1+ 4 = 5 > 0, dont l'unique solution positive est u2 =
−1 +

√
5

2
.
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9. a) L'algorithme de di
hotomie est un grand 
lassique de l'EMLyon, et un in
ontournable des sujets

ECE

1

: il faut absolument l'avoir 
ompris et le 
onnaître pour 
ompléter 
orre
tement le s
ript

proposé !

1 fun
tion u = valeur_appro
hee(n)

2 a = 0

3 b = 1

4 while b-a > 10^(-3) // tant que les deux bornes de l'intervalle de

re
her
he sont trop éloignées

5 
 = (a+b)/2 // on 
oupe en deux l'intervalle de re
her
he

6 if (
^n+
-1)>0 then // dans 
e 
as p_n s'annule entre a et 


7 b = 
 // 
 devient don
 la nouvelle borne de droite

8 else

9 a = 
 // sinon p_n(
)<0 et p_n s'annule entre 
 et b

10 end

11 u = (a+b)/2 // ou a, ou b, ou même 
 : quatre réponses possibles i
i

12 end // end mal pla
é : u n'est 
ensé n'être 
al
ulé et rendu qu'

une fois la bou
le while terminée

13 endfun
tion

b) Le s
ript suivant n'était pas demandé, 
'est lui qui permet d'utiliser la fon
tion pré
édente pour


réer le graphique fourni par l'énon
é des 50 premiers termes de la suite impli
ite (un) :

1 T = [℄

2 for n=1:50

3 T = [T,valeur_appro
hee(n)℄ // 
haque nouvelle solution 
al
ulée est

rajoutée à la fin du ve
teur T

4 end

5 plot2d(T,style=-1, re
t = [0,0,50,1.2℄) // affi
hage du nuage de points

6 xgrid(1) // affi
he la grille

Il semble au vu de 
e graphique, que la suite (un) soit stri
tement 
roissante et majorée par 1,

don
 
onvergente vers 1 ou un réel inférieur pro
he.

10. a) On part de la relation que le nombre un est le seul à véri�er en tant que réel de ]0; 1[ (appartenant
don
 au domaine de dé�nition de f :

(un)
n+un−1 = 0 ⇐⇒ (un)

n = 1−un ⇐⇒ n ln(un) = ln(1−un) ⇐⇒ n =
ln(1− un)

ln(un)
⇐⇒ f(un) = n.

b) On peut don
 à nouveau passer par une 
omparaison d'images :

∀n ∈ N
∗, n < n+ 1 ⇐⇒ f(un) < f(un+1) ⇐⇒ un < un+1

par dé�nition de un et un+1, et par stri
te 
roissan
e de f sur ]0; 1[ auquel appartiennent un et

un+1.


) Remarquons qu'on peut déjà 
on
lure i
i que (un) est 
onvergente : 
'est une suite 
roissante

d'éléments de ]0; 1[, elle est don
 majorée par 1. Le théorème de limite monotone assure alors que

(un) 
onverge vers une limite ℓ ∈]0; 1]. Reste à trouver la valeur exa
te de ℓ = lim
n→+∞

un.

On peut raisonner de deux façons di�érentes i
i :

� Par l'absurde : supposons que 0 < ℓ < 1, alors dans 
e 
as f est 
ontinue au point ℓ, et
lim

n→+∞

f(un) = f(ℓ) est un nombre réel, 
e qui est absurde puisque dans le même temps, f(un)

vaut n qui tend vers +∞ !

On a don
 ℓ ∈]0; 1] mais ℓ /∈]0; 1[, don
 ℓ = 1 = lim
n→+∞

un .

1. il est tombé à E
ri
ome l'année pré
édente !
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� Par un argument de bije
tion ré
iproque : on sait que la fon
tion f est 
ontinue, stri
-

tement 
roissante sur [0; +∞[ : d'après le théorème éponyme, f réalise don
 une bije
tion de

[0; +∞[ dans son intervalle-image [f(0); lim
x→+∞

f(x)[= [0; +∞[. Le tableau de variations de la

bije
tion ré
iproque ave
 ses limites, s'obtient par le
ture inversée de 
elui de f :

x
0

+∞

f

0

+∞
−→

x
0

+∞

f−1

0

+∞

Or la bije
tion ré
iproque permet d'é
rire :

∀n ∈ N
∗, f(un) = n ⇐⇒ ∀n ∈ N

∗, un = f−1(n),

et don
 :

lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

f−1(n) = lim
x→+∞

f−1(x) = +∞.

PARTIE C : Étude d'une fon
tion de deux variables

On 
onsidère la fon
tion F de 
lasse C2
sur l'ouvert ]0; +∞[2 dé�nie par :

∀(x, y) ∈]0; +∞[2, F (x, y) = x2y + x2 − y2

2
− 2x.

11. a) La fon
tion F est bien de 
lasse C2
sur l'ouvert ]0; +∞[2 
omme fon
tion polyn�miale en les deux

variables x et y, ave
 pour tout 
ouple (x, y) de ]0; +∞[2 :

∂1(F )(x, y) = 2xy + 2x− 2, ∂2(F )(x, y) = x2 − y

b) Le 
ouple (x, y) de ]0; +∞[2 est point 
ritique de F si et seulement s'il est solution du système :







∂1(F )(x, y) = 0

∂2(F )(x, y) = 0
⇐⇒







2xy + 2x− 2 = 0

y = x2
⇐⇒







x3 + x− 1 = 0

y = x2

(pour la dernière étape, on a rempla
é y par x2
dans L1 et simpli�é 
ette ligne par 2). On

re
onnaît l'équation (E3) en ligne L1, dont on sait qu'elle admet pour unique solution dans

]0; +∞[ le nombre u3.

La fon
tion F admet don
 en e�et un unique point 
ritique sur ]0; +∞[2, qui est le 
ouple (u3, u
2
3).

12. a) On 
ommen
e par 
al
uler les dérivées partielles d'ordre 2 de F : pour tout 
ouple (x, y) de

]0; +∞[2,

∂2
1,1(F )(x, y) = 2y+2, ∂2

2,2(F )(x, y) = −1, ∂2
1,2(F )(x, y) = 2x = ∂2

2,1(F )(x, y) (théorème de S
hwarz)

La Hessienne de F au point 
ritique (u3, u
2
3) est don
 :

H =

(
∂2
1,1(F )(u3, u

2
3) ∂2

1,2(F )(u3, u
2
3)

∂2
1,2(F )(u3, u

2
3) ∂2

2,2(F )(u3, u
2
3)

)

=

(

2u2
3 + 2 2u3

2u3 −1

)

b) On donne i
i la réda
tion la plus e�
a
e, mais pas la plus fa
ile à mettre en ÷uvre, ave
 beau
oup

d'initiatives à prendre et un vrai re
ul sur les notions à avoir !
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La matri
e H est symétrique réelle, don
 diagonalisable, et elle admet deux valeurs propres

distin
tes ou 
onfondues λ1 et λ2.

Si λ1 et λ2 étaient égales, alors H serait semblable à une matri
e diagonale

(
λ1 0
0 λ1

)

= λ.I2, via

une matri
e de passage P .

On devrait don
 avoir : H = P × λ1.I2P
−1 = λ1.P I2P

−1 = λ1.PP−1 = λ1.I2, 
e qui n'est

évidemment pas le 
as (puisque 2u3 6= 0), don
 λ1 6= λ2.

Les valeurs propres de H sont les réels λ tels que H − λ.I2 n'est pas inversible ; s'agissant d'une

matri
e 
arrée d'ordre 2, 
'est le 
as si et seulement si le déterminant det(H−λ.I2) est nul, soit :

det(H − λ.I2) = 0 ⇐⇒ (2u2
3 + 2− λ)(−1− λ)− 4u2

3 = 0

Dans 
ette équation du se
ond degré selon l'in
onnue λ, les relations 
oe�
ients-ra
ines nous

apprennent que le produit λ1λ2 est égal au quotient

c

a
, où a est le 
oe�
ient de degré 2, i
i égal

à 1, et c est le terme 
onstant, obtenu pour λ = 0, don
 :

λ1λ2 = −2u2
3 − 2− 4u2

3 = −6u2
3 − 2 CQFD

13. La fon
tion F est de 
lasse C2
sur l'ouvert ]0; +∞[2 : si elle admet un extremum, 
'est en un point


ritique, don
 (u3, u
2
3) est le seul 
andidat possible.

En 
e point, la Hessienne admet deux valeurs propres λ1 et λ2 dont le produit vaut −6u2
3 − 2 et est

don
 
lairement négatif : les deux valeurs propres sont de signes opposés, don
 en 
e point 
ritique

F n'admet pas d'extrémum, mais un point-
ol.

On peut don
 
on
lure que F n'admet au
un extremum sur l'ouvert ]0; +∞[2.
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Exer
i
e 2

On dé�nit, pour tous réels a et b, M(a, b) la matri
e 
arrée d'ordre 4 par :

M(a, b) =







a 0 0 a
a 0 0 a
a 0 0 a
b b b b







et on note : E =
{
M(a, b)

∣
∣ (a, b) ∈ R

2
}
.

L'obje
tif de 
et exer
i
e était de déterminer les matri
es de E qui sont diagonalisables.

1. a) Le plus rapide i
i est de remarquer que toute matri
e de l'ensemble E se dé
ompose sous la

forme :

M(a, b) = a.







1 0 0 1
1 0 0 1
1 0 0 1
0 0 0 0







+ b.







0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 1 1 1







où la première matri
e est en fait M(1, 0) et la deuxième M(0, 1), 
e qui permet d'é
rire :

E = Vect
(
M(1, 0),M(0, 1)

)

et E est bien un sous-espa
e ve
toriel de M4(R) 
omme sous-espa
e engendré par deux matri
es


arrées d'ordre 4.

La famille

(
M(1, 0),M(0, 1)

)
est génératri
e de E, et 
omme elle est 
onstituée de deux matri
es


lairement non proportionnelles, elle est aussi libre : 
'est don
 une base de E, et dimE = 2.

b) Le simple produit : M(1, 0) × M(0, 1) de 
es deux matri
es de base de E, donne la matri
e







1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
0 0 0 0







qui ne peut en au
un 
as être une matri
e M(a, b) dont les trois premiers 
oe�-


ients des 
olonnes 2 et 3 sont toujours nuls. Ce 
ontre-exemple su�t pour 
on
lure qu'il est faux

de dire que le produit de deux matri
es quel
onques de E appartient en
ore à E.

2. Étude du 
as a = 0 et b = 0.

La matri
eM(0, 0) est en fait la matri
e nulle d'ordre 4 : on peut la voir 
omme une matri
e diagonale

(ave
 des zéros 
omme éléments diagonaux), et à 
e titre elle est bien diagonalisable.

3. Étude du 
as a 6= 0 et b = 0.

Soit a un réel non nul : on note A la matri
e M(a, 0) =







a 0 0 a
a 0 0 a
a 0 0 a
0 0 0 0






.

a) Le 
al
ul matri
iel donne : A2 =







a2 0 0 a2

a2 0 0 a2

a2 0 0 a2

0 0 0 0






, don
 : A2 = a.A ⇐⇒ A2 − a.A = 04.

On en 
on
lut que P (X) = X2 − a.X est un polyn�me annulateur de A.

b) On sait alors d'après le 
ours que les valeurs propres de A se trouvent parmi les ra
ines de P (X) :

elui-
i se fa
torise sous la forme X(X − a), don
 ses ra
ines sont 0 et a, et Sp(A) ⊂ {0; a}.
Ré
iproquement, testons 
ha
une de 
es deux valeurs propres :
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� Pour λ = 0 : la matri
e A − 0.I = A est 
lairement non-inversible 
ar deux de ses 
olonnes

sont nulles, don
 0 est valeur propre de A.

Il est par ailleurs 
lair que A est de rang 1 
ar une fois ses deux 
olonnes nulles prises en


ompte, on remarque que ses 
olonnes C1 et C4 sont identiques (et non nulles puisque a 6= 0).

Le théorème du rang assure alors que dimE0(A) = 3 ; au vu de 
e qui pré
ède, on sait que les

matri
es-
olonnes U =







0
1
0
0







, V =







0
0
1
0







et W =







1
0
0
−1







appartiennent à E0(A).

Il est à peu près évident que (U, V,W ) est une famille libre : pour le véri�er on 
onsidère une


ombinaison linéaire nulle de 
es trois ve
teurs : soient x, y, z trois réels tels que

x.U+y.V+z.W = 04,1 ⇐⇒







z
x
y
−z







=







0
0
0
0







⇐⇒ x = y = z = 0 par identi�
ation des 
oe�
ients

La famille (U, V,W ) est bien libre, et 
'est une famille de trois ve
teurs de E0(A) qui est de
dimension 3 : (U, V,W ) est don
 une base de E0(A).

� Pour λ = a : A−a.I4 =







0 0 0 a
a −a 0 a
a 0 −a 0
0 0 0 −a






. Cette matri
e a deux lignes L1 et L4 opposées,

don
 elle n'est pas inversible et 0 est bien valeur propre de A.

En remarquant aussi que la somme des trois premières 
olonnes de A− a.I4 est nulle, on en

déduit que Z =







1
1
1
0







véri�e (A − a.I4)Z = 04,1 ⇐⇒ AZ = a.Z, don
 que Z est ve
teur

propre de A pour la valeur propre a, et dimEa(A) > 1.

Or, d'après le théorème spe
tral : dimE0(A) + dimEa(A) 6 4, et d'après 
e qui pré
ède,

dimE0(A) + dimEa(A) > 3 + 1 = 4. On en déduit don
 que :

� La matri
e A a pour valeurs propres 0 et a et n'en admet pas d'autre.

� dimE0(A)+dimEa(A) = 4 et don
 dimEa(A) = 1 puisqu'on sait déjà que dimE0(A) = 3.

� La matri
e-
olonne Z est un ve
teur propre non nul, don
 formant à lui seul une famille

libre de Ea(A) qui est de dimension 1 : (Z) est don
 une base de Ea(A).

Remarque : on utilise i
i des arguments qui évitent au maximum le re
ours aux 
al
uls ave


les systèmes, mais une méthode plus traditionnelle les utilisant, donne les mêmes résultats.


) De tout 
e qui pré
ède, en parti
ulier du fait que dimE0(A) + dimEa(A) = 4, on déduit que la

matri
e A est bien diagonalisable, que la réunion des bases de E0(A) et Ea(A), à savoir la famille

(U, V,W, Z) est une base de M4,1(R) formée de ve
teurs propres pour A, et que l'on dispose de

la relation :

A = PDP−1
ave
 D =







0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 a







et P =







0 0 1 1
1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 −1 0






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4. Étude du 
as a = 0 et b 6= 0.

Soit b un réel non nul ; on note B la matri
e M(0, b) =







0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
b b b b






.

a) La matri
e B a quatre 
olonnes identiques et non nulles puisque b 6= 0, don
 : rg(B) = 1.

B − b.I4 =







−b 0 0 0
0 −b 0 0
0 0 −b 0
b b b 0







est une matri
e de rang 3.

Il s'agit en e�et de 
al
uler la dimension du sous-espa
e engendré par ses quatres 
olonnes :

la dernière est nulle, et les trois premières forment une famille libre ; pour le prouver on peut


onsidérer x, y et z trois réels tels que :

x.







−b
0
0
b







+ y.







0
−b
0
b







+ z.







0
0
−b
b







=







0
0
0
0







⇐⇒







−x
−y
−z

x+ y + z







=







0
0
0
0







On a tout divisé par b 6= 0, et l'identi�
ation des 
oe�
ients donne x = y = z = 0.

b) De 
e qui pré
ède, et gtrâ
e au théorème du rang, on en déduit que :

� 0 et b sont valeurs propres de B et dimE0(B) = 3, dimEb(B) = 1.

� dimE0(B) + dimEb(B) = 4 don
 B n'admet pas d'autre valeur propres, et B est diagonali-

sable.

5. Étude du 
as a 6= 0 et b 6= 0.

Soient a et b deux réels non nuls. On note f l'endomorphisme de R
4
dont la matri
e dans la base


anonique de R
4
est M(a, b).

On pose : v1 = (1, 1, 1, 0), v2 = (0, 0, 0, 1) et T =

(
a a
3b b

)

.

a) La matri
e M(a, b) est de rang 2 puisque ses 
olonnes C1 et C4 d'une part, et C2 et C3 d'autre

part, sont identiques et puisque C1 et C2 forment une famille libre, étant non proportionnelles

(a 6= 0). On a don
 aussi rg(f) = 2, et d'après le théorème du rang pour f :

dimKer(f) = dimR
4 − rg(f) = 4− 2 = 2.

Il est de plus assez 
lair au vu de 
e qu'on vient de dire, que v3 = (1, 0, 0,−1) et v4 = (0, 1,−1, 0)
sont éléments de Ker(f) : 
omme ils forment une famille libre puisqu'ils sont non proportionnels,

et puisque dimKer(f) = 2, alors les ve
teurs (v3, v4) ainsi dé�nis forment une base de Ker(f).

b) Montrons que la famille B′ = (v1, v2, v3, v4) est une base de R
4
: 
omme 
'est une famille de 4

ve
teurs d'un espa
e de dimension 4, il su�t de prouver que la famille est libre.

Pour 
ela, on 
onsidère 4 réels x, y, z, t tels que :

x.v1 + y.v2 + z.v3 + t.v4 = 0R4 ⇐⇒







x + z = 0
x + t = 0
x − t = 0

y − z = 0

Dans 
e système, l'opération L2 + L3 donne : 2x = 0 =⇒ x = 0 ; L1 devient alors z = 0,
don
 L4 devient y = 0 et L2 redonne �nalement t = 0 ; la famille B′

est libre, 
'est bien une base

de R
4
.
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) On sait déjà que v3 t v4 appartiennent à Ker(f), don
 f(v3) = f(v4) = 0R4
.

L'image f(v1) est représentée dans la base 
anonique par le produit matri
ielM(a, b)







1
1
1
0







=







a
a
a
3b







;

on remarque ainsi que f(v1) = a.v1 + 3b.v2 .

L'image f(v2) du quatrième ve
teur de la base 
anonique de R
4
se lit dire
tement sur la matri
e :

f(v2) = (a, a, a, b) = a.v1 + b.v2

On en déduit que la matri
e N de l'endomorphisme f dans 
ette nouvelle base B′
est :

N =

f(v1) f(v2) f(v3) f(v4)










a a 0 0
3b b 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

d) Soient λ un réel non nul et X =







x
y
z
t







une matri
e 
olonne de M4,1(R). Par dé�nition :

X est ve
teur propre de N pour la valeur propre λ ⇐⇒ NX = λ.X ⇐⇒







ax+ ay
3bx+ 3by

0
0







=







λ.x
λ.y
λ.z
λ.t







Puisqu'i
i λ 6= 0, le prin
ipe d'identi�
ation et la règle du produit nul assurent que :

X ∈ Eλ(N) ⇐⇒
(

ax+ ay
3bx+ 3by

)

=

(
λ.x
λ.y

)

et z = t = 0

⇐⇒
(
a a
3b b

)

︸ ︷︷ ︸

T

(
x
y

)

= λ.

(
x
y

)

et z = t = 0

⇐⇒
(
x
y

)

est ve
teur propre de T pour la valeur propre λ et z = t = 0

e) On suppose dans 
ette question uniquement que (a, b) = (1, 1). La matri
e T est don
 alors

égale à

(
1 1
3 1

)

, et ses valeurs propres λ sont les réels pour lesquels T − λ.I2 est non-inversible ;

s'agissant d'une matri
e 
arrée d'ordre 2, on peut utiliser le 
ritère sur son déterminant :

λ ∈ Sp(T ) ⇐⇒ det(T − λ.I2) = 0 ⇐⇒ (1− λ)2 − 3× 1 = 0 ⇐⇒ λ2 − 2λ− 2 = 0

Cette équation du se
ond degré a pour dis
riminant ∆ = 4+4× 2 = 12 > 0, don
 T admet deux

valeurs propres distin
tes λ1 =
2−

√
12

2
= 1−

√
3 et λ2 = 1 +

√
3.

Comme 
es deux réels sont non nuls, on en déduit d'après d) que λ1 et λ2 sont aussi valeurs

propres de M(a, b) ave
 dimEλ1

(
M(a, b)

)
> 1 et dimEλ2

(
M(a, b)

)
> 1.

Comme par ailleurs, Ker(f) = E0

(
M(a, b)

)
est de dimension 2, alors 0 est aussi valeur propre de

M(1, 1), de sorte que 0, λ1 et λ2 sont valeurs propres de M(1, 1), ave


dimE0

(
M(1, 1)

)
+ dimEλ1

(
M(1, 1)

)
+ dimEλ2

(
M(1, 1)

)
> 4
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Or, d'après le théorème spe
tral : dimE0

(
M(1, 1)

)
+dimEλ1

(
M(1, 1)

)
+dimEλ2

(
M(1, 1)

)
6 4 ;

on en 
on
lut don
 que :

dimE0

(
M(1, 1)

)
+dimEλ1

(
M(1, 1)

)
+dimEλ2

(
M(1, 1)

)
= 4, don
 M(1, 1) n'admet pas d'autres

valeurs propres que 0, λ1 et λ2 et M(1, 1) est diagonalisable.

f) On suppose dans 
ette question uniquement que (a, b) = (1,−1), et don
 que T =

(
1 1
−3 −1

)

.

Comme pré
édemment, les valeurs propres de T sont les réels λ véri�ant :

det(T − λ.I2) = 0 ⇐⇒ (1− λ)(−1− λ)− (−3) = 0 ⇐⇒ −1 + λ2 + 3 = 0 ⇐⇒ λ2 = −2


'est une équation qui n'admet évidemment au
une solution réelle : la matri
e T n'admet au
une

valeur propre réelle, don
 toujours d'après d), M(1,−1) n'admet au
une valeur propre réelle non

nulle.

Ainsi 0 est la seule valeur propre réelle de M(1,−1), et 
omme dimE0

(
M(1,−1)

)
= dimKer(f)

= 2 < 4, on peut 
on
lure que M(1,−1) n'est pas diagonalisable.

g) Plus généralement, pour a et b non nuls et quel
onques, les valeurs propres de T =

(
a a
3b b

)

sont

les réels tels que :

det(T − λ.I2) = 0 ⇐⇒ (a− λ)(b− λ)− 3ab = 0 ⇐⇒ λ2 − (a+ b)λ− 2ab = 0

Cette équation du se
ond degré a pour dis
riminant ∆ = (a + b)2 + 8ab = a2 + 10ab + b2, et on
sait qu'il y a alors 3 
as possibles :

� Si a2 + 10ab + b2 < 0, alors T n'admet au
une valeur propre réelle, et on 
on
lut 
omme en

f) que M(a, b) n'est pas diagonalisable.

� Si a2 + 10ab+ b2 > 0, alors T admet deux valeurs propres réelles distin
tes λ1 et λ2. Comme

le terme 
onstant de l'équation est −2ab 6= 0 (puisque a et b sont non nuls), 
es deux ra
ines

sont non nulles, et sont alors aussi valeurs propres de M(a, b) : la même argumentation qu'à

la question e) prouve que M(a, b) est alors diagonalisable.

� Reste à traiter le 
as où a2+10ab+ b2 = 0 : dans 
e 
as la matri
e T admet une unique valeur

propre λ0.

Si on avait dimEλ0
(T ) = 2, alors T serait diagonalisable, semblable à la matri
e

(
λ0 0
0 λ0

)

=

λ0.I2 via une matri
e de passage Q inversible d'ordre 2, et alors on aurait :

T = Q(λ0.I2)Q
−1 = λ0QQ−1 = λ0.I2 : T serait égale à la matri
e λ0.I2, 
e qui n'est évidem-

ment pas le 
as puisque a 6= 0 et b 6= 0.

De tout 
e
i on déduit que dimEλ0
(T ) = 1 < 2 et que tout ve
teur propre de T pour la valeur

propre λ0, est un multiple s
alaire d'un ve
teur de base

(
x0

y0

)

.

L'équivalen
e obtenue à la question d) assure alors que les ve
teurs propres de la matri
e

M(a, b) asso
iés à la valeur propre λ0 sont eux-même tous multiples s
alaires du ve
teur







x0

y0
0
0






, et don
 que dimEλ0

(
M(a, b)

)
= 1.

Les seules valeurs propres de M(a, b) sont dans 
e 
as 0 et λ0, ave
 :

dimE0

(
M(a, b)

)
+ dimEλ0

(
M(a, b)

)
= 2 + 1 = 3 < 4 : M(a, b) n'est don
 pas diagonalisable

dans 
e 
as.

On 
on
lut don
 e�e
tivement 
ette longue étude en disant qu'on a prouvé l'équivalen
e :

M(a, b) est diagonalisable ⇐⇒ a2 + 10ab+ b2 > 0
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Exer
i
e 3

Dans 
et exer
i
e, toutes les variables aléatoires sont supposées dé�nies sur un même espa
e probabilisé

noté (Ω,A,P).

PARTIE A : Loi de Pareto

Soient a et b deux réels stri
tement positifs. On dé�nit la fon
tion f sur R par :

∀x ∈ R, f(x) =







0 si x < b

a
ba

xa+1
si x > b

.

1. La fon
tion f est positive sur ]−∞; b[ 
omme 
onstante nulle, et positive sur [b; +∞[ 
omme quotient

de réels positifs puisque b > 0 (et t > b > 0 dans 
e 
as) : f est positive sur tout R.

La fon
tion f est 
ontinue sur ] −∞; b[ 
omme fon
tion 
onstante, et 
ontinue sur ]b; +∞[ 
omme

fon
tion de référen
e (puissan
e inverse) multipliée par des 
onstantes : f est 
ontinue sur R, sauf

peut-être en b.

Sous réserve de 
onvergen
e :

∫ +∞

−∞

f(x)dx =

∫ b

−∞

0 dx + aba
∫ +∞

b

1

xa+1
dx ; on re
onnaît une

intégrale de Riemann d'exposant a + 1 > 1 (puisque a > 0), don
 
onvergente, et valant :

aba
∫ +∞

b

1

xa+1
dx = lim

A→+∞

aba
[

− 1

axa

]A

b
= lim

A→+∞

aba
(

− 1

aAa
+

1

aba

)

=
aba

aba
= 1


e qui a
hève de démontrer que f est bien une densité de probabilité.

Soit X une variable aléatoire admettant f pour densité, suivant ainsi la loi de Pareto de paramètres

a et b.

2. Par dé�nition : ∀x ∈ R, FX(x) =

∫ x

−∞

f(t)dt. On distingue deux 
as :

� Si x < b : alors ]−∞; x] ⊂]−∞; b[, intervalle sur lequel f est nulle, don
 FX(x) = 0 .

� Pour tout x > b : FX(x) =

∫ b

−∞

0 dt + aba
∫ x

b

dt = aba
(

− 1

axa
+

1

aba

)

,

soit FX(x) = 1−
( b

x

)a

d'après le 
al
ul d'intégrale déjà fait à la question 1., en remplaçant A par x.

3. a) Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0; 1[, on 
onsidère la variable aléatoire

V = bU−1/a
, presque-sûrement bien dé�nie puisque P(U > 0) = 1.

Puisque 1/a > 0, U1/a
est presque-sûrement à valeurs dans ]0; 1[ et par inverse U−1/a

est presque-

sûrement à valeurs dans ]1; +∞[, don
 V = bU−1/a
est presque-sûrement à valeurs dans ]b; +∞[ :

on en déduit déjà que pour tout x 6 b, FV (x) = P(V 6 x) = 0.

Pour tout x > b :

FV (x) = P(bU−1/a
6 x) = P

( b

x
6 U1/a

)
= P

( ba

xa
6 U

)
= 1− FU

( ba

xa

)

où : x > b =⇒ 0 <
b

x
< 1 =⇒ ba

xa
∈]0; 1[, don
 : FV (x) = 1− ba

xa
puisque FU(t) = t pour tout t

de [0; 1[.

On a don
 véri�é que : ∀x ∈ R, FV (x) = FX(x), 
e qui prouve que les variables aléatoires

V = bU−1/a
et X suivent bien la même loi de Pareto de paramètres a et b.
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b) On en déduit le s
ript S
ilab permettant d'obtenir une simulation de la loi de Pareto suivie

par X : il su�t de simuler U de loi uniforme sur [0; 1[, et de 
al
uler la valeur de V = bU−1/a


orrespondante.

1 fun
tion X = pareto(a,b)

2 U = rand()

3 X = b*U^(-1/a)

4 endfun
tion


) On reproduit i
i en le 
ommentant, le s
ript de la fon
tion mystere proposé par l'énon
é :

1 fun
tion L = mystere(a,b)

2 L = [℄

3 for p = 2:6

4 S = 0

5 for k = 1 : 10^p

6 S = S + pareto(a,b)

7 end

8 L = [L,S/10^p℄

9 end

10 endfun
tion

Le 
al
ul très 
lassique fait i
i, est 
elui de la moyenne empirique d'é
hantillons de simulations de

la loi de Pareto de paramètres a et b, ave
 5 tailles d'é
hantillons su

essives : 100, 1000, 10000,

100000 et 1000000 de simulations ; les 
inq moyennes empiriques sont 
on
aténés su

essivement

à la �n du ve
teur L.

d) Les valeurs rendues pour di�érentes valeurs des paramètres a et b, permettent d'illustrer la 
onver-

gen
e éventuelle de 
et estimateur vers l'espéran
e de la loi de Pareto (
onséquen
e de la loi des

grands nombres).

On voit ainsi que pour a = 2 et b = 1, ainsi que pour a = 3 et b = 2, la 
onvergen
e est assez

rapide vers les valeurs respe
tives 2 et 3 (qui 
orrespondent bien aux espéran
es des lois de Pareto

asso
iées 
omme on le verra 
i-dessous), alors que pour a = 1 et b = 4 il ne semble pas y avoir


onvergen
e, les valeurs rendues ayant un 
omportement 
omplètement désordonné (à mettre en

lien ave
 le fait qu'on va voir dans la suite, que X n'admet pas d'espéran
e ave
 
ette valeur de

a).

4. a) La variable aléatoire X admet une espéran
e si et seulement si l'intégrale

∫ +∞

−∞

x.f(x)dx est

absolument 
onvergente.

Comme la fon
tion x : 7→ x.f(x) est nulle sur ] − ∞; b[, positive sur [b; +∞[ (produit de deux

fa
teurs positifs puisque x > b > 0), il su�t alors de prouver la 
onvergen
e simple de l'intégrale

impropre

∫ +∞

b

x.
aba

xa+1
dx = aba

∫ +∞

b

1

xa
dx.

Cette intégrale de Riemann 
onverge si et seulement si a > 1, auquel 
as X admet une espéran
e

qui vaut :

E(X) = aba. lim
A→+∞

[

− 1

(a− 1)xa−1

]A

b
=

aba

(a− 1)ba−1
=

ab

a− 1

b) La variable aléatoire X admet une varian
e si et seulement si elle admet un moment d'ordre

2 : d'après le théorème de transfert, 
'est le 
as si et seulement si l'intégrale

∫ +∞

−∞

x2.f(x)dx est

absolument 
onvergente. Là en
ore, pour les mêmes raisons, 
ela revient à prouver la 
onvergen
e

simple de l'intégrale impropre

∫ +∞

b

x2.f(x)dx = aba
∫ +∞

b

1

xa−1
dx.

Là en
ore, on re
onnaît une intégrale de Riemann qui 
onverge si et seulement si 
ette fois
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a− 1 > 1 ⇐⇒ a > 2, auquel 
as X admet un moment d'ordre 2 qui vaut :

E(X2) = aba. lim
A→+∞

[

− 1

(a− 2)xa−2

]A

b
=

aba

(a− 2)ba−2
=

ab2

a− 2

La variable aléatoire X admet don
 une varian
e, donnée par la formule de Koenig-Huygens :

V (X) = E(X2)− E(X)2 =
ab2

a− 2
− a2b2

(a− 1)2
=

a(a− 1)2b2 − a2(a− 2)b2

(a− 1)2(a− 2)
=

b2(a3 − 2a2 + a− a3 + 2a2)

(a− 1)2(a− 2)

=
ab2

(a− 1)2(a− 2)

PARTIE B : Estimation du paramètre b

On suppose dans 
ette partie uniquement que a = 3 et on 
her
he à déterminer un estimateur performant

de b.

Ainsi, la variable aléatoire X admet pour densité la fon
tion f dé�nie par :

∀x ∈ R, f(x) =







0 si x < b,

3b3

x4
si x > b.

Soient n ∈ N
∗
et X1, . . . , Xn des variables aléatoires indépendantes, toutes de même loi que X .

On dé�nit : Yn = min(X1, . . . , Xn) et Zn =
X1 + . . .+Xn

n
.

5. a) Pour tout réel x ∈ [b; +∞[ :

P(Yn > x) = P
(
min(X1, . . . , Xn) > x

)
= P

(
[X1 > x] ∩ . . . ∩ [Xn > x]

)

= P(X1 > x)× . . .× P(Xn > x) les (Xk)16k6n sont indépendantes

=
(
P(X > x)

)n
les (Xk)16k6N suivent la même loi que X

=
(
1− FX(x)

)n
=
( b

x

)3n

puisque x > b et a = 3

b) Comme par ailleurs, Yn est le minimum de variables alétoires qui sont toutes presque-sûrement

à valeurs dans [b; +∞[ : on peut déjà 
on
lure sans 
al
ul supplémentaire que Yn est elle-même

presque-sûrement à valeurs dans [b; +∞[, et don
 que :

pour tout x ∈]−∞, b[, FYn
(x) = P(Yn 6 x) = 0, de sorte que :

∀x ∈ R, FYn
(x) =







0 si x < b

1−
( b

x

)3n

si x > b


e qui 
orrespond bien à la fon
tion de répartition d'une loi de Pareto de paramètres 3n et b, loi
que suit don
 Yn.


) Au vu des 
al
uls fait à la �n de la partie A : 
omme 3n > 1 pour n ∈ N
∗
, Yn admet une espéran
e

qui vaut : E(Yn) =
3n.b

3n− 1
, don
 Y ′

n =
3n− 1

3n
Yn admet une espéran
e, et la linéarité de 
elle-
i

donne

E(Y ′

n) =
3n− 1

3n
E(Yn) =

3n− 1

3n
.

3n

3n− 1
b = b
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e qui prouve que Y ′

n est bien un estimateur (puisque sa loi dépend de b, mais pas son expression

expli
ite) sans biais de b.

Le risque quadratique de l'estimateur Y ′

n est alors égal à sa varian
e, et vaut :

rb(Y
′

n) = V (Y ′

n) =
(3n− 1)2

(3n)2
V (Yn) =

(3n− 1)2

9n2
.

3n.b

(3n− 1)2(3n− 2)
=

b2

3n(3n− 2)

6. a) La variable aléatoire Zn est une fon
tion de variables aléatoires dont la loi 
ommune dépend de

b, sans que b n'intervienne expli
itement dans sa dé�nition : il s'agit bien d'un estimateur de b.

Puisque X admet une espéran
e, alors il en est de même de toutes les variables aléatoires

(Xk)16k6n : par linéarité de l'espéran
e, Zn admet don
 une espéran
e qui vaut :

E(Zn) =
1

n

n∑

k=1

E(Xk) =
1

n

n∑

k=1

3b

2
=

3nb

2n
=

3b

2

Puisque les (Xk)16k6n sont mutuellement indépendantes et admettent 
ha
une, 
omme X , une

varian
e puisque a = 3 > 2, alors Zn admet aussi une varian
e qui vaut :

V (Zn) =
1

n2

n∑

k=1

V (Xk) =
1

n2
× n× 3b2

(3− 1)2(3− 2)
=

3b2

4n

b) De 
e qui pré
ède, on déduit que Z ′

n =
2Zn

3
est un estimateur, 
omme Zn, de b, véri�ant :

E(Z ′

n) =
2

3
.E(Zn) =

2

3
.
3b

2
= b toujours par linéarité de l'espéran
e.

Ainsi dé�ni, Z ′

n est bien un estimateur sans biais de b, dont le risque quadratique est égal à sa

varian
e, qui vaut : rb(Z
′

n) = V (Z ′

n) =
4

9
V (Zn) =

4

9
.
3b2

4n
=

b2

3n
.

7. Il apparaît don
 
lairement que rb(Y
′

n) =
1

3n− 2
.rb(Z

′

n), don
 que le risque quadratique de Y ′

n est

négligeable devant 
elui de Z ′

n lorsque la taille de l'é
hantillon (Xk)16k6n tend vers +∞ : en 
ela,

l'estimateur Y ′

n) est bien plus performant que Z ′

n, et doit don
 être préférentiellement 
hoisi

2

.

PARTIE C : Estimation du paramètre a

On suppose dans 
ette partie que b = 1 et on 
her
he à 
onstruire un intervalle de 
on�an
e pour a.

Soit (Xn)n∈N∗
une suite de variables aléatoires indépendantes, toutes de même loi que X .

8. Soit n ∈ N
∗
. On pose : Wn = ln(Xn).

Puisque Xn est presque-sûrement à valeurs dans [1; +∞[, alors Wn = ln(Xn) est presque-sûrement

à valeurs dans l'intervalle-image [0; +∞[, 
e qui permet déjà d'é
rire sans 
al
ul :

∀x ∈]−∞; 0[, FWn
(x) = P(Wn 6 x) = 0.

Pour tout réel x > 0 :

FWn
(x) = P(Wn 6 x) = P(ln(Xn) 6 x)

(1)
= P(Xn 6 ex) = FX(e

x)
(2)
= 1−

( 1

ex
)a

= 1− e−ax

(1) : par stri
te 
roissan
e et 
ontinuité de exp sur R
∗

+

(2) : d'après le 
al
ul fait à la question 2. ave
 b = 1 et ex > 1 = b pour x > 0.

On re
onnaît don
 au vu de sa fon
tion de répartition, que la variable aléatoire Wn suit la loi

exponentielle de paramètre a.

Le 
ours sur 
ette loi donne alors, dire
tement : E(Wn) =
1

a
et V (Wn) =

1

a2
.

2. voir le sujet E
ri
ome sorti 6 jours plus t�t pour une illustration graphique de 
e fait !
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9. On dé�nit, pour tout n de N
∗
: Mn =

1

n

n∑

k=1

ln(Xk) et Tn =
√
n(a.Mn − 1).

a) Il s'agit i
i d'un 
as d'appli
ation du théorème de la limite 
entrée : la suite (Wn)n∈N∗
est 
onsti-

tuées de variables aléatoires mutuellement indépendantes (
ar les (Xn)n∈N∗
le sont, lemme des


oalitions), de même loi exponentielle de paramètre a admettant une espéran
e ainsi qu'une va-

rian
e non nulle.

D'après le théorème de la limite 
entrée : la suite des variables aléatoires 
entrées, réduites as-

so
iées à aux moyennes empiriques Mn =
1

n

n∑

k=1

Wk, 
onverge en loi vers la loi normale 
entrée

réduite.

Comme E(Mn) =
1

n

n∑

k=1

E(Wk) =
1

n
.n.

1

a
=

1

a
, et V (Mn) =

1

n2
.

n∑

k=1

V (Wk) =
1

n2
.n.

1

a2
=

1

na2
,

la variable aléatoire 
entrée réduite asso
iée à Mn est :

Mn −E(Mn)

σ(Mn)
= (Mn −

1

a
)× a

√
n =

√
n.(aMn − 1) = Tn

C'est don
 bien la suite (Tn)n∈N∗
qui 
onverge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi

normale 
entrée, réduite.

b) Du résultat pré
édent, on déduit que : lim
n→+∞

P(−2 6 Tn 6 2) = Φ(2)−Φ(−2), où Φ désigne la

fon
tion de répartition de la loi normale 
entrée réduite.

Or d'après les propriétés de Φ :

Φ(−2) = 1− Φ(2), don
 Φ(2)− Φ(−2) = 2Φ(2)− 1 > 2× 0, 975− 1 = 0, 95,

et par 
onséquent : lim
n→+∞

P(−2 6 Tn 6 2) > 0, 95.

Or en travaillant sur la probabilité P(−2 6 Tn 6 2), on peut la réé
rire :

P
(
− 2 6

√
n(aMn − 1) 6 2

)
= P

(

− 2√
n
6 aMn − 1 6

2√
n

)

= P

(√n− 2√
n

6 aMn 6

√
n+ 2√
n

)

= P

(√n− 2√
nMn

6 a 6

√
n + 2√
nMn

)

Et ainsi : lim
n→+∞

P

(√n− 2√
nMn

6 a 6

√
n+ 2√
nMn

)

> 0, 95,


e qui prouve bien que l'intervalle

[√n− 2√
nMn

;

√
n+ 2√
nMn

]

est un intervalle de 
on�an
e asymptotique

pour a au niveau de 
on�an
e 95%.

⋆ ⋆ ⋆ FIN DU SUJET ⋆ ⋆ ⋆
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