MATHEMATIQUES - Ecricome E 2020

Proposition de corrigé par David Meneu

Lycée Champollion - Grenoble, pour Mw’o@-ﬁe??w

EXERCICE 1

2 a—1 -1

Soit a unréel;onpose M =|1—a a a-—1

1 a—1 0

Partie A : Etude du cas ot ¢ = 1.

Dans toute cette partie, on suppose que a = 1.

1l.Iet, M=(0 1 0 JetM—-I3=[0 0 0

2 0 -1 1 0 -1

Y

1 0 0 1 0 -1
1+0—-1 04+0+0 —-14+0+1
don: (M—-IL)?=[0+04+0 0+0+0 0+0+0 | =03 (matrice nulle).
1+0-1 04040 —-1+4+0+1

. Le résultat précédent signifie que P(X) = (X — 1)? est un polynome annulateur de la matrice M :

on sait alors d’aprés le cours, que les valeurs propres de M sont toutes a chercher parmi les racines
de P(X).

Comme P(X) = (X — 1)? a évidemment pour seule racine 1, on en conclut que A\ = 1 est la seule
valeur propre possible de M.

. Comme 0 ne fait pas partie des valeurs propres potentielles de M, M — 0.I3 = M est donc bien
inversible.

Pour savoir si M est diagonalisable : il est clair que M — I3 calculée ci-dessus est non-inversible, car
elle posséde une colonne nulle; A = 1 est donc effectivement valeur propre de M, et c’est la seule.

Le rang de M — I3 est par ailleurs clairement égal a 1, & cause d’une deuxiéme colonne nulle et d’une
troisiéme colonne proportionnelle & la premiére qui n’est pas nulle.

Le théoréme du rang permet d’en déduire que le sous-espace propre associé a M pour la seule valeur
propre 1 est de dimension 3 — 1 = 2 # 3, ce qui suffit pour affirmer que M n’est pas diagonalisable.

Partie B : Etude du cas ol a = 0.

Dans cette partie, on suppose que a = 0.

2 =1 -1 1 -1 -1

4. Onadonc M =1 0 —-1]etM-—-I3=|1 -1 -1

1 -1 0 1 -1 -1
Comme ses trois colonnes sont égales ou opposées (et non nulles), alors il est clair que M — I3 est
non-inversible, donc que A = 1 est valeur propre de M.



x
Un vecteur X = | y | de M3 ;(R) appartient au sous-espace propre associé¢ Fy(M) si et seulement
z
si:
MX=1X < M-L)X=03; <= z—y—2=0 <= z=y+=2
Les trois lignes du systéme sont identiques : il y a une inconnue principale et deux variables libres,
et

Y+ 2 N /1
Ey(M) = v || (y,2) eR? :vect( 1], (o )
o/ \1

On a ainsi obtenu une famille génératrice de Ej(M) formée de deux vecteurs non colinéaires :
1 1

( 11,10 ) est une base de Ej(M), et dim F1(M) = 2 (ce qui est cohérent avec le théoréme
0 1

du rang et le fait que rg(M — I3) = 1).

. La matrice M vérifie un critére évident de non-inversibilité : la somme des éléments de chaque ligne

1 0
est toujours nulle, ce qui garantit que M | 1 | = | 0], situation impossible en cas d’inversibilité.
1 0

1
On en déduit que 0 est valeur propre de M, et que | 1 | est un vecteur propre associé.
1

. Si on fait le bilan des résultats déja obtenus jusqu'’ici :
e 1 est valeur propre de M, et le sous-espace propre associé est de dimension 2.

e 0 est valeur propre de M, et le sous-espace propre associé est de dimension supérieure ou égale a
1.
La somme des dimensions des deux sous-espaces propres déja connus est donc supérieure ou égale a
3.
Or
D’apreés le théoréme spectral, la somme des dimensions de tous les sous-espaces propres de M est
inférieure ou égale a 3.
Donc :
e dim Ey(M) + dim B4y (M) = 3, dimEy(M) = 1, dim E;(M) = 2 et M n’a pas d’autre valeur
propre que 0 et 1.

O = O
—_ o O

0
e M est diagonalisable, semblable & la matrice | 0
0

Partie C : Etude du cas oil ¢ est différent de 0 et de 1.

Dans cette partie, on suppose que a est différent de 0 et de 1.

On pose £ = R3, et B = (€1, s, e3) la base canonique de E.

Soit f ’endomorphisme de E dont la matrice représentative dans la base B est la matrice M.
Soit u = (1,1,1), v =(1,0,1) et w = (1,1,0).

7. La famille B" = (u, v, w) est une famille de trois vecteurs d’un espace de dimension 3 : il suffit donc

de prouver que c’est une famille libre, pour que ce soit une base de ’espace.

Soient donc trois réels x,y, z tels que :  x.u+ y.v + z.w = Ogs, qui donne le systéme
r + y + z =0 r + vy + z =0
x + 2z = 0 << Y = 0Ly L1 —Ly <= y=2z=0=x
r + vy = 0 z = 0Ls+ L1 —1Ls



La famille B’ est bien libre, et c’est une base de R3.

8. On calcule assez facilement f(u) et f(v) en passant par la représentation matricielle de f et de ces
deux vecteurs dans la base canonique :

1 a
e f(u) est ainsi représenté dans B par M x [ 1| = | a |, ce qui permet de conclure directement
1 a

que f(u) = (a,a,a) =a.(1,1,1) <= | f(u) = a.u|

1 1
e f(v) est de méme représenté dans B par M x | 0] = [0 ], ce qui permet de conclure que
1 1
f(v)=(1,0,1) <= | f(v) =v|
1 a+1
9. Toujours selon le méme principe : f(w) est représenté dans B par M x | 1] = 1 , donc
0 a

fw) =(a+11a).
On cherche alors comme demandé, deux réels a et [ tels que :

flw)=av+pw <= (a+1,1,a)=(a+p,5,a) <= a=a e =1

par identification des coefficients, on trouve bien un unique couple solution, et | f(w) = a.v + w|.

10. Les trois images calculées aux deux questions précédentes permettent alors d’écrire la matrice de f
dans la base B’ = (u,v,w) :

a 0 0 U
T:Matlg/(f):< 0 1 a ) v
0 1

11. La matrice T est (comme son nom le suggérait d’ailleurs), triangulaire : ses valeurs propres sont donc
ses éléments diagonaux, et ce sont aussi les valeurs propres de f et de M :

Sp(T) = Sp(f) =Sp(M) = {1;a}

0 0 0
Commea#1: T—al3=|0 1—a a est une matrice de rang 2 puisqu’une de ses colonnes
0 0 1—a

est nulle, et que les deux autres sont non proportionnelles.
On en déduit, d’aprés le théoréme du rang, que :

dim E,(T) =3 -2 =1=dim E,(f) = dim E,(M)

(la dimension du sous-espace propre ne change pas selon la base dans laquelle on représente 1'endo-
morphisme f).

a—1 0 0
De méme : T'—1.13 = 0 0 a | est une matrice de rang 2, puisqu'une de ses colonnes est
0 00

nulle et que les deux autres sont non proportionnelles.
Le théoréme du rang s’applique encore, qui affirme que :

dim E1 (M) =3—-2=1=dim F(f) = dim E; (M)
Les réels a et 1 étant les seules valeurs propres de f, on a alors :
dim E,(M) +dim Ey(M)=1+1=2<3

Lorsque a est différent de 0 et de 1, la matrice M n’est donc pas diagonalisable.



EXERCICE 2

On ne pourra pas s’empécher ici de faire le lien avec ’exercice 2 du sujet EML E 2002 : on étudie
la méme fonction, en changeant un peu [’ordre des questions!

Pour tout entier naturel n non nul, on définit la fonction f,, sur R, par :

-1
t+1

Ve >0, folz)= / dt.
0

Partie A : Etude de la fonction f,.

Dans cette partie, on fixe un entier naturel n non nul.

2 —1
z+1

est bien définie et continue sur R, comme quotient de fonctions polyndmiales qui le sont, avec

x + 1 # 0 pour tout = > 0.

Cette seule hypothése suffit pour affirmer que la fonction f, définie sous sa forme intégrale ci-dessus,

est La primitive de ¢ sur R, qui s’annule en 0 : & ce titre, f, est de classe C'! sur R et on obtient

sans calcul,

1. C’est une question de cours souvent mal maitrisée par les candidats : la fonction g : x —

A |

Ve 20, fu(e) =g(@) =

2. Les variations de f,, dépendent du signe de sa dérivée :
sur Ry, z4+1>0donc fi(z) >0 < 2" =1>0 & 2" >1 <= z > 1 (on ne travaille
qu’avec des réels positifs).
La fonction f, est donc strictement décroissante sur [0; 1], puis strictement croissante sur [1; +o0].

3. La fonction f/ = g est aussi de classe C! sur R, comme quotient de fonctions qui le sont, donc f,
est de classe C? sur R, avec :

2na® Nz +1) — (@™ — 1)1 2na®" +2na®™ ' —2® +1  (2n—1)2*" + 2na® ! + 1

Ve >0, fl(z)= (@117 B (z+1)? B (z +1)%

Il est alors clair que pour tout @ > 0 (et sachant que n > 1) :  f/(x) > 0 comme somme de termes
tous positifs ; le critére pour les fonctions de classe C? assure alors que f,, est une fonction convexe
sur R,.

4. a) Méthode basique, mais efficace : on démontre I'inégalité demandée en étudiant le signe de la
fonction différence.

Soit, la fonction h : t — 2" — 1 —n(t?> — 1), bien définie et dérivable sur [1; +o0o[ comme fonction
polynomiale.

Vi>1: B(t)=2nt*"1—2nt=2n{*"""1—t). Commet>1et2n—1>1 puisque n € N*:
Vt € [1,00[, #*"1 > t, ce qui implique : V¢ € [1;+o0[, W (t) = 0.
La fonction h est donc croissante sur [1; 4o00[, par conséquent elle admet un minimum sur [1; 4o00|
en t =1 qui vaut (1) = 1*" — 1 —n(12 — 1) = 0, et donc :

Vt € [l; 400, h(t) =0 < Vte [l;4+o0f, t* —1>n(t* —1)

b) De l'inégalité démontrée précédemment on déduit, pour tout n € N* et tout ¢ € [1; +oo] :

?n — 1 2 —1 t—1D(t+1 2 — 1
=D+

= = >n(t—1
11 2 " r1 " i1 1 2=



selon I'identité remarquable bien connue (!).

Les deux fonctions concernées sont bien définies et continues sur l'intervalle R, donc par crois-
sance de l'intégrale, pour tout x > 1 :

T

/11 tt:_lldt}/lmn(t—l)dt — fn(x)—fn(1)>n[(t—1)2]1 = fo(z) = fu(1) +nlz—1)

n
c¢) Puisque n > 1, alors lirf fu(1) + 5(3: — 1)? = 400, et le théoréme de comparaison des limites
T—1+00
assure, grace a I'inégalité précédente, que 1ir+n fo(z) = +o0.
T—r+00
0 t2n -1
t+1

5. Par définition méme, on a bien sir f,(0) = / dt = 0 (les bornes de I'intégrale sont confon-
0

dues).
Comme la fonction f,, est strictement décroissante sur [0; 1], cela suffit pour pouvoir affirmer que :

fu(1) < f2(0) <= fu(1) <O.

6. Soit n € N* : sur [1;+oo[, la fonction f, est continue, strictement croissante et change de signe
puisque f,(1) <0 et lir}rl fo(z) = +00.
T—>+00
Le théoréme de la bijection assure donc que 1'équation f,(z) = 0 admet une unique solution z,, sur
[1; +o0].
Comme f,(1) # 0, alors z,, # 1 et donc x,, > 1.

Partie B : Etude d’une suite implicite.

On étudie dans cette partie le comportement de la suite (x,), ou pour tout entier naturel n non nul,
x,, est 'unique solution strictement positive de ’équation f,(z) = 0.

2 2
L’énoncé admettait que : Vn € N*, 1z, > i
2n +1
7. Soit x € R :
T t2(n+1) -1 | T 442 _ | _ 20 1
fror1(x) = fu(z) = / —dlt —/ dt = / + dt linéarité de l'intégrale
0 t+1 o t+1 0 t+1
T =1 Tt —1)(t+1
= / ¥dt =3 / ( )+ )dt factorisation, identité remarquable
0 t+1 0 t+1
x t2n+2 t2n+1 T
0 2n+2  2n+1lo
_ x2n+2 B x2n+1 1.9 2n+1< T B 1 >
2n+2 2n+1 2n+2 2n+1

2n + 2 T 1 T 1

: > <= — =
2n + 1 2n + 2 2n + 1 2n + 2 2n + 1
> (0, on a bien :
2n + 2
on—+1’

0 et

8. a) Pour tout n € N*, et tout réel z >

par produit avec z2" !

Vn e N*, Vo > fn-i—l(x) - fn(x) 20 —= fn-i—l(x) Z fn(x)

b) Le résultat admis au début de cette partie permet alors d’écrire I'inégalité qu’on vient de démon-
trer, avec x = x,,, ce qui donne :

Vn € N*a fn-l—l(xn) 2 fn(xn) — fn-i—l(xn) > 0

Par définition méme de z,,.



c)

9. a)

On a aussi, pour tout n € N* :  f,.4(x,41) = 0 (& chaque fonction son unique racine!), donc
d’apres le résultat précédent, on peut écrire :

Vn € N*, fn+1(xn) > fn+1(xn+1>
Comme f, 1 est strictement croissante sur [1; +oo[ qui contient z,, et 2,1, on en déduit que :
Ve e N x, >z,

et la suite (z,) est bien décroissante; puisque x, € [1;+oo] pour tout n € N*, la suite (z,,) est
également minorée par 1 : elle est donc convergente, d’aprés le théoréme de limite monotone.

1 t2n -1
t+1
On remarque pour cela qu’on peut écrire, par linéarité de 'intégrale :

1 $2n 1 1 1 $2n 1 1 $2n
(1) = at— [ ——dt = dt—[l 1 t] :/ df — In(2
fa(1) /0t+1 ) t+1 /0t+1 nl+0)| =) gt @)

1 42n
Or / o 1dt est l'intégrale d’une fonction continue et positive sur [0; 1], avec 0 < 1 : par
0

positivité de l'intégrale, cette intégrale est positive et f,(1) = —In(2).

Soit n € N* : on sait déja que f,(1) < 0, montrons que f,(1) = / dt > —1In(2).
0

L’inégalité obtenue en 4.b) peut alors étre réécrite en remplagant & par x,,, qui appartient bien a
son domaine de validité [1; +oo[, ce qui donne :

n

Vn e N, 0= fu(en) = fu(1) + 5 (20 = 1= 0< =(2,— 12 < —f,(1) <In(2)

|3

d’aprés 'inégalité précédente ; par transitivité, on en déduit :

2In(2
Vn e N (2, —1)*< n()<:)|xn—1|<
n

21n(2) 21n(2)
—0<z,—-1<
n n

par croissance de la fonction racine carrée sur R, et parce que x,, € [1;+0o0o[

(donc z, —1>0cet |z, — 1| =z, — 1).

21n(2
Puisque lim n(2)

n——+oo n

= 0, le théoréme d’encadrement permet de conclure :

lm z,—1=0 < lim z,=1
n—-+400 n—-4o0o

Partie C : Etude d’une fonction de deux variables.

Dans cette partie, on fixe a nouveau un entier naturel » non nul.
L’objectif de cette partie est d’étudier la fonction G, définie sur R x R par :

V(z,y) e Ry xRY,  Gu(z,y) = ful®) x fu(y)

10. Rédigeons trés proprement : les fonctions coordonnées p; : (z,y) — x et py : (z,y) — y sont de
classe C? (polynomiales en les variables z et y) sur le domaine D = R% x R* , a valeurs dans R et la
fonction d’une variable f,, est de classe C? sur R* : par composition, (z,y) — fu(z) et (z,y) — fu(y)

sont de classe C? sur D.
La fonction G,, est donc de classe C? sur D comme produit de fonctions qui le sont.

Pour tout (z,y) élément de D :

0 (Gn)(x,y) = [ (@) X fuly) et 0x(Gn)(z,y) = fulz) ¥ [1(y)



11. Les points critiques de G,, sont alors les couples (z,y) de D tels que :

h(Gn)(z,y) =0 fu(@).foly) =0 fu(@) =0 ou fu(y) =0
= = =
0y(Gn)(z,y) =0 fu(x).foly) =0 fu(x) =0 ou f(y) =0

r=1louy=ua,

r=zx,0uy=1
Les combinaisons de valeurs possibles pour x et y, sachant que z,, # 1, sont donc :
(1,1) et (xn,z,)

qui appartiennent bien a D, et sont donc les deux seuls points critiques de G,, sur ce domaine.
12. Pour tout (z,y) élément de D :

0t 1(Go) (@, y) = (@) fuly),  055(Ga)(w,y) = fulx)-f7 (y)
(G (@, y) = fr(2).fi(y) = 05,(Gy)(z,y) (théoréme de Schwarz)

n n

2n—1)+2n+1 4n

0 <f;<xn>>2>
(F@)? 0 )
nf.(1) 0

0 n.fn<1>> |

13. Les valeurs propres de la Hessienne H,, ) sont les réels A pour lesquels :

la Hessienne de G,, en (z,,x,) est H(xn,xn) = <

Et la Hessienne de G, en (1,1) est H(; 1) = (

. . =N (fi(@n))?
H, 2.y — Ay est non-inversible <= det(H(,, z,) — A.12) =0 <= det ) =0
(fa(zn)) —A

= N = (fu(22))" =0 <= A= (fi(za))" ou A = —(f(2n))*

Puisque x, > 1, alors f (z,) > 0 et H,, ,,) admet donc deux valeurs propres distinctes opposées :
la fonction G,, n’admet donc pas d’extremum en ce point (qui est plutot un point-selle).

14. La Hessienne H(; 1) est déja une matrice diagonale : ses valeurs propres se lisent donc sur la diagonale,
on trouve donc n. f,,(1) < 0 comme seule valeur propre. On conclut donc qu’au point (1, 1), la fonction
G,, admet un extremum local et ¢’est un maximum local.



EXERCICE 3

Soit @ un réel strictement positif.

+o00 1
1. Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on pose :  [,(a) = / t—ndt.
a

On sait déja, d’aprés le cours, que [,(a) est une intégrale de Riemann d’exposant n > 2 > 1, done
convergente. Pour calculer sa valeur, on rappelle que :

/+OO Lat— i Tl [ ! ]X I L !
—dt = lim —dt= lim |-—-+——| = lim — =
. " Xotoo f, 1 X—a+oo L (n—=1)"1a X540 (n—1)X"1 (n=1a"! (n—1)a"!

puisque n —1 >1 > 0.

0 sit<a
2. Soit f la fonction définie sur R par: Vi€ R, f({) = ¢ 3,3 :
t—4 sit > a

a) La fonction f est positive sur | — co;a[ comme constante nulle, et positive sur [a; +oo] comme

quotient de réels positifs puisque a > 0 (et ¢ > @ > 0 dans ce cas) : f est positive sur tout R.
La fonction f est continue sur | — oo; a[ comme fonction constante, et continue sur Ja; +00[ comme
fonction de référence (puissance inverse) multipliée par des constantes : f est continue sur R, sauf
peut-étre en a.

Hoo @ teo ] 3a’
Sous réserve de convergence : f(t)dt = / 0dt+ 3a3/ t_4dt =3a®.I,(a) = 35 1,

a

o0 2 a
ce qui achéve de démontrer que f est bien une densité de probabilité. Soit X une variable aléatoire
admettant f pour densité.

[e.e]

b) Par définition : Vz € R, Fx(x)= / f(t)dt. On distingue deux cas :

e Siz <a:alors ] — oco;x] C|] — o0o;al, intervalle sur lequel f est nulle, donc | Fiy(z) = 0.

a «30° 1 1
e Pourtout z > a: Fx(z)= [ 0dt+ [ %dt:?’ag-(_@JF@),

a3

soit | Fix(z) =1-— p

d’aprés le calcul d’intégrale déja fait a la question 1, en remplacant n par 4 et X par x.
+oo
c) La variable aléatoire X admet une espérance si et seulement si l'intégrale / t.f(t)dt est abso-

—00

lument convergente.
Comme la fonction ¢ : + t.f(¢) est nulle sur | — oo;al, positive sur [a;+o0o| (produit de deux
facteurs positifs) puisque t = a > 0), il suffit alors de prouver la convergence simple de I'intégrale

+o0 3a3 +o0 1
impropre / t.t—4dt i 3a3/ t_3dt = 3a*.I5(a).

Or on sait d’aprés 1. que I3(a) converge puisque 3 > 2 : la variable aléatoire X admet une
espérance qui vaut

1 3a
E(X)=3d"7— =+
(X) 2a2 2
d) La variable aléatoire X admet une variance si et seulement si elle admet un moment d’ordre
+oo
2 : d’apreés le théoréme de transfert, c’est le cas si et seulement si I'intégrale / t2.f(t)dt est
—0

absolument convergente. La encore, pour les mémes raisons, cela revient a prouver la convergence



3. Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur ]0;1]; on pose : Y =

a)

+o00 +o00 1
simple de I'intégrale impropre / 2. f(t)dt = 3a3/ t—2dt = 3a®.15(a).
La encore, l'intégrale I5(a) converge, et X admet un moment d’ordre 2 qui vaut :

_1a1:3a2

E(X?)
La variable aléatoire X admet donc une variance, donnée par la formule de Koenig-Huygens :

2 2
V(X) = B(X?) - B(X)? = 3a% — 9% - 3% CQFD.

a
Ul/3:
On sait que U(£2) =]0; 1], donc U'/3 est presque-siirement encore & valeurs dans ]0; 1] : par inverse,

a
i0E est presque-siirement & valeurs dans [1; 400, et Y = ] est presque-siirement a valeurs
dans [a; +00[ qu’on note donc Y (Q2).

De ce résultat on déduit immédiatement que pour tout réel = < a, | —oo; 2] NY (Q) = &, donc

Fy (z) = 0 pour tout x < a.
Pour tout réel x > a :
a a a?
Fr(z) =P(Y <) = P(m < x) —B(- <O =P( <)

3
par stricte croissance et continuité de la fonction cube sur R. Comme ici > a, alors — €]0; 1],

3
et on peut donc finir le calcul :
a? a?
Fy(z)=1- FU(—3) =1-— = Fx() puisque Fy(t) =t pour tout ¢t €]0; 1]
x x

On a donc démontré que les fonctions de répartition des variables aléatoires X et Y sont identiques
sur tout R : X et Y suivent bien la méme loi.

On en déduit que pour simuler X, il suffit de simuler Y qui elle-méme utilise U de loi uniforme
sur ]0; 1] qui est a son tour simulée par 'appel rand (), d’ou le script :

function Y = simulX(a,m,n)

U = rand(m,n) // matrice de taille m x n contenant mn simulations de la
loi de U

Y = axU.~(-1/3) // opération terme & terme : ne surtout pas oublier le "."
endfunction

et c¢’est tout!

P(X>2a):1—P(X<2a):1—FX(2a):1—(1—

Par définition de la probabilité conditionnelle :

Pxon (X > 6a) = LAX > 240 N[X > 6a]) _ P(X > Ga)

P(X > 2a) P(X > 2a)
puisqu’en effet, [X > 6a] C [X > 2a] vu que 6a > 2a,
t ot P(X > 6a) = 1 (1 “3) o L
et ol a)=1—(1- = = —, donc :
(6a)?) ~ 21643 216’

1/216 8 1
Pix 24 (X > 6a) = VS =576 = 5



10
11
12
13
14
15

16

5.

c¢) Le script ci-dessous doit calculer, sur un échantillon de 100000 simulations de X, une valeur
P(X > 6a)
P(X > 2a)
des événements [X > 6a| et [X > 2a] :

Nb d’occurrences de [X > 6al]

J1x>6a] 100000 Nb d’occurrences de [X > 6a
comme = —
fix>24] Nb d’occurrences de [X > 2a] Nb d’occurrences de [X > 2a]

100000
compter (a l'aide de la variable n1) s le nombre de fois ot en 100000 simulations, [X > 2a] est

réalisé, et dans ce cas/parmi celles-ci on compte a I'aide de la deuxiéme variable s2, le nombre de

approchée de Prx~oq(X > 6a) = comme le rapport entre les fréquences de réalisation

, il suffit de

1
fois ot [X > 6a] est réalisé. Le résultat rendu est donc censé étre proche de 7 (et ce d’ailleurs,

quelle que soit la valeur choisie pour a).

a=
N=
gl=
g0=
X = simul(a,!,N) // vecteur-ligne de simulations de la loi de X
for k=1:N
if X(k) > 2%a then
sl = sl+
if X(k) > 6%a then
s2 = s+
end
end
end
if s81>0 then
disp(s2/s1)
end

A Dexécution, on obtient bien des valeurs proches de 0.037, donc de 1/27.

On cherche dans la suite de I’exercice & estimer le paramétre a.
Soit n un entier naturel non nul, et X1,..., X, n variables aléatoires indépendantes et suivant toutes
la méme loi que X.

2 n
O Vio=—> X
n pose 3n; k

a) La variable aléatoire V,, est une fonction de variables aléatoires dont la loi commune dépend de
a, sans que a n’intervienne explicitement dans la définition de V,, : il s’agit bien d’un estimateur
de a.

Puisque X admet une espérance, alors il en est de méme de toutes les variables aléatoires
(Xk)1<k<n : par linéarité de I'espérance, V,, admet donc une espérance qui vaut :

2 \~3a 2 3a
3n 2 3n 2

B(V,) = -3 B =

ce qui prouve bien que V,, est un estimateur sans biais du paramétre a.

b) Les variables aléatoires (Xj)i<r<n admettent chacune une variance (la méme que celle de X) et
sont mutuellement indépendantes, donc V,, admet elle-méme une variance qui vaut :

10 @ M. o jor TR epons



Comme V,, est un estimateur sans biais, ce dernier résultat est aussi la valeur de son risque
quadratique.

6. On pose W,, = min(Xj, ..., X,).

a) Pour tout réel x, on calcule :

P(W,, > z) =P(min(Xy,...,X,) > z) =P([X1 >z]n...N[X, > z])
=P(X; >z)x...xP(X, >x) les (Xk)1<k<n sont indépendantes

= (P(X > )" les (Xj)1<k<nv suivent la méme loi que X

n 1—-1"=0 siz <a
etdonc: Ve eR, Fy,(z)=1-P(W, >z)= 1—<1—(FX(;5))> = @ a3n
1 —3 (—3) = — T S1 T
T T

La relation : Va € R, Fy, (z) = 1 — <1 — (FX(J:))) suffit pour pouvoir affirmer que par

opérations sur de telles fonctions, Fyy,, est continue sur R, et de classe C! sauf peut-étre en a,
comme Flx ; ainsi, W,, est bien une variable a densité.

Une densité f,, de W, est alors obtenue par dérivation de Fyy, , sauf en a ot on choisit une valeur
arbitraire positive :

0 sit<a
Vi € R, fn<t> = - 3n B 3na" .
—a < - t3n+1) — 3ntl sit > a
+o0
La variable aléatoire W,, admet une espérance si et seulement si I'intégrale impropre / t.fo(t)dt

est absolument convergente. Comme la fonction ¢ +— t.f,(¢) est nulle sur | — 0o; a[ et positive sur
la; +o0l, il suffit de prouver la convergence simple de :

+o0 3n —+00
3na n 1 n
/a ttSant = 3na3 /a t?’—ndt = 371(1/3 -I3n(a')

On reconnait une intégrale étudiée a la question 1. avec 3n > 1 : elle converge, donc W,, admet
une espérance qui vaut :

3na’" 3n
E(W,) = 3na® Iz, (a) = = :
(W) = 3pa% Lsn(a) (B3n—1)a’1 3n-—1 ¢

On en déduit, par linéarité de I’espérance, que :

3n—1 3n—1 n—1 3n
E( . n) — E(W,) = . a=
50 gn W) = =5 =g =
3n—1 ) . .
Et done qu’avec A\, = o AW, est un estimateur sans biais de a.
n

On cherche la variance de W, : comme précédemment on commence par calculer son moment
+oo
d’ordre 2, qui existe si et seulement si l'intégrale / t2.f,(t)dt est absolument convergente.

o
Une fois de plus, on est ramené a étudier la convergence simple de I'intégrale impropre :

Ha a [0 1 3
/a t°. fu(t)dt = 3na "/a t3n71dt = 3na”" I3, (a).
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7. a)

Puisque n > 1, alors 3n — 1 > 2 donc 'intégrale converge, et W,, admet un moment d’ordre 2 qui

vaut : na? 5
na’" n
EW?) = = .a?
W) = B2z ~ 3 -2

On en déduit que W,, admet une variance donnée par la formule de Koenig-Huygens :

I, B, 3nBn—1?—(En-2)(n)?

V(W) = E(W;) — E(W,)* = m—2" " Bun-1p (3n—2)(3n — 1)2

L’estimateur \,W,, étant sans biais, son risque quadratique est aussi sa variance, qui vaut :

~ (3n—1)° 3n((3n—1)2=3n(3n—-2)) , 2 —6n+1-9n>+6n ,

V(A Wy) = (AH)Q'V(WH) - (3n)? ) (3n —2)(3n —1)2 = 3n(3n — 2) “
~ 3n(3n - 2)

Remarque : ce risque quadratique est donc négligeable devant celui de V,, : W, est en cela, un
meilleur estimateur de a que V,,.

Il faut bien comprendre dans les deux questions qui suivent, 'intérét d’avoir créé une matrice de
format m x n avec la fonction simulX : on peut les voir comme m échantillons de n simulations
de X, rangés ligne par ligne. Dans le script ci-dessous, on calcule donc a chaque fois la somme

2
de tous les éléments d’une ligne de la matrice, en n’oubliant pas le facteur 3, ce qui donne &
n

chaque fois une simulation de V, :

function V = simulV(a,m,n)
X = simulX(a,m,n)
V = zeros(1l,m)
for k = m
V(k) = 2/(3#n)*sum(X(k, ))
end
endfunction

On prend n = 100 et on suppose que l'on dispose d’une fonction similaire simulW permettant
d’obtenir m simulations de la variable aléatoire A\, W,,.

W = simulW(5,20,100)
V = simulV(5,20,100)
plot2d(W,style=-1) // les +
plot2d(V,style=-2) // les x

Le graphique affichant 20 points pour chaque nuage, on a pris m = 20; 'un des deux nuages
de points se concentre fortement autour de la valeur 5, il correspond donc a des simulations de
AW, qui est le meilleur des deux estimateurs, et on peut considérer que a = 5 ici.
L’estimateur V,, donne, lui, des valeurs plus dispersées autour de cette méme valeur.

Pour le plaisir, on donne ci-dessous le script qui permettait de créer le nuage de points représentant
un échantillon de ’estimateur A\, W, :

function W = simulW(a,m,n)
simulX (a,m,n)
W = zeros(1,m)
for k = m
W(k) = (3xn-1)/(3*n)*min(X(k, ))
end
endfunction

<
I
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