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Proposition de 
orrigé par David Meneu

Ly
ée Champollion - Grenoble, pour

Exer
i
e 1

Soit a un réel ; on pose M =





2 a− 1 −1
1− a a a− 1
1 a− 1 0





.

Partie A : Étude du 
as où a = 1.

Dans toute 
ette partie, on suppose que a = 1.

1. I
i, M =





2 0 −1
0 1 0
1 0 0





et M − I3 =





1 0 −1
0 0 0
1 0 −1





,

d'où : (M − I3)
2 =





1 + 0− 1 0 + 0 + 0 −1 + 0 + 1
0 + 0 + 0 0 + 0 + 0 0 + 0 + 0
1 + 0− 1 0 + 0 + 0 −1 + 0 + 1



 = 03 (matri
e nulle).

2. Le résultat pré
édent signi�e que P (X) = (X − 1)2 est un polyn�me annulateur de la matri
e M :

on sait alors d'après le 
ours, que les valeurs propres de M sont toutes à 
her
her parmi les ra
ines

de P (X).

Comme P (X) = (X − 1)2 a évidemment pour seule ra
ine 1, on en 
on
lut que λ = 1 est la seule

valeur propre possible de M .

3. Comme 0 ne fait pas partie des valeurs propres potentielles de M , M − 0.I3 = M est don
 bien

inversible.

Pour savoir si M est diagonalisable : il est 
lair que M − I3 
al
ulée 
i-dessus est non-inversible, 
ar
elle possède une 
olonne nulle ; λ = 1 est don
 e�e
tivement valeur propre de M , et 
'est la seule.

Le rang de M − I3 est par ailleurs 
lairement égal à 1, à 
ause d'une deuxième 
olonne nulle et d'une

troisième 
olonne proportionnelle à la première qui n'est pas nulle.

Le théorème du rang permet d'en déduire que le sous-espa
e propre asso
ié à M pour la seule valeur

propre 1 est de dimension 3− 1 = 2 6= 3, 
e qui su�t pour a�rmer que M n'est pas diagonalisable.

Partie B : Étude du 
as où a = 0.

Dans 
ette partie, on suppose que a = 0.

4. On a don
 M =





2 −1 −1
1 0 −1
1 −1 0





et M − I3 =





1 −1 −1
1 −1 −1
1 −1 −1





.

Comme ses trois 
olonnes sont égales ou opposées (et non nulles), alors il est 
lair que M − I3 est

non-inversible, don
 que λ = 1 est valeur propre de M .
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Un ve
teur X =





x
y
z





deM3,1(R) appartient au sous-espa
e propre asso
ié E1(M) si et seulement

si :

MX = 1.X ⇐⇒ (M − I3)X = 03,1 ⇐⇒ x− y − z = 0 ⇐⇒ x = y + z

Les trois lignes du système sont identiques : il y a une in
onnue prin
ipale et deux variables libres,

et

E1(M) =











y + z
y
z





∣

∣

∣ (y, z) ∈ R
2







= Vect
(





1
1
0



 ,





1
0
1





)

On a ainsi obtenu une famille génératri
e de E1(M) formée de deux ve
teurs non 
olinéaires :

(





1
1
0



 ,





1
0
1





)

est une base de E1(M), et dimE1(M) = 2 (
e qui est 
ohérent ave
 le théorème

du rang et le fait que rg(M − I3) = 1).

5. La matri
e M véri�e un 
ritère évident de non-inversibilité : la somme des éléments de 
haque ligne

est toujours nulle, 
e qui garantit que M





1
1
1



 =





0
0
0





, situation impossible en 
as d'inversibilité.

On en déduit que 0 est valeur propre de M , et que





1
1
1





est un ve
teur propre asso
ié.

6. Si on fait le bilan des résultats déjà obtenus jusqu'i
i :

� 1 est valeur propre de M , et le sous-espa
e propre asso
ié est de dimension 2.

� 0 est valeur propre de M , et le sous-espa
e propre asso
ié est de dimension supérieure ou égale à

1.

La somme des dimensions des deux sous-espa
es propres déjà 
onnus est don
 supérieure ou égale à

3.

Or

D'après le théorème spe
tral, la somme des dimensions de tous les sous-espa
es propres de M est

inférieure ou égale à 3.

Don
 :

� dimE0(M) + dimE1(M) = 3, dimE0(M) = 1, dimE1(M) = 2 et M n'a pas d'autre valeur

propre que 0 et 1.

� M est diagonalisable, semblable à la matri
e





0 0 0
0 1 0
0 0 1





.

Partie C : Étude du 
as où a est di�érent de 0 et de 1.

Dans 
ette partie, on suppose que a est di�érent de 0 et de 1.

On pose E = R
3
, et B = (e1, e2, e3) la base 
anonique de E.

Soit f l'endomorphisme de E dont la matri
e représentative dans la base B est la matri
e M .

Soit u = (1, 1, 1), v = (1, 0, 1) et w = (1, 1, 0).

7. La famille B′ = (u, v, w) est une famille de trois ve
teurs d'un espa
e de dimension 3 : il su�t don


de prouver que 
'est une famille libre, pour que 
e soit une base de l'espa
e.

Soient don
 trois réels x, y, z tels que : x.u+ y.v + z.w = 0R3
, qui donne le système







x + y + z = 0
x + z = 0
x + y = 0

⇐⇒







x + y + z = 0
y = 0 L2 ← L1 − L2

z = 0 L3 ← L1 − L3

⇐⇒ y = z = 0 = x
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La famille B′
est bien libre, et 
'est une base de R

3
.

8. On 
al
ule assez fa
ilement f(u) et f(v) en passant par la représentation matri
ielle de f et de 
es

deux ve
teurs dans la base 
anonique :

� f(u) est ainsi représenté dans B par M ×





1
1
1



 =





a
a
a





, 
e qui permet de 
on
lure dire
tement

que f(u) = (a, a, a) = a.(1, 1, 1) ⇐⇒ f(u) = a.u .

� f(v) est de même représenté dans B par M ×





1
0
1



 =





1
0
1





, 
e qui permet de 
on
lure que

f(v) = (1, 0, 1) ⇐⇒ f(v) = v .

9. Toujours selon le même prin
ipe : f(w) est représenté dans B par M ×





1
1
0



 =





a+ 1
1
a





, don


f(w) = (a+ 1, 1, a).

On 
her
he alors 
omme demandé, deux réels α et β tels que :

f(w) = α.v + β.w ⇐⇒ (a+ 1, 1, a) = (α + β, β, α) ⇐⇒ α = a et β = 1

par identi�
ation des 
oe�
ients, on trouve bien un unique 
ouple solution, et f(w) = a.v + w .

10. Les trois images 
al
ulées aux deux questions pré
édentes permettent alors d'é
rire la matri
e de f
dans la base B′ = (u, v, w) :

T = MatB′(f) =

f(u) f(v) f(w)
( )a 0 0 u

0 1 a v
0 0 1 w

11. La matri
e T est (
omme son nom le suggérait d'ailleurs), triangulaire : ses valeurs propres sont don


ses éléments diagonaux, et 
e sont aussi les valeurs propres de f et de M :

Sp(T ) = Sp(f) = Sp(M) = {1; a}

Comme a 6= 1 : T−a.I3 =





0 0 0
0 1− a a
0 0 1− a





est une matri
e de rang 2 puisqu'une de ses 
olonnes

est nulle, et que les deux autres sont non proportionnelles.

On en déduit, d'après le théorème du rang, que :

dimEa(T ) = 3− 2 = 1 = dimEa(f) = dimEa(M)

(la dimension du sous-espa
e propre ne 
hange pas selon la base dans laquelle on représente l'endo-

morphisme f).

De même : T − 1.I3 =





a− 1 0 0
0 0 a
0 0 0





est une matri
e de rang 2, puisqu'une de ses 
olonnes est

nulle et que les deux autres sont non proportionnelles.

Le théorème du rang s'applique en
ore, qui a�rme que :

dimE1(M) = 3− 2 = 1 = dimE1(f) = dimE1(M)

Les réels a et 1 étant les seules valeurs propres de f , on a alors :

dimEa(M) + dimE1(M) = 1 + 1 = 2 < 3

Lorsque a est di�érent de 0 et de 1, la matri
e M n'est don
 pas diagonalisable.
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Exer
i
e 2

On ne pourra pas s'empê
her i
i de faire le lien ave
 l'exer
i
e 2 du sujet EML E 2002 : on étudie

la même fon
tion, en 
hangeant un peu l'ordre des questions !

Pour tout entier naturel n non nul, on dé�nit la fon
tion fn sur R+ par :

∀x > 0, fn(x) =

∫ x

0

t2n − 1

t+ 1
dt.

Partie A : Étude de la fon
tion fn.

Dans 
ette partie, on �xe un entier naturel n non nul.

1. C'est une question de 
ours souvent mal maîtrisée par les 
andidats : la fon
tion g : x 7→
x2n − 1

x+ 1
est bien dé�nie et 
ontinue sur R+ 
omme quotient de fon
tions polyn�miales qui le sont, ave


x+ 1 6= 0 pour tout x > 0.

Cette seule hypothèse su�t pour a�rmer que la fon
tion fn dé�nie sous sa forme intégrale 
i-dessus,

est La primitive de g sur R+ qui s'annule en 0 : à 
e titre, fn est de 
lasse C1
sur R+ et on obtient

sans 
al
ul,

∀x > 0, f ′

n(x) = g(x) =
x2n − 1

x+ 1

2. Les variations de fn dépendent du signe de sa dérivée :

sur R+, x + 1 > 0 don
 f ′

n(x) > 0 ⇐⇒ x2n − 1 > 0 ⇐⇒ x2n > 1 ⇐⇒ x > 1 (on ne travaille

qu'ave
 des réels positifs).

La fon
tion fn est don
 stri
tement dé
roissante sur [0; 1], puis stri
tement 
roissante sur [1; +∞[.

3. La fon
tion f ′

n = g est aussi de 
lasse C1
sur R+ 
omme quotient de fon
tions qui le sont, don
 fn

est de 
lasse C2
sur R+, ave
 :

∀x > 0, f ′′

n(x) =
2nx2n−1(x+ 1)− (x2n − 1).1

(x+ 1)2
=

2nx2n + 2nx2n−1 − x2n + 1

(x+ 1)2
=

(2n− 1)x2n + 2nx2n−1 + 1

(x+ 1)2

Il est alors 
lair que pour tout x > 0 (et sa
hant que n > 1) : f ′′
n(x) > 0 
omme somme de termes

tous positifs ; le 
ritère pour les fon
tions de 
lasse C2
assure alors que fn est une fon
tion 
onvexe

sur R+.

4. a) Méthode basique, mais e�
a
e : on démontre l'inégalité demandée en étudiant le signe de la

fon
tion di�éren
e.

Soit la fon
tion h : t 7→ t2n − 1− n(t2 − 1), bien dé�nie et dérivable sur [1; +∞[ 
omme fon
tion

polyn�miale.

∀t > 1 : h′(t) = 2n.t2n−1 − 2nt = 2n(t2n−1 − t). Comme t > 1 et 2n− 1 > 1 puisque n ∈ N
∗
:

∀t ∈ [1,∞[, t2n−1 > t, 
e qui implique : ∀t ∈ [1; +∞[, h′(t) > 0.

La fon
tion h est don
 
roissante sur [1; +∞[, par 
onséquent elle admet un minimum sur [1; +∞[
en t = 1 qui vaut h(1) = 12n − 1− n(12 − 1) = 0, et don
 :

∀t ∈ [1; +∞[, h(t) > 0 ⇐⇒ ∀t ∈ [1; +∞[, t2n − 1 > n(t2 − 1)

b) De l'inégalité démontrée pré
édemment on déduit, pour tout n ∈ N
∗
et tout t ∈ [1; +∞[ :

t2n − 1

t+ 1
> n

t2 − 1

t + 1
= n

(t− 1)(t+ 1)

t+ 1
⇐⇒

t2n − 1

t + 1
> n(t− 1)
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selon l'identité remarquable bien 
onnue ( !).

Les deux fon
tions 
on
ernées sont bien dé�nies et 
ontinues sur l'intervalle R+, don
 par 
rois-

san
e de l'intégrale, pour tout x > 1 :

∫ x

1

t2n − 1

t + 1
dt >

∫ x

1

n(t−1)dt ⇐⇒ fn(x)− fn(1) > n
[

(t−1)2
]x

1
⇐⇒ fn(x) > fn(1)+n(x−1)2


) Puisque n > 1, alors lim
x→+∞

fn(1) +
n

2
(x − 1)2 = +∞, et le théorème de 
omparaison des limites

assure, grâ
e à l'inégalité pré
édente, que lim
x→+∞

fn(x) = +∞.

5. Par dé�nition même, on a bien sûr fn(0) =

∫ 0

0

t2n − 1

t+ 1
dt = 0 (les bornes de l'intégrale sont 
onfon-

dues).

Comme la fon
tion fn est stri
tement dé
roissante sur [0; 1], 
ela su�t pour pouvoir a�rmer que :

fn(1) < fn(0) ⇐⇒ fn(1) < 0.

6. Soit n ∈ N
∗
: sur [1; +∞[, la fon
tion fn est 
ontinue, stri
tement 
roissante et 
hange de signe

puisque fn(1) < 0 et lim
x→+∞

fn(x) = +∞.

Le théorème de la bije
tion assure don
 que l'équation fn(x) = 0 admet une unique solution xn sur

[1; +∞[.

Comme fn(1) 6= 0, alors xn 6= 1 et don
 xn > 1.

Partie B : Étude d'une suite impli
ite.

On étudie dans 
ette partie le 
omportement de la suite (xn), où pour tout entier naturel n non nul,

xn est l'unique solution stri
tement positive de l'équation fn(x) = 0.

L'énon
é admettait que : ∀n ∈ N
∗, xn >

2n + 2

2n + 1
.

7. Soit x ∈ R+ :

fn+1(x)− fn(x) =

∫ x

0

t2(n+1) − 1

t + 1
dt−

∫ x

0

t2n − 1

t+ 1
dt =

∫ x

0

t2n+2 − 1− t2n + 1

t+ 1
dt linéarité de l'intégrale

=

∫ x

0

t2n(t2 − 1)

t+ 1
dt =

∫ x

0

t2n(t− 1)(t+ 1)

t+ 1
dt fa
torisation, identité remarquable

=

∫ x

0

(t2n+1 − t2n)dt =
[ t2n+2

2n+ 2
−

t2n+1

2n+ 1

]x

0

=
x2n+2

2n+ 2
−

x2n+1

2n+ 1
− 0 = x2n+1

( x

2n+ 2
−

1

2n+ 1

)

8. a) Pour tout n ∈ N
∗
, et tout réel x >

2n+ 2

2n+ 1
:

x

2n+ 2
>

1

2n+ 1
⇐⇒

x

2n+ 2
−

1

2n+ 1
> 0 et

par produit ave
 x2n+1 > 0, on a bien :

∀n ∈ N
∗, ∀x >

2n+ 2

2n+ 1
, fn+1(x)− fn(x) > 0 ⇐⇒ fn+1(x) > fn(x).

b) Le résultat admis au début de 
ette partie permet alors d'é
rire l'inégalité qu'on vient de démon-

trer, ave
 x = xn, 
e qui donne :

∀n ∈ N
∗, fn+1(xn) > fn(xn) ⇐⇒ fn+1(xn) > 0

Par dé�nition même de xn.
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) On a aussi, pour tout n ∈ N
∗
: fn+1(xn+1) = 0 (à 
haque fon
tion son unique ra
ine !), don


d'après le résultat pré
édent, on peut é
rire :

∀n ∈ N
∗, fn+1(xn) > fn+1(xn+1)

Comme fn+1 est stri
tement 
roissante sur [1; +∞[ qui 
ontient xn et xn+1, on en déduit que :

∀x ∈ N
∗, xn > xn+1

et la suite (xn) est bien dé
roissante ; puisque xn ∈ [1; +∞[ pour tout n ∈ N
∗
, la suite (xn) est

également minorée par 1 : elle est don
 
onvergente, d'après le théorème de limite monotone.

9. a) Soit n ∈ N
∗
: on sait déjà que fn(1) 6 0, montrons que fn(1) =

∫ 1

0

t2n − 1

t+ 1
dt > − ln(2).

On remarque pour 
ela qu'on peut é
rire, par linéarité de l'intégrale :

fn(1) =

∫ 1

0

t2n

t+ 1
dt−

∫ 1

0

1

t + 1
dt =

∫ 1

0

t2n

t+ 1
dt−

[

ln(1 + t)
]1

0
=

∫ 1

0

t2n

t + 1
dt− ln(2)

Or

∫ 1

0

t2n

t+ 1
dt est l'intégrale d'une fon
tion 
ontinue et positive sur [0; 1], ave
 0 < 1 : par

positivité de l'intégrale, 
ette intégrale est positive et fn(1) > − ln(2).

b) L'inégalité obtenue en 4.b) peut alors être réé
rite en remplaçant x par xn, qui appartient bien à

son domaine de validité [1; +∞[, 
e qui donne :

∀n ∈ N
∗, 0 = fn(xn) > fn(1) +

n

2
(xn − 1)2 =⇒ 0 6

n

2
(xn − 1)2 6 −fn(1) 6 ln(2)

d'après l'inégalité pré
édente ; par transitivité, on en déduit :

∀n ∈ N
∗, (xn − 1)2 6

2 ln(2)

n
⇐⇒ |xn − 1| 6

√

2 ln(2)

n
=⇒ 0 6 xn − 1 6

√

2 ln(2)

n

par 
roissan
e de la fon
tion ra
ine 
arrée sur R+, et par
e que xn ∈ [1; +∞[
(don
 xn − 1 > 0 et |xn − 1| = xn − 1).

Puisque lim
n→+∞

√

2 ln(2)

n
= 0, le théorème d'en
adrement permet de 
on
lure :

lim
n→+∞

xn − 1 = 0 ⇐⇒ lim
n→+∞

xn = 1

Partie C : Étude d'une fon
tion de deux variables.

Dans 
ette partie, on �xe à nouveau un entier naturel n non nul.

L'obje
tif de 
ette partie est d'étudier la fon
tion Gn dé�nie sur R
∗

+ × R
∗

+ par :

∀(x, y) ∈ R
∗

+ × R
∗

+, Gn(x, y) = fn(x)× fn(y)

10. Rédigeons très proprement : les fon
tions 
oordonnées p1 : (x, y) 7→ x et p2 : (x, y) 7→ y sont de


lasse C2
(polyn�miales en les variables x et y) sur le domaine D = R

∗
+×R

∗
+, à valeurs dans R

∗
+ et la

fon
tion d'une variable fn est de 
lasse C2
sur R

∗

+ : par 
omposition, (x, y) 7→ fn(x) et (x, y) 7→ fn(y)
sont de 
lasse C2

sur D.

La fon
tion Gn est don
 de 
lasse C2
sur D 
omme produit de fon
tions qui le sont.

Pour tout (x, y) élément de D :

∂1(Gn)(x, y) = f ′

n(x)× fn(y) et ∂2(Gn)(x, y) = fn(x)× f ′

n(y)
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11. Les points 
ritiques de Gn sont alors les 
ouples (x, y) de D tels que :







∂1(Gn)(x, y) = 0

∂2(Gn)(x, y) = 0
⇐⇒







f ′

n(x).fn(y) = 0

fn(x).f
′
n(y) = 0

⇐⇒







f ′

n(x) = 0 ou fn(y) = 0

fn(x) = 0 ou f ′
n(y) = 0

⇐⇒







x = 1 ou y = xn

x = xn ou y = 1

Les 
ombinaisons de valeurs possibles pour x et y, sa
hant que xn 6= 1, sont don
 :

(1, 1) et (xn, xn)

qui appartiennent bien à D, et sont don
 les deux seuls points 
ritiques de Gn sur 
e domaine.

12. Pour tout (x, y) élément de D :

∂2
1,1(Gn)(x, y) = f ′′

n(x).fn(y), ∂2
2,2(Gn)(x, y) = fn(x).f

′′

n(y)

∂2
1,2(Gn)(x, y) = f ′

n(x).f
′

n(y) = ∂2
2,1(Gn)(x, y) (théorème de S
hwarz)

On rappelle que : fn(xn) = 0, f ′
n(1) = 0, f ′′

n(1) =
(2n− 1) + 2n+ 1

(1 + 1)2
=

4n

4
= n, don
 :

la Hessienne de Gn en (xn, xn) est H(xn,xn) =

(

0 (f ′

n(xn))
2

(f ′(xn))
2 0

)

.

Et la Hessienne de Gn en (1, 1) est H(1,1) =

(

n.fn(1) 0

0 n.fn(1)

)

,

13. Les valeurs propres de la Hessienne H(xn,xn) sont les réels λ pour lesquels :

H(xn,xn) − λ.I2 est non-inversible ⇐⇒ det(H(xn,xn) − λ.I2) = 0 ⇐⇒ det

(

−λ (f ′

n(xn))
2

(f ′

n(xn))
2 −λ

)

= 0

⇐⇒ λ2 − (f ′

n(xn))
4 = 0 ⇐⇒ λ = (f ′

n(xn))
2
ou λ = −(f ′

n(xn))
2

Puisque xn > 1, alors f ′

n(xn) > 0 et H(xn,xn) admet don
 deux valeurs propres distin
tes opposées :

la fon
tion Gn n'admet don
 pas d'extremum en 
e point (qui est plut�t un point-selle).

14. La Hessienne H(1,1) est déjà une matri
e diagonale : ses valeurs propres se lisent don
 sur la diagonale,

on trouve don
 n.fn(1) < 0 
omme seule valeur propre. On 
on
lut don
 qu'au point (1, 1), la fon
tion
Gn admet un extremum lo
al et 
'est un maximum lo
al.

7 ©



Exer
i
e 3

Soit a un réel stri
tement positif.

1. Pour tout entier n supérieur ou égal à 2, on pose : In(a) =

∫ +∞

a

1

tn
dt.

On sait déjà, d'après le 
ours, que In(a) est une intégrale de Riemann d'exposant n > 2 > 1, don


onvergente. Pour 
al
uler sa valeur, on rappelle que :

∫ +∞

a

1

tn
dt = lim

X→+∞

∫ X

a

1

tn
dt = lim

X→+∞

[

−
1

(n− 1).tn−1

]X

a
= lim

X→+∞

−
1

(n− 1)Xn−1
+

1

(n− 1)an−1
=

1

(n− 1)an−1

puisque n− 1 > 1 > 0.

2. Soit f la fon
tion dé�nie sur R par : ∀t ∈ R, f(t) =











0 si t < a

3a3

t4
si t > a

.

a) La fon
tion f est positive sur ] − ∞; a[ 
omme 
onstante nulle, et positive sur [a; +∞[ 
omme

quotient de réels positifs puisque a > 0 (et t > a > 0 dans 
e 
as) : f est positive sur tout R.

La fon
tion f est 
ontinue sur ]−∞; a[ 
omme fon
tion 
onstante, et 
ontinue sur ]a; +∞[ 
omme

fon
tion de référen
e (puissan
e inverse) multipliée par des 
onstantes : f est 
ontinue sur R, sauf

peut-être en a.

Sous réserve de 
onvergen
e :

∫ +∞

−∞

f(t)dt =

∫ a

−∞

0 dt+ 3a3
∫ +∞

a

1

t4
dt = 3a3.I4(a) =

3a3

3a3
= 1,


e qui a
hève de démontrer que f est bien une densité de probabilité. SoitX une variable aléatoire

admettant f pour densité.

b) Par dé�nition : ∀x ∈ R, FX(x) =

∫ x

−∞

f(t)dt. On distingue deux 
as :

� Si x < a : alors ]−∞; x] ⊂]−∞; a[, intervalle sur lequel f est nulle, don
 FX(x) = 0 .

� Pour tout x > a : FX(x) =
∫ a

−∞
0 dt+

∫ x

a

3a3

t4
dt = 3a3.

(

−
1

3x3
+

1

3a3

)

,

soit FX(x) = 1−
a3

x3

d'après le 
al
ul d'intégrale déjà fait à la question 1, en remplaçant n par 4 et X par x.


) La variable aléatoire X admet une espéran
e si et seulement si l'intégrale

∫ +∞

−∞

t.f(t)dt est abso-

lument 
onvergente.

Comme la fon
tion t : 7→ t.f(t) est nulle sur ] − ∞; a[, positive sur [a; +∞[ (produit de deux

fa
teurs positifs) puisque t > a > 0), il su�t alors de prouver la 
onvergen
e simple de l'intégrale

impropre

∫ +∞

a

t.
3a3

t4
dt = 3a3

∫ +∞

a

1

t3
dt = 3a3.I3(a).

Or on sait d'après 1. que I3(a) 
onverge puisque 3 > 2 : la variable aléatoire X admet une

espéran
e qui vaut

E(X) = 3a3.
1

2a2
=

3a

2

d) La variable aléatoire X admet une varian
e si et seulement si elle admet un moment d'ordre

2 : d'après le théorème de transfert, 
'est le 
as si et seulement si l'intégrale

∫ +∞

−∞

t2.f(t)dt est

absolument 
onvergente. Là en
ore, pour les mêmes raisons, 
ela revient à prouver la 
onvergen
e

8 ©



simple de l'intégrale impropre

∫ +∞

a

t2.f(t)dt = 3a3
∫ +∞

a

1

t2
dt = 3a3.I2(a).

Là en
ore, l'intégrale I2(a) 
onverge, et X admet un moment d'ordre 2 qui vaut :

E(X2) =
3a3

1.a1
= 3a2

La variable aléatoire X admet don
 une varian
e, donnée par la formule de Koenig-Huygens :

V (X) = E(X2)− E(X)2 = 3a2 −
9a2

4
=

3a2

4
CQFD.

3. Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur ]0; 1] ; on pose : Y =
a

U1/3
.

a) On sait que U(Ω) =]0; 1], don
 U1/3
est presque-sûrement en
ore à valeurs dans ]0; 1] : par inverse,

1

U1/3
est presque-sûrement à valeurs dans [1; +∞[, et Y =

a

U1/3
est presque-sûrement à valeurs

dans [a; +∞[ qu'on note don
 Y (Ω).

De 
e résultat on déduit immédiatement que pour tout réel x < a, ] −∞; x] ∩ Y (Ω) = ∅, don


FY (x) = 0 pour tout x < a.

Pour tout réel x > a :

FY (x) = P(Y 6 x) = P

( a

U1/3
6 x

)

= P
(a

x
6 U1/3

)

= P
(a3

x3
6 U

)

par stri
te 
roissan
e et 
ontinuité de la fon
tion 
ube sur R. Comme i
i x > a, alors
a3

x3
∈]0; 1],

et on peut don
 �nir le 
al
ul :

FY (x) = 1− FU

(a3

x3

)

= 1−
a3

x3
= FX(x) puisque FU(t) = t pour tout t ∈]0; 1]

On a don
 démontré que les fon
tions de répartition des variables aléatoiresX et Y sont identiques

sur tout R : X et Y suivent bien la même loi.

b) On en déduit que pour simuler X , il su�t de simuler Y qui elle-même utilise U de loi uniforme

sur ]0; 1] qui est à son tour simulée par l'appel rand(), d'où le s
ript :

1 fun
tion Y = simulX(a,m,n)

2 U = rand(m,n) // matri
e de taille m x n 
ontenant mn simulations de la

loi de U

3 Y = a*U.^(-1/3) // opération terme à terme : ne surtout pas oublier le "."

4 endfun
tion

et 
'est tout !

4. a) P(X > 2a) = 1− P(X 6 2a) = 1− FX(2a) = 1−
(

1−
a3

(2a)3

)

= 1− 1 +
a3

8a3
=

1

8
.

b) Par dé�nition de la probabilité 
onditionnelle :

P[X>2a](X > 6a) =
P
(

[X > 2a] ∩ [X > 6a]
)

P(X > 2a)
=

P(X > 6a)

P(X > 2a)

puisqu'en e�et, [X > 6a] ⊂ [X > 2a] vu que 6a > 2a,

et où P(X > 6a) = 1−
(

1−
a3

(6a)3

)

=
a3

216a3
=

1

216
, don
 :

P[X>2a](X > 6a) =
1/216

1/8
=

8

216
=

1

27
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) Le s
ript 
i-dessous doit 
al
uler, sur un é
hantillon de 100000 simulations de X , une valeur

appro
hée de P[X>2a](X > 6a) =
P(X > 6a)

P(X > 2a)

omme le rapport entre les fréquen
es de réalisation

des événements [X > 6a] et [X > 2a] :


omme

f[X>6a]

f[X>2a]

=

Nb d'o

urren
es de [X > 6a]

100000
Nb d'o

urren
es de [X > 2a]

100000

=
Nb d'o

urren
es de [X > 6a]

Nb d'o

urren
es de [X > 2a]
, il su�t de


ompter (à l'aide de la variable n1) s le nombre de fois où en 100000 simulations, [X > 2a] est
réalisé, et dans 
e 
as/parmi 
elles-
i on 
ompte à l'aide de la deuxième variable s2, le nombre de

fois où [X > 6a] est réalisé. Le résultat rendu est don
 
ensé être pro
he de

1

27
(et 
e d'ailleurs,

quelle que soit la valeur 
hoisie pour a).

1 a=10

2 N=100000

3 s1=0

4 s2=0

5 X = simul(a,1,N) // ve
teur-ligne de 100000 simulations de la loi de X

6 for k=1:N

7 if X(k) > 2*a then

8 s1 = s1+1

9 if X(k) > 6*a then

10 s2 = s2+1

11 end

12 end

13 end

14 if s1>0 then

15 disp(s2/s1)

16 end

À l'exé
ution, on obtient bien des valeurs pro
hes de 0.037, don
 de 1/27.

On 
her
he dans la suite de l'exer
i
e à estimer le paramètre a.
Soit n un entier naturel non nul, et X1, . . . , Xn, n variables aléatoires indépendantes et suivant toutes

la même loi que X .

5. On pose Vn =
2

3n

n
∑

k=1

Xk.

a) La variable aléatoire Vn est une fon
tion de variables aléatoires dont la loi 
ommune dépend de

a, sans que a n'intervienne expli
itement dans la dé�nition de Vn : il s'agit bien d'un estimateur

de a.

Puisque X admet une espéran
e, alors il en est de même de toutes les variables aléatoires

(Xk)16k6n : par linéarité de l'espéran
e, Vn admet don
 une espéran
e qui vaut :

E(Vn) =
2

3n

n
∑

k=1

E(Xk) =
2

3n

n
∑

k=1

3a

2
=

2

3n
× n×

3a

2
= a


e qui prouve bien que Vn est un estimateur sans biais du paramètre a.

b) Les variables aléatoires (Xk)16k6n admettent 
ha
une une varian
e (la même que 
elle de X) et

sont mutuellement indépendantes, don
 Vn admet elle-même une varian
e qui vaut :

V (Vn) =
( 2

3n

)2
n
∑

k=1

V (Xk) =
4

9n2
× n×

3a2

4
=

a2

3n
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Comme Vn est un estimateur sans biais, 
e dernier résultat est aussi la valeur de son risque

quadratique.

6. On pose Wn = min(X1, . . . , Xn).

a) Pour tout réel x, on 
al
ule :

P(Wn > x) = P
(

min(X1, . . . , Xn) > x
)

= P
(

[X1 > x] ∩ . . . ∩ [Xn > x]
)

= P(X1 > x)× . . .× P(Xn > x) les (Xk)16k6n sont indépendantes

=
(

P(X > x)
)n

les (Xk)16k6N suivent la même loi que X

=
(

1− FX(x)
)n

et don
 : ∀x ∈ R, FWn
(x) = 1−P(Wn > x) = 1−

(

1−
(

FX(x)
)

)n

=







1− 1n = 0 si x < a

1−
(a3

x3

)n
= 1−

a3n

x3n
si x > a

.

La relation : ∀x ∈ R, FWn
(x) = 1 −

(

1 −
(

FX(x)
)

)n

su�t pour pouvoir a�rmer que par

opérations sur de telles fon
tions, FWn
est 
ontinue sur R, et de 
lasse C1

sauf peut-être en a,

omme FX ; ainsi, Wn est bien une variable à densité.

b) Une densité fn de Wn est alors obtenue par dérivation de FWn
, sauf en a où on 
hoisit une valeur

arbitraire positive :

∀t ∈ R, fn(t) =











0 si t < a

−a3n.
(

−
3n

t3n+1

)

=
3na3n

t3n+1
si t > a


) La variable aléatoireWn admet une espéran
e si et seulement si l'intégrale impropre

∫ +∞

−∞

t.fn(t)dt

est absolument 
onvergente. Comme la fon
tion t 7→ t.fn(t) est nulle sur ]−∞; a[ et positive sur
[a; +∞[, il su�t de prouver la 
onvergen
e simple de :

∫ +∞

a

t.
3na3n

t3n+1
dt = 3na3n

∫ +∞

a

1

t3n
dt = 3na3n.I3n(a)

On re
onnaît une intégrale étudiée à la question 1. ave
 3n > 1 : elle 
onverge, don
 Wn admet

une espéran
e qui vaut :

E(Wn) = 3na3n.I3n(a) =
3na3n

(3n− 1)a3n−1
=

3n

3n− 1
.a

On en déduit, par linéarité de l'espéran
e, que :

E
(3n− 1

3n
.Wn

)

=
3n− 1

3n
.E(Wn) =

3n− 1

3n
.

3n

3n− 1
.a = a

Et don
 qu'ave
 λn =
3n− 1

3n
, λnWn est un estimateur sans biais de a.

d) On 
her
he la varian
e de Wn : 
omme pré
édemment on 
ommen
e par 
al
uler son moment

d'ordre 2, qui existe si et seulement si l'intégrale

∫ +∞

−∞

t2.fn(t)dt est absolument 
onvergente.

Une fois de plus, on est ramené à étudier la 
onvergen
e simple de l'intégrale impropre :

∫ +∞

a

t2.fn(t)dt = 3na3n
∫ +∞

a

1

t3n−1
dt = 3na3n.I3n−1(a).
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Puisque n > 1, alors 3n− 1 > 2 don
 l'intégrale 
onverge, et Wn admet un moment d'ordre 2 qui

vaut :

E(W 2
n) =

3na3n

(3n− 2)a3n−2
=

3n

3n− 2
.a2

On en déduit que Wn admet une varian
e donnée par la formule de Koenig-Huygens :

V (Wn) = E(W 2
n)− E(Wn)

2 =
3n

3n− 2
.a2 −

(3n)2

(3n− 1)2
.a2 =

3n(3n− 1)2 − (3n− 2).(3n)2

(3n− 2)(3n− 1)2
.a2

L'estimateur λnWn étant sans biais, son risque quadratique est aussi sa varian
e, qui vaut :

V (λnWn) = (λn)
2.V (Wn) =

(3n− 1)2

(3n)2
.
3n
(

(3n− 1)2 − 3n(3n− 2)
)

(3n− 2)(3n− 1)2
.a2 =

9n2 − 6n+ 1− 9n2 + 6n

3n(3n− 2)
.a2

=
a2

3n(3n− 2)

Remarque : 
e risque quadratique est don
 négligeable devant 
elui de Vn : Wn est en 
ela, un

meilleur estimateur de a que Vn.

7. a) Il faut bien 
omprendre dans les deux questions qui suivent, l'intérêt d'avoir 
réé une matri
e de

format m × n ave
 la fon
tion simulX : on peut les voir 
omme m é
hantillons de n simulations

de X , rangés ligne par ligne. Dans le s
ript 
i-dessous, on 
al
ule don
 à 
haque fois la somme

de tous les éléments d'une ligne de la matri
e, en n'oubliant pas le fa
teur

2

3n
, 
e qui donne à


haque fois une simulation de Vn :

1 fun
tion V = simulV(a,m,n)

2 X = simulX(a,m,n)

3 V = zeros(1,m)

4 for k = 1:m

5 V(k) = 2/(3*n)*sum(X(k,:))

6 end

7 endfun
tion

b) On prend n = 100 et on suppose que l'on dispose d'une fon
tion similaire simulW permettant

d'obtenir m simulations de la variable aléatoire λnWn.

1 W = simulW(5,20,100)

2 V = simulV(5,20,100)

3 plot2d(W,style=-1) // les +

4 plot2d(V,style=-2) // les x

Le graphique a�
hant 20 points pour 
haque nuage, on a pris m = 20 ; l'un des deux nuages

de points se 
on
entre fortement autour de la valeur 5, il 
orrespond don
 à des simulations de

λnWn, qui est le meilleur des deux estimateurs, et on peut 
onsidérer que a = 5 i
i.

L'estimateur Vn donne, lui, des valeurs plus dispersées autour de 
ette même valeur.

Pour le plaisir, on donne 
i-dessous le s
ript qui permettait de 
réer le nuage de points représentant

un é
hantillon de l'estimateur λnWn :

1 fun
tion W = simulW(a,m,n)

2 X = simulX(a,m,n)

3 W = zeros(1,m)

4 for k = 1:m

5 W(k) = (3*n-1)/(3*n)*min(X(k,:))

6 end

7 endfun
tion
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