EXEMPLE MAJOR PREPA

1) Prouver qu’une fonction est bien une densité de probabilité

EDHEC 2019:

Enoncé :

Partie 1 : étude de quelques propriétés d’une variable aléatoire X
Dans cet exercice, 0 (theta) désigne un réel élément de ]0%[ )

1

six>1

On consideére la fonction f'définie par : f(x)=1g e

0 six<l
1) Montrer que fpeut étre considérée comme une densité.

Corrigé :

PROBLEME

Partie 1 : étude de quelques propriétés d’une variable aléatoire X

. . 1
Dans cet exercice, 0 (theta) désigne un réel élément de ]0: 3 [
1

—F siz>1
On considére la fonction f définie par:  f(x) = { fx'*e |
{ 0 siz <1
1. On vérifie les trois points qui font d'une fonction une densité de probabilité :
e La fonction f est nulle donc positive sur | — oo; 1[, et positive sur [1;+o0o[ puisque 6 est positif,
et x aussi.
e La fonction f est continue comme fonction constante sur | — co; —1[, et continue sur ]1; +oo[
comme fonction puissance réelle de référence (a un facteur constant preés).
e Enfin, sous réserve de convergence :

+00 1 +00 —1/65 4
Ny — . L T U | Lo e _1 _
) f(l)dl_/ixo(u +/1 = edx—Alﬁn}rlxa[il/a]l = 5% (<0.47046) = 2.(046) = 1

+o0

+o00
En effet, 75 est un exposant négatif donc 4lim A=19 = 0, et on a bien / flz)dx = 1.
A— —00
Les trois points sont vérifiés : f est bien une densité de probabilité.



2) Prouver qu’une fonction est bien une fonction de répartition et calculer la densité associée :

EDHEC 2015

Sujet :

b) I suffit ici de remarquer que : Vz € R, Fy(z) =1— (1 - FX(:L'))2, pour pouvoir conclure que
Fy est continue sur R, de classe C! sur | — oo, 0[, ]0,1[ et ]1, +o0| puisque c’est le cas de Fx.

La variable aléatoire U est donc a densité, et une densité fi; de U est obtenue par dérivation de
Fy sauf en 0 et en 1, ou on donne a fi; la valeur abitraire 0, de sorte que :

0 siz<Oouz>1
Ve eR, fy(z)=
2—-2z si0<z<l
Corrigé :
b) II suffit ici de remarquer que :  Vz € R, Fy(z) =1 — (1 — Fx(x))2, pour pouvoir conclure que

Fy est continue sur R, de classe C' sur | — 00, 0[, |0, 1[ et ]1, +oo[ puisque c’est le cas de Fx.
La variable aléatoire U est donc a densité, et une densité fi; de U est obtenue par dérivation de

Fy sauf en 0 et en 1, ot on donne & f;; la valeur abitraire 0, de sorte que :

0 siz<Oouxz>1
Vz eR, fylz)=
2—-2r si0<z<l1

3) Trouver une fonction de répartition a partir d’'une densité de probabilité :
EDHEC 2018

Sujet X
. . . e Ze 2 5ix>0
Soit @ un réel strictement positif et /'la fonction définie par : f(x) =14 )

0six<0
1) Montrer que la fonction f'est une densité.

Dans la suite de l’exercice, on considere une variable aléatoire X de densité f.

2) Déterminer la fonction de répartition Fy de X.



Corrigé (ici la question 1) montre déja que f est a densité si ce n’est pas fait, il faut le fairel)

2. La fonction de répartition Fy de X est définie par:  Vz € R, Fx(z)= / f(t)de.

e Pour tout réel x négatif : f est nulle sur | — oo, z], donc Fx(x) = 0.

e Pour tout réel x > 0 :

0 T g 2 2
Fx(x) :/ 0dt+/ —e 2dt=1—¢€" 2
0o a
d’aprés un calcul déja fait.
0 six <0
Bilan : Ve eR, Fx(z)= ) .
l—e2 siz>0

4) Minimum et maximum :

EML 2019 (NB : souvent ces deux questions en sont en fait qu’une seule, ici ¢’était guidé pour
simplifier la tache aux étudiants).

Sujet :

PARTIE B : Une application
Soit A € R**. On considére une suite (T )nen de variables aléatoires indépendantes, suivant toutes la
loi exponentielle de paramétre .
On définit ensuite la variable aléatoire N égale au plus petit entier & de N* tel que 7}, < Tp si un tel
entier existe et égale & 0 sinon.
4. Soit n € N*. On définit la variable aléatoire M, par : M, = min(Ty,...,T},).

a. Calculer, pour tout ¢ de R, P([M, > t]).

b. En déduire la fonction de répartition de A, sur R.

Reconnaitre la loi de M, et préciser son(ses) paramétre(s).

Corrigé :

4. Soit n € N*. On définit la variable aléatoire M,, par : M, = min (Tl, g .,Tn).
a) Pour tout réel ¢t de R* :

P([M, > t]) = P(min(Ty,...,T,) > t) =P([[A > t]n...N [T, > t])
=P(Ty>t)x...xP(T, > 1) par indépendance des v.a.r. T3,..., T,

= (P(Ty > t))"  car les T; suivent toutes la méme loi

(e*)‘t)n sit>0 e M sit>0

=(1-Fn)" = —
( 1(8) ™ §it<0 1 sit<0

l—e ™™ sit>0
b) On en déduit que : Vi e R, Fy,(t)=1—-P(M, >t) = .
0 sit <0
On reconnait ici la fonction de répartition de la loi exponentielle de paramétre \.n, loi que suit
donc M,,.






