MATHEMATIQUES I - ESSEC E 2009

Proposition de corrigé par David Meneu

Lycée Champollion - Grenoble, pour Maﬁlo’bﬁe?a&/

Probléme 1 : prédire le dernier succes

1.

La stratégie choisie est effectivement gagnante si et seulement si les s dernieres expériences font
apparaitre un et un seul succes : lorsque celui-ci survient, on annonce que ce sera le dernier, et
effectivement aucun autre succes ne survient ensuite jusqu’a la fin des n expériences.

La probabilité d’avoir exactement un succes au cours de s épreuves identiques et mutuellement
indépendantes, est obtenue en utilisant une variable aléatoire X de loi binomiale B(s,p) :
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La suite (P;)1<s<n €st croissante tant que > 1, donc du rang 1 au rang |- — 1] +1 = |— ], puis
p p

S
elle décroit (toujours a cause de I’équivalence précédente).
1 1 1
o si — est un entier (ce qui est le cas dés que p = — avec m € N*), alors P, = P; pour s = — — 1
m p

sont deux valeurs égales qui donne le maximum de la suite (Py)1<s<n-

1
 Sinon — n’est pas entier, et Py,; > P, pour tout s € [1, L%J — 1], donc la suite (P;) est croissante

jusqu’au rang | —|, et décroissante ensuite : Ptl | représente alors la valeur maximale de la suite.
p 1

p
Un exemple : on lancer 10 fois un dé équilibré, et on doit prédire quand survient le dernier six.
1,5 5
Ici donc, p = 5 et — = 6 :la suite (P;)1<s<10 @ donc pour valeurs maximales Ps = 5.6.(6)4 = (6)5

1,5

qui est aussi égale a Py = 66(6)5

Les chances maximales de succes sont donc obtenues si on attend la quatrieme (10 — 6 = 4) ou la
cinquieme (10 — 5 = 5) expérience pour prédire que le premier succes obtenu a partir de la sera le
dernier.

Probleme 2 : chercher une place de parking

1.

Loi de X.

a) Il est clair que X(Q) = [s;+oo[, puisqu'on accepte une place a partir du numéro s et que
n’importe laquelle de ces places peut étre la premiere qui soit libre.



Pour tout k£ € N, on note Ay I'événement « la place au numéro k est occupée ».

Soit n € X(Q) :  sin=s, alors [X = s] = A (la premiere place envisagée s’avere libre),
et pour tout n >s: [X=n]=A,N...NA4, 1NA,.
On en déduit :  P(X =s)=1—p, et pour tout n > s :

P(X =n)=P(A;) x...x P(A,_1) X P(A_n> =p.(1—p)"°,

formule dont on remarque qu’elle est aussi vraie pour n = s, donc pour tout n € [s; +00[.

L’univers-image de X —s+1lest: (X —s+1)(Q) = [s — s+ 1; +o0[= N*, et pour tout n € N* :
PX—-s+1l=n=PX=n+s—1)=p.(1—p)"* 15 =p (1 —-p"
On reconnait bien la loi géométrique de parametre p, loi que suit done X — s+ 1.

1 1
Le cours sur la loi géométrique donne : E(X —s+1)=- < E(X)—-s+1=-
D p

1
<= FE(X)= -+ s—1, par linéarité de 'espérance.
p

. Calcul de D, = E(|X —d).

a) D’apres le théoréme de transfert : la variable aléatoire | X —d| admet une espérance si et seulement

si la série Z |n —d|P(X = n) est absolument convergente. Cette série est a termes positifs, donc
n=s
la convergence simple suffit.

Pour tout entier k£ > s, d’apres 'inégalité triangulaire :
In —d|P(X =n) < (n+d)P(X =n) =nP(X =n)+dP(X =n)

Or les séries Z nP(X =n) et Z P(X = n) convergent (et ont pour sommes totales respectives

n>s nzs

E(X) et 1), donc par comparaison de séries a termes positifs, la série Z |In—d|P(X = n) converge,

n=s
et | X — d| admet une espérance.
On peut donc écrire :
“+o0 d “+o0o
D,=E(X—d)=Y In—dP(X=n)=) (d—n)P(X=n)+ Y _ (n—d)P(X =n)
n=s n=s n=d+1
d +o00 d
=—> m—d)P(X =n)+» (n—d)P(X =n)— Y (n—d)P(X =n)
+oo d
=> (n—d)P(X =n) -2 (n—d)P(X =n)
Soit x € R\ {1}; le calcul explicite de la somme géométrique de raison = # 1, notons-la fx(x),
donne :
& 1 — Z’N+1
fn(z) = Z ok = g Il y a alors deux facons de dériver cette expression en fonction de la
—x
k=0
variable x :
N
o La dérivée d'une somme est la somme des dérivées :  fy(z) = Z k.t

k=g 1



e On peut dériver 'expression explicite sous la forme d’un quotient :
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On peut alors écrire : Z kat = xz kakt = a (N + 2):16 + $.
k=0 k=1 (1-2)
d) Du résultat précédent, on peut déduire :
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e) On en déduit :
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. Optimisation
a) On simplifie :

1 2 1 2
Dot —Dy=d—(s+1)+1——+(1—p)=* —dts—1+- — =(1—p)is+
b p b D

= %(1 —p)(1-(1-p) -1=20-p*°~1

Et on cherche donc les valeurs de s pour lesquelles :

D1 =Dy 20 <= 2(1-p)"* 21 <= (1-p)?"*>- < (d—s)In(1 —p) > —In(2)

N | —
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In(2)

In(1 — In(2) > sln(1 — ————— <
<= dIn(1 —p) +1n(2) > sln( p)<:>d+ln<1_p> s

puisque In(1 — p) < 0.
On en déduit que la suite (D;) est d’abord décroissante jusqu’au premier entier sy strictement

o In(2) . . . : .
supérieur a o, = d + m, puis croissante a partir de ce rang : elle admet bien un minimum
au rang So.

. 1 1
b) Slp>§:alorso<1—p<§et:
In(2) In(2)
In(l-p)<—-Mm2) <0 <= 12—F——>0 < -1<———"—=<0 < d-1<o0,<d
n{1-p) < —ini2) ~ In(l-p) S In(1 - p) S

Ce qui signifie que le premier entier strictement supérieur a o, est égal a d dans ce cas, valeur de
s pour laquelle D, est alors minimale.

1
Exemple : il y a en moyenne 1 place sur 10 de libre, ce qui signifie que p = 10 ; on cherche donc le

: . . TR In(2)
plus petit entier strictement supérieur a d + .
In(0.9)
1 1
L’encadrement fourni par 'énoncé donne : 276 < 0.9 < 277 <= 3 In(2) < In(0.9) < —5 In(2)
1 In(0.9 1 In(2
G < TIE(Q)) < —= — —6> lnrg(()E))) > -7 <= d—6>0,>d—T7, et le premier entier

cherché est d — 6 : il faut donc accepter la premiere place disponible, six places avant I'arrivée.

Probléeme 3 : vendre par petites annonces

1.

Pour que le probléme ait un sens, il faut qu’il soit possible d’obtenir une offre supérieure ou égale a
s, donc que :

P(X>25)>0 <= P(X<s§) <l < P(X<s)<1 < F(s)e[0;1]

Le fait que X est une variable a densité donne en particulier P(X < s) = P(X < s).
Calcul de 'espérance de G.

a) La variable aléatoire N représente le temps d’attente du premier succes : « loffre étudiée est
supérieure ou égale a s » dans une suite d’épreuves de Bernoulli (on étudie si l'offre faite est
supérieure ou égale a s ou pas) identiques et indépendantes.

La probabilité de succes est P(X > s) = 1 — F(s), donc N suite la loi géométrique de parameétre
1 — F(s).
1

1 F(s)

b) Par propriété de la loi géométrique, il est presque siir que N prendra une valeur finie, et Xy est
alors la valeur de la premiere offre qui est supérieure ou égale a s : il est donc presque certain que
[X,, > s] est réalisé, et ainsi P(Xy < ) =0.

c) Soit x > s.

i. Pour tout n € N* .= [X,, > 2] N[N = n] signifie que la n-ieme offre est la premiere offre
qui est supérieure a s, et qu’elle est alors méme supérieure a x : les n — 1 premieres offres

étaient donc strictement inférieures a s, ce qui assure bien 1’égalité d’événements issue de
cette reformulation :

Le cours sur la loi géométrique assure alors que :  E(N)

[XN>x]ﬂ[N:n}:[Xn>x}ﬂ(h[Xk<s]>

k=1



d)

ii. De I'égalité précédente, et de l'indépendance mutuelle des variables aléatoires (Xj)gen+, on
déduit :
n—1
Vne N, P([Xy>z]N[N =n])=P(X, >z)x HP(Xk <s)=(1- F(:E))(F(s))n_l
k=1

On en déduit P(Xy > ) grace a la formule des probabilités totales et le systeme (quasi-

)complet d’événements ([N = n])neN* ;

P(Xy>z)=Y P(Xy>a]N[N=n]) =Y (1-F(x)).(F(s)""
00 i 1
:@—F@»ZXHQ):Q—FQ»TTRE

=0
On a en effet reconnu une série géométrique de raison F(s) € [0;1]. On en déduit :

1-F(x) 1-F(s)—1+F(z) F(z)—F(s)

HXN<m=1—PMN>@=1—1_F@—‘ 1— F(s) - 1—F(s)

On a obtenu a la question précédente, la fonction de répartition de la variable aléatoire Xy,
définie par :
0 sixz <s
Vr € R, FXN(x) = F(:lj) - F(S)
1—F(s)
Sous cette forme : Fi, est de classe C'! donc continue sur | — oo; s| comme fonction constante, et
sur |s; +oo[ car c’est le cas de F.

six>s

Or lim Fx,(z) = lim 0 =0et lim Fx,(z) = lim Plz) = Fls) _ Fls) = Fls) =0= Fx,(9)

T8~ T—8~ zost 1 — F(S) N 1-— F(S)
(la fonction F' est, comme fonction de répartition, continue sur R).

La variable aléatoire Xy admet donc une densité fx,, obtenue par dérivation de Flx, sauf en
x = s ou on choisit par exemple la valeur arbitraire 0O :

0 six <s
YV € R, fXN(:L‘) = f(l’)

l—F(s) S1 T S

+00
La variable aléatoire X admet une espérance si et seulement si I'intégrale / zfxy(x)dx, est

—00

absolument convergente. Comme la fonction fx, est nulle sur | —oo; s] et positive sur |s; +o0l, cela

+oo 1 too
revient a étudier la simple convergence de I'intégrale /s x.lf(—;)(s)dx = 1——F(s) /S zf(x)dz.

+o0o
Or par hypothese X admet une espérance, donc I'intégrale / xf(x)dz converge, et par consé-

quent Xy admet aussi une espérance.

La variable aléatoire G = Xy — Nc est une combinaison linéaire de deux variables aléatoires qui
admettent chacune une espérance : méme si I'une est discrete et I'autre est a densité, la linéarité
de I'espérance s’applique et assure que G admet une espérance qui vaut :

400 +00
B(G) = B\ )~} = 15 [ af@r— o= o ([ of@da—e)




3. Optimisation.
On pose g(s) = E(G).

a)

h)

“+oo
On sait, toujours parce que X admet une espérance, que : lim zf(r)de —c=—c <0
S—+00 s
et lim 1 — F(s) = 0" puisque F(s) tend vers 1 par valeurs inférieures, donc par quotient de
s—+00
limites, on a bien :
lim g(s) = —o0
s—+00

Cela signifie assez logiquement que plus on est gourmand, plus I'objet va rester longtemps en vente

sans acquéreur, et le gain va forcément étre d’autant plus négatif a cause du cofit des annonces

renouvelées.

On a : 0) = ———
900) = T—=

positives (ce qui implique notamment F'(0) = 0).

1 +oo
0) (/ xf(r)dr — c) = E(X)—c¢ =m — ¢, puisque X est a valeurs
0

+oo +oo
Si ¢ > m : pour tout réel positif s, / xf(x)dz < / zf(z)dr = E(X), puisque la différence
s 0
xf(z)dx est positive, comme intégrale d'une fonction continue par morceaux positive sur [0; s,

0
avec 0 < s

On en déduit bien que pour tout réel positif s :

1 oo m—c
§) = ——— xxd:v—c><—<0 uisque F(s) <1 < 1— F(s) >0 et
o) = = ([ s R < 0 puisaue F(:) (5
m — ¢ est supposé négatif.

Cela siginifie assez logiquement que si le cotit de la publicité est supérieur au prix de vente moyen
de 'objet, on ne peut pas s’attendre en moyenne, a tirer un bénéfice quelconque de cette vente!

On suppose donc dans toute la suite que ¢ < m.

+o0
La fonction k : z +— / zf(z)de =m — / zf(x)dx est dérivable sur [0; +oo|

avec k'(s) = 0 — sf(s) pour tout réel s > 0.

On en déduit que la fonction g est bien dérivable sur [0; +oo[ comme quotient de fonctions qui le
sont, avec pour tout réel positif s :

J(s) = K(s).(1 = E(s)) = (k(s) — ¢)(=f(5)) _ f(s)[=s(1 = F(s)) + k(s) — ]
[1—FE(s)]” [1—F(s)]?
qui est bien de la forme voulue avec h(s) = —s(1 — F(s)) + k(s) — ¢, ou k est la fonction définie
plus haut.

La fonction h est elle-méme dérivable sur R*, avec pour tout réel positif s :

h'(s) = =1+ F(s) +sf(s) + k' (s) = F(s) — 1 qui est bien négatif pour tout réel s > 0, ce qui

prouve bien que h est décroissante sur R™.

On sait que liI_El k(s) =0, et —s(1 — F(s)) est négatif pour tout s > 0, donc pour s assez grand,
S—>+00

h(s) < —e < 0.

Par ailleurs, h(0) = £(0) — ¢ = m — ¢ > 0, et la fonction h est continue sur R puisque k l'est

aussi (propriété de la fonction définie par une intégrale d’une fonction continue de 0 a s). Comme

h change de signe sur R™, le théoréme des valeurs intermédiaires assure que la fonction h s’annule
au moins une fois sur R*.

Soit ¢ un réel positif tel que h(o) = 0.

i. D’apres e), la fonction h est décroissante sur R* : on peut donc dire que pour tout s compris
entre 0 et o, h(z) > 0 et pour tout s > o, h(s) < 0.



Comme f est positive sur R™, ¢/(s) est donc d’aprés d) du méme signe que h(s). On en
conclut que g est croissante sur [0; o], et décroissante sur [o; +00[, ce qui assure que g admet
un maximum en o.

ii. L’égalité h(o) = 0 s’écrit aussi : —o(1 — F(0))+k(0) —c=0 <= k(o) —c=o0(1 - F(0)),
ce sorte que :

010) = 1=y () = ) = T (o) =

iii. Etant données les variations obtenues pour g, la seule facon de n’avoir pas unicité de o serait
que g serait croissante sur un intervalle [0; 0], puis constante sur un intervalle [o7; 05] qui
contient o, et enfin décroissante sur [o9; +00[.

On aurait alors :  g(0y) = g(03) <= 01 = 09, ce qui prouve I'unicité de o !
4. Variations en fonction de c.
L’espérance de G dépend en fait de s et de ¢, on la note dorénavant g(s,¢). La question précédente
prouve qu’a c fixé, g(s,c) est maximale pour une valeur unique que ’on note maintenant o, et qui
vérifie g(o,, c) = o..

a) Soit ¢ et ¢ deux réels positifs tels que ¢ < ¢ : en reprenant expression de E(G) obtenue en 2.f),
on peut écrire pour tout réel positif s :

k(s) —c

5,¢) = ———

> g(s,c) = g(s,c).

k(s) — ¢ < k(s) — ¢

oWl = F(s) >0 et h(s) me> k) —¢ == T 55> T pry

b) Comme g(s,c) est toujours supérieur, pour s > 0, a g(s,’), on en déduit logiquement que le
maximum de ¢(s, ¢) est lui aussi supérieur au maximum de g(s, ) pour s > 0, ce qui s’écrit :

g(oe,¢) = glow,d) <= o.= 0y

c¢) La fonction ¢ — o, est ainsi décroissante, puisque ¢ < ¢ implique o, > o, quels que soient ¢ et
c des réels positifs.

Ce résultat était prévisible : plus on augmente le cotlit de la publicité, plus le bénéfice, méme
maximal, baisse!

5. Un exemple : la loi uniforme.

On suppose que X suit la loi uniforme sur un intervalle [a;b] avec 0 < a < b.

0 siz < a

a) Dans ce cas la fonction F' est définie par :  F(x) = Z % G <z <b
—a
1 siz>=b

On calcule alors g(s,¢) en distinguant trois cas pour la valeur du réel positif s :

e Si0 < s<a:alors F(s) =0 et 'intervalle [s; +o0o[ contient tout I'intervalle [a;b] qui est le

400 b b
support de X, ce qui implique que / xf(z)dx = / zf(z)der = E(X) = a—2|— , donc :

Vs 0al, gls.c) =

a+b a+b-—2c
2 2



B oo b 12— 2 2 _ 2
. Sia<s<b:alorsF(s):z_Zet/s xf(x)dx:/s bfadx:b—a'b 25 :2b(b_3a),

donc dans ce cas :

1 X(bQ_SZ)_C> b—ax<(b—s)(b—|—s)_c>:b+s b—a

9(570):1—;; 20b—a T b—s 2(b— a) 2 b=

e On n’envisage pas le cas s > b ou b est la valeur maximale de X : aucune offre ne dépassera
jamais b ni s.

b) Pour ¢ fixé, et d’apres 3.h), g(s, ¢) est maximale en un réel s € [0;b] tel que g(s,c) = s.

On distingue deux cas :

. , L a+b
« Soit s € [0;al, et dans ce cas I’équation a résoudre est :  g(s,¢) =5 <= 5 —c=s
. a+b . : . . .
La condition : c < m <= ¢ < assure que la solution est bien positive, elle doit aussi
o . . a+b b—a
étre inférieure a a : il faut donc pour cela que —c<a <= 1y <c.

Ce cas n’était pas prévu par ’énoncé.. !

« On considére maintenant que s €]a;b], I’équation se réécrit alors :

b+s c(b—a)
2 b—s

g(s,c) = s — =85 <= (b+s)(b—35)—2c(b—a)=2s(b—s)

= b — 5 —2c(b—a) = 2bs —25* <= s> —2bs+b*—2c(b—a)=0
Il s’agit d’une équation du second degré, de discriminant :
A = 4b* — 4(b* — 2¢(b —a)) =8c(b—a) > 0
On envisage donc deux solutions :

2b 4 /8c(b —
s = i 20( %) = b+ /2¢(b—a) > b : on ne retient donc pas cette solution, et

Sg = b — \/2¢(b— a) : il s’agit bien d'un réel inférieur a b, et on vérifie que :

b—2(b—a)>a = b—a>/2c(b—a) < (b—a)®>2c(b—a) < b_Ta>c, ce

qui est bien le cas contraire du précédent..

b—
On conclut (a la condition ¢ < Ta), que E(G) est bien maximale pour s = b — /2¢(b — a).

6. Simulation informatique.

L’algorithme ci-dessous permet de simuler 'expérience dans le cas ot X suit la loi uniforme sur [a; b].
On doit ici se rappeler du fait que la commande x = rand() simule la loi uniforme a densité sur
[0; 1], et qu’alors c’est y = a+(b-a)*x qui suit la loi uniforme sur [a; b].

1 a = input('Donner a ')

2 b = input('Donner b ')

3 c = input ('Donner le prix de la publicité c ")
4 n =

5 y =

6 while y <= s

7 x = rand()

8 y = at(b-a)*x

9 n = nt

10 end

1 disp('Le gain est égal & '+string(y-nxc))



