MATHEMATIQUES - HEC B/L 2019

Proposition de corrigé par David Meneu

Lycée Champollion - Grenoble, pour Mo\ﬁ’a@ﬁe??w

Exercice 1

1. Soit (ay)nen+ une suite réelle croissante qui converge vers un réel /.

1 n
Pour tout entier n € N*, on pose : b, = — Z ag.
gyt

a) Pour tout n € N* :

1 1 n—n—1 1
bpt1 — by = <Zak+an+1> Yy N ak:—zak+—an+1
n+1\e n i n(n+1) = n+1
L (- Ya)
= NGy — aj
n(n+1) 3
1 . . .
b) Pour tout n € N*| T > 0 et puisque (a,) est une suite croissante :
n
Vk € [1;n], ar < apqq1 done Zak < Nlpy1 = NGppq — Zak > 0.
k=1 k=1
Ainsi par produit de deux facteurs positifs : Vn € N*, b1 — b, > 0, donc la suite (b,) est

croissante.

c¢) La suite (a,) étant croissante et convergente, elle est majorée par sa limite :

n 1 n
VkEN*,ak<€:>§ akén.€<:>—§ ap = b, <V/.
n
k=1 k=1

La suite (b,) est donc croissante et majorée par ¢ : d’apres le théoreme de limite monotone,
elle est donc convergente, de limite ¢ < /.

d) Soit n € N* :

1 2n n 2n 1 1 n 1 2n
b= 3 0= (et 3 w) =2 A w3
k=1 k=1 k=n+1 = k=n+1
—by,

ou : pour tout k € [n+1;2n], ax > a, toujours par croissance de la suite (a,), de sorte que :

2 1 & 1 (n + b
Zak>n.an<:>%2ak>§an, et donc : Vn € N*, by, > n2 -~
k=n+1 k=n+1




e) On sait que la suite (b,) converge vers ¢’ ; par passage a la limite dans I'inégalité précédente :

0+

0> = WSV 4+l <= (' >/

L’inégalité dans l'autre sens est aussi vraie d’apres c), on conclut donc que |£' = ¢ = lim b,.
n——+0oo

n

1
—(n.aps1 — ai ) est toujours
n(n + 1>< +1 ; k) J

valable, et donne cette fois b, 11 — b, < 0 puisque ay > a,,1 pour tout k € [1;n].
n

2. Si la suite (b,,) est décroissante, alors : la relation b, 1 — b, =

On a donc cette fois :  Vn € N*, Z Qg = N.Qpaiq-
k=1

n
Pour tout n € N*, pour tout k£ compris entre 1 et n, a, > { = Z ay =>ntl = b, >1(:
k=1

la suite (b,) est décroissante et minorée par ¢, elle converge donc vers une limite ¢ > /.

. , : bn + an
Le méme découpage qu’en d) prouve cette fois que by, <

0+

pour tout n € N*,

qui donne : /' < <= (' < { par passage a la limite, et donc ¢ = /'

Le théoréme de Césaro dit que si une suite (a,) converge vers une limite ¢, alors la suite (b,) des
moyennes arithmétiques des n premiers termes, converge vers la méme limite (.
Le résultat qu’on vient de démontrer dans le cas ou (ay) est monotone, est encore valable pour une
suite convergente quelconque : voir l’exercice suivant pour cette preuve générale!

On considére désormais la suite (u,) telle que :

1
02
un

uy=1 et YneN" w1 =u,+

3. a) On montre ici par récurrence que P(n) : "w, existe et u,, > 0" est vraie pour tout n € N*.

u; = 1 rend P(1) vraie.

Supposons P(n) vraie pour un certain entier n € N*; et montrons qu’alors P(n+1) est encore
vraie.

On a supposé (H.R.) que u,, > 0, donc u,y1 = u, + est bien défini et strictement positif

02
un
comme somme de deux termes qui le sont, donc P(n + 1) est vraie si P(n) lest.

La propriété est initialisée et héréditaire : elle est donc vraie pour tout n € N*, d’apres le
principe de récurrence.

1
b) Pour tout n € N*: w, 1 —u, = — >0, donc la suite (uy,) est strictement croissante.
n

c) D’apres le théoreme de limite monotone : (u,,) croissante est soit convergente, soit divergente vers
+00.
Si (u,) était convergente, sa limite ¢ serait alors supérieure a u; = 1, et le principe d’unicité de
la limite donne, a partir de la relation de récurrence :
1

1
£:€+£—2 > 6—2:()

Cette équation d’admet aucune solution, donc (u,) ne peut pas converger, et par conséquent :

lim wu, =400
n—-+0o



4. Soit  un réel non nul :

a) Pour tout n € N* :

1\8 1.\5 1
u§+1_u§:(un+u_2> —UE=<Un><(1+u—3)> _u§:<(1+u—3)/3—1>><u£

b) Le DL;(0) de la fonction z +— (1 +x)P est : (14 2)° =1+ B.ax + o(x).

1
Puisque lim w, = 400, alors lim — =0 et on peut écrire :

n——+o00 n—+00 Uy
1s s 1 BV s 1 148 g
(1+u—%) =1+u—%+o(u—%) — (1+u—%) —1:u—%+o(u—%) — (1+—%) _1n$ioou_§;

c¢) Par compatibilité de I’équivalence avec le produit et d’apres le résultat de a), on en déduit :

+oo 8i3—0>0 <<= (<3

Puisque lim wu, = 400, alors : lim w3 ?f=¢1 si3—=f=0 < (=3,

n—s-+oo n=s+oo
0F si3—8<0 < >3
0 siff<3
et donc : lim i: §:3 si =3

n—-+0o U%_B
—+00 sif>3

Et ainsi, deux suites équivalentes admettant la méme limite, (ug +1 — uP) admet une limite finie

non nulle si et seulement si § = 3.
5. Pour tout n € N*, on pose :  a, =ud,; —ud.
n

1
D’apres ce qui précede, lim a, = 3, donc d’apres le théoreme de Césaro : lim — g ap = 3.
n—-+oo

n—+oo N
Or pour tout n € N* :
n n n+1 n
1 1 1 ul ud oud 1 1
_ 3 3 3 3\ _ Yny1 1 Uy
— ) ap=— Upyy — Up) = — uj— Y up) = — = —
n n n\ 4 n n n o nau n
k=1 k=1 j=2 k=1 n
et ainsi :
3 3 3
U 1 1 i U . 3/ U : U
lim — + ;——=3 < lm —*=3<«= lim — =1 <= lim 3” =1,
n—+oo M N.U, N n—+o00 1N n—+oo V 3n n—+oo 1/3n
- . 3
ce qui prouve bien que :  u, ~ 3n.
n—-+o0o
3



Exercice 2

Partie 1

Dans toute la Partie 1, on note x un réel de 0;1].

1. a) Ily a plusieurs démonstrations possibles de ce résultat classique, par exemple la récurrence puisque
la formule est donnée. On procédera ici directement, en remarquant que pour tout entier m >

1, Z ix"™ ! est Pexpression de la dérivée de la fonction polynémiale p,, : = — Z x' sur |0; 1]
i=1
T — xm—f—l

Or pour tout = €]0; 1[, on peut aussi écrire : > x' = R Pm(x), puisqu’il s’agit d’une
~ —x

somme géométrique de raison x # 1.

Par unicité de la dérivée, on a donc :

(I—(m+1Da™(1—-z)— (z—a™")(-1) 1= (m+1Laz™+ma™"
(1—x)? B (1 =) ’

Vo €]0;1], p,(z) =

1 —(m+1)z™+ ma™!

et par conséquent, on a bien démontré que : = Vm € N*, Z irtl =
(1 —x)?

=1

b) Puisque x €]0;1[, alors lim (m + 1)z™ =0= lim maz™"! donc lim Zm“l = a—ae

m——+o0o m—400 m—400 1-— LU)Q’

ce qui prouve que la série de terme général iz’~! est convergente, et a pour somme totale :

—+o00
— (1—x)
N SEk
2. Pour tout entier N > 2, on pose :  Sy(z) = -
k=1
a) On peut commencer par I'un ou l'autre des deux membres de la relation demandée, un grand
ok
classique ; en remarquant que x + 7 est une primitive de z — 2F7! (pour k € N*), on peut
écrire :
N ke N , : N
Sn(x) = Z [E]o = Z (/0 tk_ldt> = /0 (Ztk_1>dt par linéarité de 'intégrale
k=1 k=1 k=1
N-1
x ) x 1— tN x
:/ (Ztﬂdt) :/ dt = —dt
odt @ )
b) On peut calculer : 17— [ —In(1 — t)] = —In(1 — z). 1l s’agit donc de prouver que
— 0

I’autre intégrale tend vers 0 lorsque N tend vers +oo : on travaille pour cela avec des inégalités.

et 0 <tV <2V,

1 1
Comme z €]0;1[: Vte[0;2], 0<1—2<1—1t< 1,domcl<—1 t<1
N N '

1—t 1-x
La fonetion intégrée est continue sur [0; ] et 0 < 2, donc par croissance et positivité de I'intégrale :

x N N+1
—dt / o=t
0

donc 0 <

1—1¢ l1—=x 1—=x



T N

Comme z €]0;1] : lim ¥+ =0, donc par encadrement : lim —dt =0,
N—+o00 N—+o0 Jg —
ok
et lim E — = —1In(1 —x) : on démontre bien ainsi que la série de terme général — converge,
N—+o00 k

et que sa somme totale S(z) est donnée par :

oo

x
Vr €|0;1], S(z)= — = —1In(1 —2).
051, S(r) =305 =~ In(1 - )
k=1
Partie 2
3. a) Introduisons ici, pour tout entier i > 2, ’événement A; : « le i-ieme jeton tiré est celui qui a été

tiré en premier ». Il est clair que pour tout i > 2, P(A4;) = —.
n

Ona: [X=2=AdmncP(X=2)=1-~=

par écrire :

. Pour tout entier £ > 3, on commence

Vk>3, [X=Kk=A4nN---NA4,NA,

et comme les tirages successifs sont faits avec remise, les numéros successivement tirés sont mu-
tuellement indépendants, de sorte que :

Vk >3, P(X =k =P(A4y) x - xP(4,.1) X (1—]P’(Ak)): <%>k12+1x n—1 n-—1

n nk—-1 ’

et on remarque que cette formule est aussi Valable pour k£ = 2, donc pour tout entier £ > 2

N
b) L’entier n > =(n—1) Z (—) est, & une constante pres, une
n
k>2 k>2

série géométrique de raison 1 - €]0;1[, donc elle converge et a pour somme totale :

. <X 1y 1 L,
;P(X:k)Z(n—l);<ﬁ> — (=D xEp = (-1 x - x =1,

On a donc bien défini la loi de la variable aléatoire X.

c¢) La variable aléatoire discrete X admet une espérance si et seulement si la série Z kP(X = k)
k=1
est absolument convergente. Comme il s’agit d’une série a termes positifs, la convergence simple

N
1y k-1
suffit ; pour tout entier N g EP(X =(n-—1) g k:(—) : on reconnait (au terme
n
k=2

initial manquant pres) une série dlte 'géométrique dérivée", du type de celle étudiée a la question
1., avec x = % €]0; 1] : on sait donc que cette série converge, donc X admet une espérance.
Toujours d’apres les résultats de la question 1 :

:JioldP’(X:k) - (n—1)(+§k(%)k_l—1. (%)H) - (n—l)(ﬁ—l)

n*—(n—172 2n-1
(n—12 | n-1"

4. Onpose: Z =X — 1.
a) Puisque X (Q2) = [2;4o0], alors Z(€2) = N*| et pour tout entier k > 1

-1
PZ=k)=PX-1=k)=PX=k+1)= n—k, qui peut aussi s’écrire
n

INe=L n—1 ) . ST . n—1
P(Z =k) = (—) . , ce qui correspond a une loi géométrique de parametre p = .

n n



b)

5. a)

Le cours sur la loi géométrique donne alors directement :

1 n 1—-p 1 n? n
— = t V(Z)= =—X = .
p n—1 ¢ (2) p? n (n—12 (n—1)?2

Comme X = Z+1, la linéarité de 'espérance et les propriétés de la variance (V (aX +b) = a*V (X)
pour tous réels a et b) donnent :

n 2n — 1 n

EX)=EZ)+1= +1= et V@):V@j:aﬁj?.

n—1 n—1

Pour tout entier j > 2, on calcule P(Y = j) grace a la formule des probabilités totales, avec le

systeme complet d’événements ([X = k:]) Lsg a8S0CI€ a la variable aléatoire X :

}:P = k) x Pix—y(Y = ),

. . 1k sik+1>2j <= k=2j—1
ot Pix—p(Y =j) = :
0 sik<j—1

1 n—1
Ainsi, P(Y Z r et pour tout entier 5 > 3, k oy

k—j 1
de sorte qu’on peut donner la formule générale, valable pour tout entier j > 2 :

L
k=max(2,j—1)
= (1/n)
En réorganisant un peu la somme, on peut écrire :  P(Y =2) = n(n — 1) Z k de sorte
k=2

qu’on est ramené au calcul réalisé a la question 2, avec © = 1/n €]0; 1[. On a donc :

P(Y = 2) = n(n—1 <+m >::n@rq)(—m(@—%)—%)::—«n—n(1+nm(ﬁ—%>>.

k=1

Dans cette question, on ne suppose plus que l'entier n est fixé.
2

Le développement limité a 'ordre 2 de In(1+2) enOest : In(l+z) =2z — Ty o(x?) ; comme
: 1 1 1 1 1 1 1 1
lim —— =0 alors In (1 - —) == — +0<—>, donc 1+ nln <1 — —> = —— +0<—>.
n—+too M n n  2n? n? n 2n n

1 1
Ainsi, 1 +nln <1 — —) ~ —— et puisque —(n —1) ~ —n, alors:
n n—-+oo 27’L n—-4o0o

—{n—D(1+nm<1—%)>mgm%.

Onadonc: lim PY =2)= 1

n——+0o0
C’est un résultat assez logique : si on fait tendre n vers 400, alors il devient extrémement difficile
de tirer deux fois de suite la méme boule. Il est donc extrémement probable que X prenne la
valeur 2, donc que 'urne de la deuxieme étape ne contienne que les boules numéros 2 et 3 : il y

a dans ce cas, bien une chance sur deux de tomber sur la boule 2.



Exercice 3

L’espace vectoriel R” est muni de sa base canonique B = (ey, €, . . ., €,), du produit scalaire usuel et de
la norme euclidienne associée.

Soient u et v deux vecteurs orthogonaux non nuls de R™ et F' = Vect(u, v).
On considere 'application f définie sur R™ par :

Ve e R",  f(x)= (z,u)u+ (z,u)v.

1. Pour tout z € R":  (z,u) et (z,v) sont des réels, et u et v sont des vecteurs de R", donc f(x) € R™.

Pour tous z, y éléments de R™ et tout A € R :

par bilinéarité du produit scalaire

:)\'(<I,U>U+<$,U>U)+(<y, v)u + (y, ))—/\ f(x) + f(y)

L’application f est donc linéaire de R"™ dans R™ : ¢’est bien un endomorphisme de R™.

Partie 1
On suppose dans cette partie que n = 3 et que u = (1,0,1) et v = (1,1,—1).

2. a) Le produit scalaire de v et v vaut :  (u,v) =1-14+0:-1+1-(-1)=1—-1=0, donc u et v bien
des vecteurs orthogonaux.

b) Par définition :

lull = V{wu) = VI2+ 02+ 12=v2 et |v]| = /(0,0) = V12 + 12+ (-1)2 = V3.

3. a) On calcule les images par f des trois vecteurs de la base canonique B = (ey, €9, ¢3) de R? :
fler) = (e, v)u+ (e, u)pv=1-u+1-v= (2,1,0)

fle2) = (e2,v)u 4 (e2,u)v =0-u+1-v=(1,1,-1)
fles) = (es,v)u+ (es,uypp =1-u+ (=1)-v = (0,—1,2)

2 1 0
Ansi: A=DMatg(f)=[11 1 -1
0 -1 2

T 0 2ZE1 + ) =0
reKer(f) < f(@)=0: < Al | =|0] = r1 + xy — x3 = 0
XT3 0 —I9 -+ 2!13'3 =0
2%1 + T2 =0 T, = _le = g
< To — 223 = 0Ly 2Ly—11 <~— { 2
—ZT2 + 2.173 = 0 T2 = 2.%'5

Ainsi : Ker(f) = {(—a3, 223, 23)| 23 € R} = Vect((—1,
Le noyau de f est engendré par le seul vecteur z = (—1
donc une base de Ker(f).

2,1).
2,1) qui est non nul : ce dernier forme

)



4. Soient wq et wq les deux vecteurs de R™ définis par :

a)

w1 I\/§~u+\/§-u
Wy = — 3~u+\/§-v'

Par linéarité de f:  f(w1) = V3 f(u)+v2-f(v), ot f(u) = (u, v)u+(u, u)v = 0-u+t||ul|>v = 2v,
et f(v) = (v,v)u+ (v,u)v = ||v|]* - u+0-v = 3u, donc :

Flwi) = 2v3v + 3v2u = V6 (V20 + V3u) = V6 - w,
flws) = —2v3v + 3v2u = —vV6(v2v — V3u) = —vV6 - w,

Comme w; et wy ne sont pas nuls, on en déduit qu’ils sont vecteurs propres de f, respectivement
associés aux valeurs propres V6 et —/6.

b) Il suffisait de constater que la matrice A représentative de f, est symétrique réelle pour conclure
que f est diagonalisable.
On pouvait aussi constater que f, endomorphisme de 'espace R? qui est de dimension 3, posséde
3 valeurs propres distinctes —v/6,0 et v/6, et vérifie donc le critére suffisant de diagonalisabilité.
Partie 2
Dans cette partie, on revient au cas général ou n est un entier quelconque supérieur ou égal a 3.
5. a) Par définition, (u,v) est une famille génératrice de F' = Vect(u, v).
De plus u et v sont non nuls et orthogonaux, donc (u,v) est une famille libre, et c¢’est finalement
une base de F'.
b) Pour tout x € R™ :

z € Ker(f) <= f(z) =0 <= (r,v)u+(z,u)v = Opn <= (z,u) = (z,v) =0,

la derniére équivalence étant obtenue grace au fait que la famille (u,v) est libre. Un vecteur x
appartient donc au noyau si et seulement si il est orthogonal a chacun des deux vecteurs u et v,
ce qui est équivalent au fait d’étre orthogonal a tout vecteur de Vect(u,v) = F. Cette équivalence
assure bien ’égalité d’ensembles :

Ker(f) = F*.
D’apres le cours :  dim F* = dim R” — dim F' = n — 2 = dim Ker(f), et d’aprés le théoréme du
rang : dimIm(f) = dim(R") — dim Ker(f) = 2.
Pour tout z € R": f(x) = (z,v)u+ (z,u)v € Vect(u,v) = F, donc Im(f) C F.

Et comme on vient de voir, dim Im(f) = dim ' = 2 : combinée a I'inclusion ci-dessus, cette égalité

assure que :
Im(f) = F.

Soit w € R™ un vecteur propre de f associé a une valeur propre A non nulle de f : par définition,

w est donc non nul et vérifie f(w) =A-w <= w=1-f(v) < w=f(3 w).

Cette derniére égalité assure bien que w appartient a Im(f).

Dans le cas général : f(u) = (u,v)u+(u, u)v = ||ul|* - v, et f(v) = (v,v)u+ (v,u)v = ||v]]* - w.
=0 =0

wy = [[olu+ [Juf|v

T

Puisque u et v sont non nuls et orthogonaux, alors w; et wy sont eux-mémes non nuls, et :

A Pexemple de ce qui a été fait a la question 4., définissons les vecteurs : {

flwn) = [Pll - f(u) + llull - f0) = el Plloll - o + ull < ol - w = [ful] < [[oll - (ull -0+ ][] - u)

= [ful] > [[ol] - wy



flwa) = =llll - f () + [[ull - f(0) = =[JulP[lo]] - v+ [ul] x [[o][* - u

= —[Jull < [Jo]l - (Iul] - v = oIl - u) = =[Jull x [Jv]] - w,

ce qui prouve que w; et wo sont deux vecteurs propres de f, associés respectivement aux valeurs
propres ||ul| x ||v]|| et —||u|| x ||v]|, qui sont non nulles et opposées donc distinctes, puisque u et
v ne sont pas nuls.

On connait donc 3 valeurs propres de f : 0 dont le sous-espace propre associé est Ker(f) qui est
de dimension n — 2, ||u|| x ||v|| donc le sous-espace propre associé contient au moins le vecteur w,
et qui est donc de dimension supérieure ou égale a 1, et —||u|| x ||v|| dont le sous-espace propre
associé contient wy est est lui aussi de dimension supérieure on égale a 1.

La somme des dimensions de ces trois sous-espaces propres est donc au moins égale a n, or d’apres
le théoreme spectral, cette somme ne dépasse jamais la dimension de ’espace soujacent, ici R”
qui est de dimension n. On en déduit que :

o L’endomorphisme f n’admet pas d’autres valeurs propres que 0, ||u|| x ||v]| et —||u|| x [|v]],
et les sous-espaces propres associés a ces deux dernieres sont de dimension 1 chacun.
« Lasomme des dimensions des trois sous-espaces propres est égale a n, donc f est diagonalisable.

1. a)

Exercice 4

Pour tout couple de réels (s, 1) :

82 2

1 1 1
exp (5> X exp ( - 5(25 - s)2> = exp (% — §(t2 — 2st + 32)) = exp ( — 5252 + St>

La fonction ¢ — exp(s - t) étant continue sur R : d’aprés le théoréme de transfert, E( exp(sX))
+00
existe si et seulement si I'intégrale / e - p(t)dt est absolument convergente,
—0o0
ol ¢ : t'—>i-6_t2/
' V2

Comme la fonction intégrée est positive sur R, la convergence simple suffit et sous réserve de
celle-ci :

/+oo st (t)dt 1 /+oo st _t2/2dt 82/2 ]' /+OO —
e’ - = — e’ e =e’ /7 — e

) 12
On a en effet reconnu en la fonction ¢ — —— - ¢~ 2(t—5)

27
dont I'intégrale sur R vaut 1; 'intégrale étudiée est donc bien convergente, et

2 est une densité de la loi normale centrée, réduite.

(=7 qp = /2,

D=

une densité de la loi normale N (s, 1),

82

Vs €R, E(exp(sX)) = exp <5>

On sait que Z qui suit la loi log-normale LA (m, c?) a méme loi que la variable exp(Y') ou Y suit
la loi normale N (m,0?), qui a elle-méme une loi identique & cette de 0.X + m; par conséquent,
et sous réserve d’existence :

o2
E(Z) = E(exp(0.X +m)) = ™. E(exp(0.X)) = eme”? = ety
De méme, toujours sous réserve de convergence de l'intégrale doublement impropre :

E(ZQ) _ E((ea.X—l-m)Q) _ E(€20"X—|—2m) — o2m, 6(20)2/2 _ 62m+2o2

)



2. On pose: R =

d’apres la formule vue en b), avec s = 20.
La variable aléatoire Z admet bien un moment d’ordre 2, donc une variance donnée par la formule
de Koenig-Huygens :

2

V(Z) = B(Z%) — B(Z)? = 227" — om+o? = g2t (" 1)

d) On note @ la fonction de répartition de X et Fy celle de Z.

Pour tout réel z > 0 :

Fz(x) =P(Z < x) = P(e”'X+m < a:) = P(O’.X-}-m < ln(x)) = IP(X < ln(a:)T—m> — QD(m(@T_m)

e) Puisque Z = exp(Y') est une variable aléatoire a valeurs strictement positives, alors 1’expression
complete de F; est :

0 six <0

@(ln(x)—_m) siz >0

g

Vr € R, Fz(l’) =

Ainsi définie : F; est de classe C! et donc aussi continue sur | — oo ; 0] comme fonction constante,
et sur ]0; +o0o[ comme composée de fonctions de référence de classe C'.

Il reste donc seulement a vérifier la continuité de la fonction F en 0 :

] _
lim Fz(z) = lim 0=0= Fz(0), et lim () —m = —o00, donc par composition :
z—0~ z—0~ z—0t o
] —
lim @(M) — lim ®(X)=0= lim Fy(z).
z—07T o X——o00 x—0F

La fonction F; est donc continue sur R et de classe C! sur R sauf peut-étre en 0 : Z est donc une
variable & densité, et une densité f; de Z est obtenue par dérivation de Fz sur R, sauf en 0 ou
on choisit une valeur arbitraire positive (ici fz(0) = 0), de sorte que :

Vr €] —00;0], fz(x) =0 et

Vo €]0; 4o, fz(x) = %.CI)’(

ln(x)Q—m> -~ 127r % i xexp(—W)

. La variable aléatoire R est encore a valeurs dans |0; 4+o00[, donc Fg(z) = 0 pour

SN =

tout & €] — 00 ; 0], et pour tout x>0 :

Fafa) =P(R < )= P(5 <) =F(Z> )
zl—Fz(%):l—q)<w>:1_q)<_ln(m)%>

Or la fonction de répartition de la loi normale vérifie la relation :
VzeR, &(—2)=1—-P(2) <= 1—-D(—2) = D(2),

donc pour tout z > 0 :

Fala) = o (M5 _ g (o) = (m)y

o o

qui correspond bien a la fonction de répartition de la loi log-normale LN (—m, c?).
C’est bien la loi suivie par R.
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3. Soit u une variable aléatoire suivant la loi LA(0,1). Pour tout entier n > 1, on pose : W, = U™.

La variable aléatoire W,, est, comme U, & valeurs positives donc Fy, () = 0 pour tout x < 0;
pour tout x > 0 :

MM@ZPMQ<®:Pwﬂ<@:Pw<ng:Mm@TV4»:¢CM2—%’

ce qui correspond bien d’aprés 1.d) a la fonction de répartition de la loi LA/(0,7n?), loi qui est done
suivie par W,, = U".

4. Soit (Zy)ken+ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi LA (m, 02),
avec 0 < o < 2. Soit a un réel tel que 0 < a < 1.

Pour tout entier n > 1, on pose :

et J,=T,+

N — 2 2
T,=—-> Wn(Z), I,=T,— .
n ; n(Z) Vvna vna
Par définition de la loi log-normale : pour tout k& € N* In(Z;) suit la loi N (m,?). Et d’aprés le
lemme des coalitions, les variables aléatoires (ln(Zk)) sont mutuellement indépendantes.

keN*
n

D’apres le théoreme de stabilité de la loi normale, on sait alors que la variable aléatoire Zln(Zk)
k=1

1
suit la loi N'(nm ,no?) et T;, = — Z In(Zj,) suit la loi normale N(m, %)
Cy—
Par conséquent, on peut écrire :

P(I, <m < J,) =P(T, - <m<T,+

[\]
5
IS
/
5
IS

— 2

Or T,, admet une variance, donc d’aprés I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour cette variable

Jna

N
~

) = P(IT —m| <

aléatoire avec € = >0:

— 2 V(T,) — 2 o?.na
P(|T, —n| > < — 1-P(|T, —m| < <
( n \/na) (2/4/na)? (I ml \/na) 4n
__ 2 a.a
— P(|T;, — < >1—- —
(| m| \/@) 4
o%.a o’.a
Comme 0 < 0 < 2,alors 0 < 02 < 4 et e <a &= 1-— e > 1 —a, ce qui acheve effectivement
de prouver que :
— 2
P L., J,)) =P(|T, — > >1-—a.
(me 1, ) = P(T, ~m| > ——) > 1-a

Ce résultat signifie que [/, , J,,] est un intervalle de confiance de m au niveau de confiance 1 — a.

% % % FIN DU SUJET % % %



