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EXERCICE 1

a) Soit A un élément de M, (R).

A est de type 0 si et seulement si *A = A® = I,,, ; c’est & dire si et seulement si A = I,,,.

A est de type 1 si et seulement si tA = A' = A; c’est & dire si et seulement si A est symétrique.

’ I, est la seule matrice de M,,(R) de type 0. Les matrices de type 1 sont les matrices symétriques |.

b) Soit A un élément de M,,(R). A est de type -1 si et seulement si ‘A = A~!; c’est a dire si et seulement si
tAA = I,,. Les matrices de types —1 sont donc les matrices orthogonales.

En se souvenant que la matrice de passage d’une base orthonormale a une base orthonormale est une matrice ortho-
gonale il n’est pas difficile d’exhiber des matrices de type —1.

0 -~ 0 1
Par exemple la matrice A = - ._ ' -_ 0 de M,,,(R) est de type —1 (et méme de type 1!!) sans étre diagonale !
o .- .
1 0 .- 0

Soit z un nombre réel.

a) Montrons par récurrence que pour tout élément k de N*: [N(x)]k = N(kx).

L’égalité est claire pour k£ = 1.

k+1

Supposons que [N(x)]k = N(kz) pour un élément k de N*. Montrons alors que [N(z)] =N((k+1)x).

(
[N(gc)]k—s_1 = [N(:v)}k x N(z) = N(kx) x N(z) d’apreés 'hypothese de récurrence.

. 0 0 0 0 0 0
Donc : [N(z)] To1lo cos(kx) —sin(kx) 0 cosz —sinzx
0 sin(kx) cos(kx) 0 sinx cosz
i 0 0 0
Ainsi: [N(z)] T=1lo cos(kx)cosx — sin(kx)sinz  — cos(kx)sinz — sin(kx) cosx
0 sin(kz)cosx + cos(kz)sinz  —sin(kx) sinx 4 cos(kx) cosx
0 0 0

oo cos(kx +x) —sin(kx +z) | = N((k+ 1)z). Et ainsi s’acheve la récurrence.

0 sin(kx +x) cos(kx + x)

Ce qui donne: [N(z)]

Vk e N*, [N(2)]" = N(ka) |

n

b) N(z) est de type n si et seulement si:'N(z) = [N(x)]n Rappelons alors que: [N (z)]" = N(nz).

0 0 0 0 0 0
Notons que:*N(z) = 0 «cosz sinz | = [0 cos(—z) —sin(—z) | = N(-=z).
0 —sinz cosz 0 sin(—z) cos(—x)

Alors: N(z) de type n <= N(—z) = N(nx) <= cos(—z) = cos(nz) et sin(—z) = sin(nz).

Ainsi: N(z) de type n <= —x =na 21] <= (n+ 1)z =0 27| <= 2 =0 [f—jl}

2km
n+1

|l~ceZ}

L’ensemble des réels z tel que N(z) soit de type n est: {

a) tA = A" donne également A = {(tA) =t(A") = (tA)".
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Alors A = (A" = (tA)" = A. | A = 4|
b) B" = (A™th)m = AW Hn = A)gm = AA" = A+ = B.[B" = B

Observons que B = A"A ='AA. Des lors ‘B = {(*AA) = 1A' (*A) = 'AA = B et | B est symétrique |.

¢) Posons P = X" — X. P est un polyndme annulateur de B et ainsi toute valeur propre de B est un zéro de P.
B est une matrice réelle symétrique donc ses valeurs propres sont réelles.

Les zéros réels de P = X™ — X sont 0 et 1 si n est impair, et 0, 1 et —1 si n est pair.

On peut alors affirmer que ’ les seules valeurs propres possibles de B sont: —1, 0 et 1 ‘

d) Supposons que V' soit un vecteur propre de B associé a la valeur propre —1. V n’est pas nul et BV = —V.
YWBV ='W (-V)=-VV = —||V|% De plus: 'VBV = tVIAAV = {(AV)AV = || AV

Ainsi: —||V||? = ||AV||%. Alors nécessairement ||V|>=0et V =0!

Par conséquent :’ —1 n’est pas valeur propre de B ‘

e) Notons fp 'endomorphisme de R™ dont la matrice dans la base canonique est B. fp est alors un endomorphisme
symétrique de R™ (n’oublions pas que la base canonique est orthonormale... pour le produit scalaire canonique).
Montrons que fp est une projection orthogonale.

Si 0 est la seule valeur propre de fp, fp est nécessairement l'application linéaire nulle car fp est diagonalisable; fgp
est bien une projection orthogonale.

De méme 1 est la seule valeur propre de fp, fp est nécessairement Idgm car fp est diagonalisable; fp est toujours
une projection orthogonale.

Supposons alors que 0 et 1 soient les deux valeurs propres de fp.

Les deux sous-espaces propres associés Ker fp et Ker(fp — Idgm) sont supplémentaires (fp est diagonalisable) et
orthogonaux (fp est symétrique). Notons p la projection orthogonale sur Ker(fg — Idgm ) parallelement & Ker 5.

Soit U un élément de R™. U = U; + Uy avec (Uy,Us) € Ker(fp — Idgm) x Ker f5.
fB(U) = fB(Ul) + fB(UQ) =U;1+0=U; :p(U). Ainsi fp = p.

Dans tous les cas fp est une projection orthogonale... donc fp est un projecteur orthogonal.

’ B est une matrice de projecteur orthogonal ‘

a) Soit U un élément de Ep. BU = 0 donc tAAU = 0. En particulier [|AU||2 = {(AU)AU = ‘Ut AAU = 0. Ceci
donne alors AU = 0. Donc U est élément de E 4.

’ Ep est contenu dans F4 |.

Réciproquement soit U un élément de E4 ; BU =tAAU =*A0 = 0 et U appartient & Ep.

E 4 est alors contenu dans Eg, ce qui acheve de montrer que : .

b) Soit V un élément de Fp. Il existe un élément U de R™ tel que: fg(U) = V. Alors V = 1t (U) = fa(f3(U)) et
ainsi V' appartient a Fa.

On a donc Fg C F4. De plus le théoreme du rang et ’égalité Eg = F4 donnent:dim Fg = dimR™ — dim Eg =
dimR™ — dim F4 = dim Fy4.

Fp C Fj et dim Fg = dim F4 permettent de dire que: (nous sommes en dimension finie...).

Nous avons vu plus haut que Ep et Fp sont deux supplémentaires orthogonaux de R™.

Ainsi:| E4 et F)y sont deux supplémentaires orthogonaux de R™ ‘
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Soit U un élément de Fy. Comme Fy = Fp =1Im fg = Ker(f — Idgm), fg(U) =U et donc BU =U.
Alors ||AU||? = H(AU)AU = 'UtAAU =*UBU = 'UU = |U||?. Ainsi ||AU|| = ||U].

VU € Fa, |AU| = |U]l |

Supposons A inversible et toujours de type n. Alors B = A"! est également inversible. fp est alors un
automorphisme de R™. Donc Ker(fp — Idgm) =Im fp = R™ et: fp = Idgm.

Alors B=1I,,. tAA=1,,. Ainsi*A=A""1et ’ A est de type -1 ‘

Supposons que A soit de type n et n + 1.

PAA = A"A = A"t =t A, Or tAA est une matrice symétrique (voir plus haut), donc ‘A est une matrice symétrique

et A également. De plus AA = 'AA ='A = A. A est alors la matrice d'une projection. Comme E4 = Ker f4 et

Fa =1Im fu sont orthogonaux, | A est la matrice d'un projecteur orthogonal ‘

EXERCICE 2

1
a) p:u — est continue sur [0, +o00].
e +a

1
De plus, a est (strictement) positif donc: Vu € [0, +oo[, 0 < p(u) =

<
e+ a ev

—+oo

“+o0
La positivité de ¢ et la convergence de T'(1) = / e~ " du donnent alors la convergence de / o(u) du
0 0

+o00
Finalement :| J = / du converge |.
0

e+ a

+oo a +oo ae Y x
b) aJ:/ du:/ ——du= lim [71n|1+ae*“\} .
0 e +a 0 1+ae x—+00 0

aJ = lim (In(1+a)—In(1+ ae_w)) =In(1+ a).

r——+00

oo du — In(1+a) .
0 e +a a

Ainsi | J =

P(Z <t/N = j) = P(Max(Y1,Ya,...,Yn) < t/N = j) = P(Max(1, Y2, Yo) SHON =3}),

P(N =)
o PMax(v, Y, Yy <tpn{N =3} _ P <t <0 0 Y <0 {N =j})
P(Yi <t)P(Ya <t)---P(Y; <) P(N =)

Il vient alors par indépendance: P(Z < t/N = j) = \J .

Ainsi: P(Z <t/N=j)=P(Y1 <t)P(Ya<t)---P(Y; <t)= (1 - e—bt)i

Vi eN', VteRY, P(Z<t/N=j)=(1-e") |

a) Notons Fz la fonction de répartition de Z et remarquons que cette variable aléatoire prend ses valeurs dans
R*.

Ainsi Vt €] — 00,0[, Fz(t) = 0. Soit ¢ un élément de R¥.

({N =7 })j>1 est un systeme complet d’événements ; la formule des probabiltés totales donne alors :
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400 +o00 too
Falt) = P2 <) = ZP(Z SHYN=5) PN =3) = Z (1—e™) P(N =) = Z (1—e ™) s(1—s) "
+o0 - Yoo .
Fz(t) =s(1—e™) ) [1-s)1—e™)] =5 —e™) ) [1-s)1—e)]".
=1 k=0

Observons, s'il en est besoin, que |(1 — s)(1 —e™")| = (1 — s)(1 — e™") < 1 car s est élément de ]0, 1] et bt est positif

ou nul.
Un résultat basique du cours sur les séries géométriques donne : Fiz (t) = — (‘i(i S)‘zlli)e_bt) = - i((ll_es)lzzbt'
Finalement :| Vt €] — 00,0[, Fz(t) =0 et V¢ € [0, +oof, Fz(t) = M _
s+ (1—s)e bt
b)
s(1—e7b)

Remarque On peut encore écrire : ¥t €] — 00,0,], Fz(t) =0 et ¥t € [0, 4+00[, Fz(t) = gt
s —s)e

Ainsi Fyz est de classe C! sur | — 00, 0] et sur [0, +oo[. Alors Fy; est continue sur R et de classe C! au moins sur R*.
La remarque précédente montre que la variable aléatoire Z est une variable aléatoire a densité.
De plus elle permet de dériver Fz en tout point de R*.
Cette dérivation donne:Vt €] — 00,0[, F,(t) =0 et
vt €]0, +ool, F(t) = sbe b (s 4+ (1 — s)e™b) — s(1 — e_;’t)(l — 5)(—b)e " _ sbe~ bt N
(54 (1—s)e?) (s4 (1 —s)e?)

—bt

sbe
(s +(1— s)e*bt)

est alors une

L’application fz définie par:Vt €] — 00,0[, fz(t) =0 et Vt € [0,400[, fz(t) = 5

densité de Z.

0
Notons que / tfz(t) dt existe et vaut 0.
oo

sbebt
Remarquons que : Vt € [0, 4+o00[, fz(t) = ﬁ (multiplication du numérateur et du dénominateur par (e%*)?)
sebt +1—s
- sbe
et que t — ——m T est une primitive de t — ——5 sur R.
se? +1—s (Sebt+1_s)

Soit  un élément de R*. Une intégration par parties simple nous donne :

e —t z v -1 —x * 1
tfz(t)dt = [7} —/ dt = / ——dt.
/0 12(t) seb* +1—slo  Jy sebt+1—s seb“’+1fs+ o sett4+1—s

+oo “+oo
1
Or TETOO ﬁ = 0 (croissance comparée), donc les intégrales /0 tfz(t)dt et /o T — dt sont de
méme nature.
Mieux en cas d’existence ces deux intégrales sont égales.
T 1 bx 1 1 bx 1
Le changement de variable u = bt donne : / ———dt = / ——du=— / —— du.
o sett+1—s o b(se*+1—5s) bs Jo e+ 12
1—

. . ba 1 ln<1+ ss> —slns 1—s . .

La question 1 donne alors lim — du = T = car est strictement positif.
z—+oo J et 4 Tg 5 S 1—s S
+o0 +oo
—slns Ins Ins
Ainsi tfz(t)dt existe et t: = — . tfz(t)dt t t ————
insi /0 fz(t) dt existe et vau bs(1—s) b= [m fz(t) dt converge et vau b=
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Ins

b(1—s) |

Z admet une espérance qui vaut : —

t

a) Commencons par remarquer que : Vt €0, 4+o00[, g(t) = T
ot _

g est de toute évidence continue sur |0, +oo[. De plus

t
~ - =1 en 0, donc lim
et —1 t t—0 e

également continue en 0.

g est continue sur [0, +00] ‘

Remarque A titre d’exercice on pourra montrer que g est de classe C' sur [0, +oo[ (¢'(0) = —1/2).
Donnons deux idées pour montrer que g est bornée sur [0, +o0].

x — e” est convexe sur R donc sa courbe représentative est au-dessus de sa tangente au point d’abscisse 1 qui a pour
équation y = x + 1. Ainsi Vz € R, e* >z + 1.

t < 1.

Alors : Vt €]0, +o0, €' —1>1>0; Vt €]0, 400, 0 < g(t) = — T <
ot —

Mieux:’ Vt € [0,400[, 0 < g(t) <1 et g est bornée sur [0, +oo| ‘

. . . t
Retrouvons ce résultat en remarquant que: t_l}inoo g(t) = t_l}inoo o1 0.

Alors il existe un réel A strictement positif tel que: Vt €]A, +ool, |g(t)| < 2000 !

g est donc bornée sur Uintervalle |A, +o00[. De plus g est continue sur le segment [0, A] donc g est également bornée
sur [0, A]. Ainsi g est bornée sur [0, 4+o0].

Remarque On peut encore traiter cette question en montrant que g est décroissante [0, +ool.

b) Soit n un élément de N et ¢ un réel positif.

n
Sit=0, g(t) e~ (Dt 4 Z te Dt —1x14+0=1= g(t). Des lors supposons ¢ strictement positif, ce qui donne
k=0
en particulier: e7? # 1.

n n 1— (et n+1
Alors:y~ ¢ =00 = 371 () =1 e % =g(t) (1 — eI = g(t) — g(t) e "H".
— €
k=0 k=0

Donc : g(t) e~ (Dt 4 Z te~*+Dt — g(1),
k=0

Vn €N, Vt € [0, +oo|, g(t) = g(t) e” ™Dt 4 Z + e~ R+t |
k=0

Soit k un élément de N. Posons: V¢ € R, hyy1(t) = {?k 1)ty : i ; 8.

hi+1 est une densité de probabilité d’'une variable aléatoire Tj1 qui suit une loi exponentielle de parametre k + 1.

o R , . 1
Le cours nous indique que Ty possede une espérance qui vaut P

400 + oo
1
Ainsi / thy+1(t) dt converge et vaut il Donc / t(k +1)e~*+D! 4t converge et vaut également
0

— 00

1
kE+1

+oo
Alors / te~ P Q¢ est convergente et vaut
0

1
(k+1)2
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+oo
g est continue et positive sur [0,+oo[, g(t) ~ te ! en +oo et / te~'dt converge (d’apres la question
0

précédente).

—+oo
Cela suffit tres largement pour dire que / g(t) dt converge |
0

Soit n un élément de N.

Vi € [0, 400, g(t) = g(t) e~V 4 Z t e~ (kD / g(t) dt converge et / te~* D4t converge pour tout
P 0 0
élément k de [0, n].

+oo
Ceci permet alors de dire que / g(t) e~ "Dt At est convergente et d’écrire que :
0

+o0 +o0 n +o0 400 n 1
g(t)dt = / g(t) e~ D Q¢ 4 / te” (Rt qp = / gt)e VA £y
/0 0 ,;) 0 0 kzzo (k+1)?

n+1 1 n 1 400 +00
.. e - _ —(n+1)t
Alors: = > e _/0 g(t)dt /0 g(t)e dt.
k=1 k=0
“+o0o
Dés lors montrons que: lim g(t) e (L = 0.

n—-—+00 0

Vt € [0, +oo[, 0 < g(t) <1 donc Vt € [0, 400, 0 < g(t) e~ TVt L e+,

—+oo +oo
Or / hnt1(t) dt converge et vaut 1 car h,41 est une densité de probabilité. Ainsi / (n+ 1)e” "D d¢ converge
0

—00

+oo
et vaut également 1. Alors / e~ 4t converge et vaut 1
0 n

1

+o0 +oo
Nous pouvons donc écrire que: 0 < / g(t) e~ (Mt g < / PR CRLY: Ve p—
0 0 n+1
+oo

Comme lim =0, il vient par encadrement : lim g(t) e~ g = 0.
n—+oco N + 1 n—-4oo 0

n+1 1 400
Ainsizngrfooz == /0 g(t)dt.
k=1

1 = oo
La série de terme général 73 converge et Z: = /o g(t)dt |

Notons que s — 1 ne

— S

est continue sur |0, 1[ et méme prolongeable par continuité en 1.

Soit « et B deux éléments de 10, 1].

Le changement de variable t = —Ins ou s = ¢~! donne:

5_1 —Inpg t —Ina t —t —Ina
/ nsds:/ — (—e_t)dt:/ ¢ — dt:/ g(t)dt
a 1—s “lma l—€ —mp l—e g

+o0 too 2
1
Remarquons alors que lim (—Ina) = 400 et lim (—1In3) =0, et que / g(t) dt converge et vaut E = T,
a—0 B—1 0 1 k 6
1 2 1 2
-1 -1

Alors / —ns dt existe et vaut ——. Donc / s dt existe et vaut .
0 1—s 6 0 b(l — 8) 6b

2

La valeur moyenne de E(Z) sur ]0, 1] est % )
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PROBLEME

t

m Le théoreme de transfert donne: E(g(Y)) = Zg(yl) PY =y).

i=1
Comme ({X = z,})
élément i de [1,t] :

el est un systéme complet d’événements, la formule des probabilités totales donne, pour tout

Y = yi) ZP =yi/X = 2;)P(X = z;).

Ainsi E(g(Y)) =

.
I M“
—

o) (3 PY = /X =2)P(x =) | =3 [(ig@i)m = i/ X = ;) ) P(X = m].

j=1 j=1 L i=1

Ce qui donne encore: E(g(Y)) = Z [E; P(X = z;)].

j=1

Par conséquent | E(g(Y)) = > E; P(X = )

a) Ty, prend ses valeurs dans [0, n].

b) Soit j un élément de [0, n]. Sil’événement {T} = j} est réalisé, pour obtenir la génération k+ 2 on tire avec remise
mj j

n disquettes dans la génération k + 1 qui contient une proportion de disquettes infectées égale a m_ 7 et Thi1
mn n

compte alors le nombre de disquettes infectées obtenues.

Ainsi la loi conditionnelle de la variable T sachant que événement {7} = j} est réalisé est la loi bindmiale de

N J
parametres n et —-
n

a) Utilisons le préliminaire avec la fonction g:x — z et le couple (Tk, Tk+1)-

Il vient alors: E(Ti41) = ZEJ P(T}, = j) avec, pour tout élément j de [0,n], E; = ZZP (Thy1 =1/Ti = 4).
i= =0

Soit j un élément de [0,n] et soit U; une variable aléatoire sur (€2, A, P) qui suit la loi binémiale de parametres n et

J A

n EU;) =no =

Ti1/{Tk = j} = B(n, L) et donc E; = Y i P(Ty1 = i/T = j) = » i P(U; = i) = E(U;) = j.
=0 1=0

n

Alors: E(Tiy1) = Y _E;j P(Ti = j) = Y j P(Tx = j) = E(T).
§=0 §=0

|k €N, B(Tjy1) = E(Ty) |

b) La suite (E (Tk)) est constante et E(Ty) = np car Ty suit la loi bindmiale de parametres n et p.

k>0

Par conséquent :’ Vk e N, E(Ty) =np ‘

a) Utilisons alors le préliminaire avec la fonction g: x — z(n — x) et le couple (T, Tx+1). Nous obtenons:

E(Zy1) = E(g(TkH)) = ZEj P(T}, = j) avec, pour tout élément j de [0,n], E; = Zg(i)P(TkH =1i/Ty = j).
=0 =0
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Rappelons que, pour tout j élément de [0,n], la loi de Ty41 sachant que {T = j} est réalisé est la loi binémiale de
J

parametres n et —-
n

Soit j un élément de [0, n]. Reprenons la variable aléatoire U; sur (£2,.A, P) qui suit la loi bindémiale de parameétres n

ot L.
n
On a encore:Vj € [0,n], E; = Zg(i)P(Tk+1 =i/Tp, =j) = Zg(i)P(Uj =1i)=E(g(U;)) = E(Uj(n —Ujy)).
i=0 1=0
. . .2
2 . J J )
OTZE(UJ‘(’H, — Uj)> = nE(UJ) — E(UJQ) = nE(UJ) — V(Uj) — (E(UJ)) 5 E(Uj) =1 et V(UJ) = nﬁ (1 — g) =] z
2
. . .2 . .2 1 n—1 .
Donc:Ej=nj—j+2 —j2=(n—1)j—2(1—~)= — ).
onc: By =nj—j+-—j =Mn-1)j-5(1-—)=——jn-j)
. . n—1 . .
Finalement : Vj € [0,n], E; = jln—7).
. . ) n—1x~7. . ) n—1
Revenons alors & E(Zk41). E(Zg41) = ZEjP(Tk =j)= " [](n —HP(T, =3 = - E(g(Ty))
j=0 j=0
-1
BE(Zii1) = ——B(Z)

n—1
Ainsi | La suite de terme général F(Zy) est géométrique de raison :

b) Notons que E(Zy) = E(g(Tp)) = E(To(n — To)) = nE(Ty) — E(1¢) = nE(Ty) — V(Ty) — (E(To))?.
Tp suit la loi bindmiale de parametres n et p donc: E(Ty) = np et V(Tp) = np(1 — p).

Alors E(Zy) = np —np(1 — p) — n?p? = np(n — (1 — p) —np) = np(n — 1)(1 — p) = n(n — 1)p(1 — p).
n—1

La suite de terme général E(Z}) est géométrique de premier terme n(n — 1)p(1 — p) et de raison

n—l)k

Alors:| Vk € N, E(Z;) =n(n—1)p(1 — p) (

n

-1 . n—1\* U
‘ < 1donc: lim ( ) =0. Ainsi| lim E(Z;)=0|
n k—-+o0 n k——+o00

c)‘

a) {Zy = 0} est réalisé si et seulement si 'un de deux événements {7}, = 0} et {T} = n} est réalisé.

La réalisation de I’événement {Z; = 0} signifie “concrétement” que les n disquettes tirées dans la génération k

pour constituer la génération k 4+ 1 sont ou toutes saines ou toutes infectées.

b) Une rapide étude de la fonction  — x(n — ) sur [1,n — 1] conduit naturellement aux considérations suivantes !

vielln=1],j(n—j) -1n-1)=(n-1)(G-1)>0.

Ainsi ’ la plus petite valeur de j(n — j) quand j décrit [1,n — 1] est n — 1 ‘

n n—1
¢) Le théoréme de transfert donne: E(Zy) = E(Tp(n —T)) = Y _ j(n — 5) P(Tk = j) = Y _ j(n — 5) P(T} = j).
j=0 j=1

D’apres ce qui précede:Vj € [1,n —1], j(n —5)P(Tr =j) = (n — 1)P(T}, = j).

n—1 n—1
Ainsi 0< Y (n— 1) P(Th = j) < Y _ j(n — j) P(Tk = j) = E(Z).
j=1 j=1
n—1
, 1
Donc:0 < P(0< Ty <n)=» P(Ip =j) < — B(Z).

j=1
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lim E(Z;) =0 donne alors:| lim P0<Tp<n)=0|
k—-+o00 k—+o00

d) P(Zk:O):P(Tk(n—Tk):O):P({Tk:O}U{Tk:n})):l—P(O<Tk<n)

La question précédente donne alors : i lim P(Z,=0)=1|
——+00

Pour tout élément k de N, {Z, =0} C {Zx+1 = 0}.

La suite de terme général {Z), = 0} étant croissante, le théoréme de la limite monotone nous donne alors:

Jim P({Z =0}) = P(DO{Zk = 0}) donc P(DO{Zk - 0}) =1
k=0 k=0

’ Il est quasi-certain que 1’on obtiendra un lot constitué ou de n disquettes saines ou de n disquettes contaminées ‘

) Rappel cP(0< Ty < )<LE(Z)— ! (n—1)p(1 )(n_l)k_ (1 )(n—l)k
e) Rappelons que : k n\nfl k_n—lnn p p " =mnp p n .

P(Z, =0) > 0,99 si et seulement si: P(0 < T <n)=1— P(Z, =0) <0,01.

1 1\2 1 —1\*
Orp(l—p):—p2+p:7—(p—7> gZ-Ainsi:P(O<Tk<n)<ﬁ(n ) )

4 2 4 n
. . . omon— 1Nk
Donc pour avoir P(Z;, = 0) > 0,99 il suffit d’avourzz ( ) < 0,01.
n
—1\* —1\*% 4 -1 4
Q(” ) <0,01<:>(n ) <O’0 <:>kzln(n )<ln(0’O )
4 n n n n n

In(0,04) — Inn
In(n—1) —Inn

-1 —1\k
Comme: 0 < [ < 1, on peut alors écrire:g (n ) <0,0l <=k >
n n

In(0,04) — Inn

P(Z;, =0) > 0,99 dés que k est strictement supérieur & la partie entiere de ———~——— |
In(n—1)—Inn

Soit k un élément de N™). Supposons I’événement {T}, = n} réalisé. On a alors obtenu n disquettes infectées
lorsque l'on a tiré n disquettes dans la génération k pour constituer la génération k + 1. Ainsi la génération k + 1 est
constituée de nm disquettes infectées. Pour constituer la génération k+ 1 on tire n disquettes parmi ces nm disquettes
toutes infectées et on obtient n disquettes infectées! L’événement {Tj 1 = n} est donc réalisé.

On a {T =n} C {Tx+1 =n}.

La suite ({T =n}), ., est croissante pour linclusion ; la suite ({Tx = n}), ., aussi... |
+oo
b) F = U {T; = n}. La question précédente et le théoreme de la limite monotone montrent que :
k=0
P(F)= lim P(Tp=mn)|
(F) = Jim_P(T=n)

[Q6 V)€ [1,n—1], {Tk = j} € {0 < Ty < n} done:Vj € [L,n — 1], 0 < P(Tx = j) < P(0 < Ty < n).

Comme: lim P(0 < Tj < n) =0, il vient par encadrement| lim P(T} = j) = 0 pour tout élément j de [1,n — 1] |

k—+oc0 k—+o00
n n—1
np=E(Ty) =Y jP(Te=j)=Y_ jP(Tx=j)+nP(Ip=n).
j=0 j=1

n—1
1
Alors: P(Tp, =n)=p—— E Jj P(Ty = j). Comme, pour tout élément j de [1,n — 1] :klim P(T, = j) =0, il vient :
n —+4o0
=1

kEToo P(T, =n)=p.
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Ainsi:| P(F) =p

+oo

a) G = U {T} = 0} et on montre comme dans la question 5 que la suite ({T} = 0})r>0 est croissante.
k=0

le théoréme de la limite monotone donne encore: P(G) = lim P(T} = 0).

k— o0

> P(Ty = j) = 1. Alors: P(T = 0) :1—§:P(T,€) =1-P(0< Ty <n)— P(Ty =n).

Jj=0 j=0

Alors: P(G) = lim P(T; =0) = lim (1—P(O<Tk<n)—P(Tk:n)):1—0—p. P(G)=1-p|

k—-+oco k——+oo

b) La méthode est géniale.

Reprenons rapidement les questions 1, 2 et 3. N = nm.
e La question 1.

Ici encore T}, prend ses valeurs dans [0, n].

Soit j un élément de [0,n]. Sil’événement {T} = j} est réalisé, pour obtenir la génération k + 2 on tire sans remise n
disquettes dans la génération k 4+ 1 qui contient mj disquettes infectées et Ty 1 compte alors le nombre de disquettes
infectées obtenues.

Ainsi la loi conditionnelle de la variable Ty sachant que I'événement {T}, = j} est réalisé est la loi hypergéomé-

trique de parametres N, n et 1,
n

e La question 2.

Utilisons encore le préliminaire avec la fonction g:x — x et le couple (Tk, Ti+1).
Il vient alors: E(Tk41) = ZEj P(T}, = j) avec, pour tout élément j de [0,n], E; = ZiP(TkH =1i/Tp = 7).
J=0 i=0
Si j appartient a T (), Txy1/Tk = j — H(N,n, %) et donc E; = ZiP(TkH =i/T,=j)=mn
i=0

Il
<

n

Alors: E(Tyy1) = Y E;j P(Ti = j) = Y j P(Tx = j) = E(Ty).
j=0 =0

¥k €N, B(Tip1) = E(Ty) |

La suite (E (Tk)) est constante et E(Ty) = np car Ty suit la loi hypergéométrique de parametres N, n et p.

k>0

Par conséquent :’ Vk e N, E(Ty) =np ‘

e La question 3.
Utilisons alors le préliminaire avec la fonction g: 2z — x(n — z) et le couple (T, Tx+1). Nous obtenons:
n n
E(Zyi1) = E(g(Tk+1)) = ZEj P(T}, = j) avec, pour tout élément j de [0,n], E; = Zg(i)P(TkH =1i/Ty = 7).
j=0 i=0
Rappelons que, pour tout j élément de [0, n], la loi de Ty sachant que {T} = j} est réalisé est la loi hypergéométrique

de parametres N, n et E
n

Soit V; une variable aléatoire sur (2, A, P) suivant cette loi.

On a encore:Vj € [0,n], E; = Zg(i)P(Tk-‘ﬂ =i/T, =j) = ZQ(Z)P(VJ =i)=E(g9(V})) = E(V;(n = V})).

=0 =0



2 J iy (N-n
Or: B(Vy(n— V) = nB(V;) ~ E(V2) = nE(V;) = V(V;) — (B;))*, B(Vj) = j et V(vy) =n? (1= ) (£ =2
M'( )= m—1 i(n— )
n(N—l)j eI = (N—l)] e
) . o m—1 . 9 . . m—1 . N~ N—m
Done:j € [0,n], By =nj — =5 4(n =) =5 =jn =)L~ Ty ] =it =) T
Revenons alors & E(Z41). E(Z )—zn:E-P(T _y=Nom zn: [‘(n— VP(T; = ')] NI e
k+1)- k+1 szo j k*J*N_l j:o] J k=1 “N_1 gLk
N-—m
E(Z =—FE(Z
(Zir) = X" ()
Ainsi | La suite de terme général F(Z;) est géométrique de raison N_ T{L
Notons que E(Zo) = E(g(Th)) = E(Ty(n — Ty)) = nE(Ty) — E(T3) = nE(Ty) — V (To) — (E(Ty))*.
N —
Ty suit la loi hypergéométrique de parametres N, n et p donc: E(Ty) = np et V(Ty) = np(1 — p) ~ 7711.
N—n N —n N—-n

: 20 _ 2,2 1 _ _ _ _

Alors: E(Zo) = n'p —np(l —p) = —n'p" =np(n — (1 = p) 77—y —1p) = np(1 p)[n N J
N
E(Zy) = — 1)p(1 — .
(Zo) = n(n=1)p(l —p) 57—

. (g PN . . N-—-m

La suite de terme général E(Z;) est géométrique de premier terme n(n — 1)p(1 — p) N1 et de raison N1
N N —m\F
Alors:| Vk € N, E(Z,) = n(n—1)p(1 — p) ﬁ(Nq) :
N-m . N —m\* U

‘ N ’ <1 donc'kEToo(N—l) = 0. Ainsi kEerQE(Zk) =0|




