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EXERCICE 1

Remarque Dans la suite si A est une matrice de M3(R), nous noterons Sp A I’ensemble de ses valeurs

propres et SEP (A, \) le sous-espace propre de A associé a la valeur propre \ de A.

a 0 0
Si a, B 7y sont trois réels nous noterons Diag (c, 3,7) la matrice diagonale | 0 5 0
0 0 v
a c b 1 0 0 0 0 1 01 0
Q1. V(a,b,c) e R®, M(a,b,c)=|c a+b c¢|=a |0 1 O]+b[0 1 O0]+c|1 0 1
b c a 0 0 1 1 0 O 01 0
1 0 0 0 0 1 01 0
Posons I=(0 1 0}|,J=10 1 0),K=(1 0 1].Sia,betcsont trois réels quelconques,
0 0 1 1 0 0 01 0
I, J, K sont trois matrices de M3(R) qui ne dépendent pas de a, b, c et M(a,b,c) =al+bJ+cK.

00 1 0 0 1 100
JP=10 1 0 01 0f=|010]=I
100 100 00 1
010 010 101
K*=(1 0 1 101 0 2 0. Ainsi K2=1+J.
010 010 0 1
101 010 020
K}=K*’K=[0 2 0 1 0 1]=(2 0 2]=2K.DoncK?—-2K =0u,w)-
101 010 020
101
JP=1| |[K*=10 2 0 K*=I1+J| |K*=2K|
101

’ X3 —2X est un polynéme annulateur de K. ‘

X3 —2X est un polynome annulateur de K et X —2X = X (X2 - 2) = X(X — vV2)(X +V2).

X3 —2X est donc un polynéme annulateur de K dont les racines sont —v/2, 0, v/2. Ainsi:

les seules valeurs propres possibles de K sont —v/2, 0 et /2.

Q2. ’ Ici il faut sans doute comprendre que P doit étre une matrice orthogonale. ‘




1 1 1
Remarque P = | —1 0 2 | est une matrice inversible de M3(R) et {PK P est la matrice diagonale
0o -1 1
-2 0 0
0 0 0 | mais P~! n'est pas égale a'P!!
0 0 8

K est une matrice symétrique et a coefficients réels donc K est diagonalisable. Mieux il existe une matrice

orthogonale P, de M3(R), telle que ! PK P soit une matrice diagonale.

Il existe une matrice P de M3(R) telle que P~ =P et telle que D = ' PK P soit une matrice diagonale.

Les valeurs propres possibles de K sont —v/2, 0 et v/2. Regardons si ces réels sont des valeurs propres de K.

Z Y
Soit X = | y | un élément de M31(R). KX = | z+ 2
z Y
y=0 —0
KX = 0pm;, (1) = {x+z:0 = {y_
: z=—x
y=0
1
Ainsi 0 est valeur propre de K et le sous-espace propre associé est la droite vectorielle engendrée par | 0
-1
y=¢eV2zx y=eV2x

Soit € un élément de {—1,1}. KX =evV2X <= 24+ 2=cV2y =1 ev2z=¢V22
y=¢ev2z x+z:(€\/§)2x

y=¢ev2z
KX=e2X—={ -, <:>{y:g\/§x
r+z=2x S

Ainsi £v/2 est valeur propre de K et le sous-espace propre associé est la droite vectorielle engendrée par
1
£v2
1

Finalement K possede trois valeurs propres —v/2, 0 et v/2.

1 1 1
Posons X7 = | —v2 |, Xy = 0 et X3 = [ v2
1 -1 1

1Xall = V12 + (V22 + 12 = Vi = 2, Xl = VPO + (17 = V2 et Xl = 12+ (v2)? +12 =
Vi =2.

1 1/2 1 1/V2 1 1/2
Dés lors posons V) = —— X7 = | —v2/2 |, Yo = —— Xy = 0 et Y3 = —— X3 = \/5/2
”XlH 1/2 ||X2|| _1/\/§ ||X3H 1/2

Alors (Y]) est une base orthonormée de SEP (K, —v/2), (Y2) est une base orthonormée de SEP (K,0) et
(Y3) est une base orthonormée de SEP (K, /2).
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K est une matrice symétrique & coefficients réels dont les valeurs propres sont —v/2, 0 et /2. Ainsi
SEP (K ,—\/i), SEP (K,0) et SEP (K, \/5) sont trois sous-espaces vectoriels deux a deux orthogonaux
de M3 (R) et M31(R) =SEP (K,—+2) & SEP (K,0) & SEP (K, V2) (K est diagonalisable).

Alors B = (Y1,Y2,Y3) est une base orthonormée de Ms 1(R) contituée de vecteurs propres de K respective-

ment associés aux valeurs propres —\/5, 0 et /2.

Notons alors P la matrice de passage de la base canonique de M3 1(R) & la base B.

1/2 1/vV2  1)2 1 1 V2 o1
L.P=|-v2/2 0 V22 == -V2 0 V2
12 —1/v/2 1/2 2 U R

2. P est une matrice orthogonale comme matrice de passage d’une base orthonormée a une base

orthonormée ; ainsi P est inversible et P~1 =P,
-2 0 0

3.'"PKP =P 'KP = 0 0 0 | =Diag(—v2,0,v2).

0 0 V2

oo V2 o
SiP= 3 ) 0 v2 |. Alors P est une matrice inversible d’inverse P, D='PKP est la
1 _

V2 1
matrice diagonale Diag(—+v/2,0,v/2) et —v2 < 0 < /2!

Q3. Soient a, b et c troisréels. M = M(a,b,c) =al+bJ+cK =al+b(K?—I)+cK = (a—b) [+c K+bK?2.

| M =M(a,b,c)=(a—b)I+cK+bK" |

tPMP="P((a—b)I+cK+bK?*)P=(a—b)'PIP+c'PKP+b'PK*P.

'PMP = (a—b)P~'P+cP'KP+bP'K2P=(a—b)I+cD+b(P'KP)2=(a—b)I+cD+bD>2

10 0 V2 0 V2 0 2
tPMP=(a—0) [0 1 0] +c¢ 0 0 0 |+b 0 0 0
0 0 1 0 0 V2 0 0 v2
a—b—cvV24+2b 0 0 a+b—cv2 0 0
tPMP = 0 a—"b 0 = 0 a—b 0
0 0 a—b4+cvV2+20b 0 0 a+b+cV2

Si a, b et ¢ sont trois réels et si M = M(a,b,c) alors:

a+b—cv2 0 0
PIMP =tPMP = (a—b)I+cD+bD?= 0 a—b 0
0 0 a+b+cyV2

ou P"'MP =tPMP = Diag(a +b—cv2,a—b,a+b+c\2).

Soient a, b et c trois réels.



M = M(a,b,c) est semblable & la matrice diagonale Diag(a +b — c¢v/2,a — b,a + b+ c/2).

Ainsi Sp M = SpDiag(a+b—cv2,a—ba+b+cv2) ={a+b—cv2,a—ba+b+cv2}.

Si a, b, ¢ sont trois réels, I'ensemble des valeurs popres de M = M (a, b, ¢) est {a+b—c+/2,a—b, a+b+c/2}.

Soient a, b et ¢ trois réels. Cherchons le nombre de valeurs propres distinctes de M = M (a, b, ¢) ainsi que

Ses sous-espaces popres.
Posons M =a+b—cv2, o =a—bet \3=a+b+cv2.
Nous avons vu que M = M (a, b, ¢) est diagonalisable et que Sp M = {A1, A2, A3}

M=(a—bI+cK+bK?donc M =Q(K) ol Q est le polynéme (a —b) +cX + b X2,
1/2 /2 1/2

Rappelons que Y1 = | —v/2/2 |, Y3 = 0 et Y3 = | v/2/2 | sont trois vecteurs propres de K
1/2 —1/V2 1/2

respectivement associé aux valeurs propres —\/5, 0 et \@
Alors KYl = 7\/§Y17 KY2 =0x )/2 et KYg = \/§Y3

Le cours nous permet alors de dire que MY; = Q(K)Y; = Q(—2)Y1, MY, = Q(K)Ys = Q(0) Yz et
MYs;=Q(K)Ys = Q(vV2)Ys.

Un calcul simple (en fait déja fait) donne Q(—v/2) = A1, Q(0) = Az et Q(v/2) = As.

Ainsi (Y7,Y5,Y3) est une base ortonormée de M3 1(R) constituée de vecteurs propres de M respectivement

associés aux valeurs propres i, As, As.

e Si A1, A2 et A3 sont trois réels deux a deux distincts, M admet trois valeurs propres deux a deux distinctes

et les sous-espaces propres de M sont nécessairement des droites vectorielles.
Plus précisément : SEP (M, A1) = Vect(Y71), SEP (M, A2) = Vect(Ya) et SEP (M, A3) = Vect(Y3).

e Si A\; = Ay = A3, M n’admet qu’'une valeur propre et comme M est diagonalisable le sous-espace propre

associé est M3 1(R).
e Supposons que deux des réels A1, Az, A3 soient égaux et que le troisieme soit distinct des deux précédents.
Il existe trois éléments ¢, j k de [1,3], deux & deux distinctes, et tels que \; = A; # Ag.

Comme M est diagonalisable, M possede deux sous-espaces propres dont I'un est de dimension 1 et I'autre

de dimension 2.

(Y;,Y;) est une famille libre de SEP (M, A;) qui est alors de dimension au moins 2. Ce qui précede montre

que SEP (M, );) est de dimension 2. (Y;,Y;) est finalement une base de SEP (M, \;).



De plus SEP (M, \i) est nécessairement de dimension 1 et il est engendré par (Y%).
Il ne reste plus qu’a examiner les conditions sur a, b et ¢ qui donnent ses différents cas.
M=X<>at+b—V2c=a—-b+=2b=V2c <+ c=2b.
As=X¢=a+b+V2c=a—bs= —2b=+2c > c=—V2b
M=N<=a+b—V2c=a+b+V2c<c=0.
Ainsi :
ec=b=0donne \{ = Ay = A3 =a;
ec=0etbA0donne \y =3 =a+b# Xy =a—b;
ec=+2betb#0donne \y = o =a—b# X3 =a+3b;
ec=—2betb#0donne \o=Xs=a—b# X\ =a+3b;
e dans les autres cas A\, Ay et A3 sont trois réels deux a deux distincts.

Il ne reste plus qu’a conclure en faisant la synthese des résultats obtenus.

Sib=c¢=0, M = M(a,b,c) admet une seule valeur propre a et SEP (M,a) = M3 1(R) ‘

Sic=0et b#0, M = M(a,b,c) admet deux valeurs propres distinctes: a + b et a — b.

1/2 1/2 1/v/32
Dans ce cas SEP (M,a+b) = ([ —v2/2 |, [ v2/2 | ) et SEP (M,a — b) = Vect ( 0
1/2 1/2 —1/V/2

Sic=+v2betb#0, M = M (a,b,c) admet deux valeurs propres distinctes:a — b et a + 3b.

1/2 1/V2 1/2
Dans ce cas SEP (M, a —b) = Vect ( | —v2/2 |, 0 ) et SEP (M, a+3b) = Vect (| v2/2
1/2 ~1/V2 1/2

Sic=—v2betb#0, M = M(a,b,c) admet deux valeurs propres distinctes:a — b et a + 3b.
1/v2 1/2 1/2
Dans ce cas SEP (M, a — b) = Vect ( 0 .| V2/2 | ) et SEP (M,a+3b) = Vect ( | —v2/2
—1/2 1/2 1/2




Dans les autres cas M = M(a, b, c) admet trois valeurs propres deux & deux distinctes a +b—+v2¢, a —b
eta+b+v2c.
1/2 1/v2
De plus SEP (M,a+b—v2¢) = Vect (| —v2/2 | ), SEP (M,a — b) = Vect ( 0 ) et
1/2 —1/V2
1/2
SEP (M,a+b+v2¢c) = Vect (| v2/2 |).
1/2
4. Icia=4,b=2et c= 2.
4 V2 2
Alors M= vV2 6 V2|, M=442—-V2V2=4 ) =4—-2=2ctA\3=44+2+/2V2=238.
2 V2 4
M admet trois valeurs propres distinctes 4, 2 et 8. De plus:
1/2 1/v2 1/2
SEP (M,4) = Vect ( [ —v2/2 | ), SEP (M, 2) = Vect ( 0 ) et SEP (M, 8) = Vect ( [ v2/2
1/2 —1/v2 1/2
1/2 1/vV2  1)2 40 0
SiP=|-v2/2 0 V2/2 | alors tPMP = P~'MP est la matrice diagonale D = [ 0 2 0
/2 —1/v2 1/2 0 0 8

L’énoncé est encore approximatif & ce niveau. Dans la suite (z,y, ) est implicitement un élément de R3 —
x

{Ops} et ainsi X = | y | est un élément non nul de M3 (R).
z

X2 =tX'X = {({PX)'PX =tX!(tP)!PX =tXP!PX = tXPP1X = XX = || X|2.

LIX7)2 = 11|
4 0 0 i 47
EXMX =tXPD'PX ='('PX)D'PX ='X'DX'=(z'y/2)| 0 2 0| |y | =@&y2)| 2y
0 0 8 Z 87

Ainsi IXMX = 42?2 +2y"? + 822, De plus || X||? = || X'||> = 2" + y% + 2/?. Alors

4x/2 +2y/2 +82’/2
x'2 +y/2 +Z’2 ’

f(m’y7z) =

a. ii. 2(22 + 9% +22) <42? + 292 + 822 <8 (% +y'? + 2?) car 22, y'?, 2/? sont trois réels positifs.
4$/2+2y/2+82/2
x’2+y’2+z’2
fla,y,2) =2 =422 +2y% +827 =2 +y? +2?) =227 +62? =02 =2 =0.

Donc 2 £ < 8 et ainsi 2 < f(x,y, 2) < 8 puisque 2% + y2 + /2 = || X||? > 0.

f(m,y,2) =8 =422 +2y? + 822 =8(a? +y? +2?) <= 42? +6y? =0<=2' =y = 0.



1 V2 o1 , 1
— _ — — — _ 2
, 2 2 2 v = 5(r=V2y+z)
X X
1 1 1
Or "l=X'=tPX=| — 0 —— CAinsi< Y= —(z—2z
g, V2 v | \Y )
1
1 @ 1 2= f(x—i-\/iy—i—z)
2 2 2 2

T —V2y+2=0 -
Alors f(x,y,z)zQ(:){ Y (:){y 0

r+V2y+2=0 F=T
z=x
Et f(z,y,2) =8 < ToV2y+a=0 2z > (z,y,2) € Vect ((1,v2,1)))
z—2=0 y_ﬁ_ 2z

Résumons. V(z,y,2) € R® — {0z}, 2 < f(2,y,2) <8.
V(@,y,2) € R® = {0}, f(2,y,2) = 2 <= (2,9, 2) € Vect ((1,0,-1)).

Y(z,y,2) € R® = {0ps}, f(z,y,2) = 8 <= (z,9, 2) € Vect ((17 V2, 1))

Le minimum de f est 2 et il est atteint en tout point de Vect ((1,0,—1)) — {Ops}.

Le maximum de f est 8 et il est atteint en tout point de Vect ((1,v/2,1)) — {Ogs}.

Remarque Les fans de Rayleigh ne seront pas surpris par ces résultats...

b. i. | Soit B une solution de 1’équation ‘ BM = BB? = B3> =B?B = MB.

’ B et M commutent.

Soit A une valeur propre de M et X un élément du sous-espace propre E) de M attaché a la valeur propre

A

BMX = MBX donc B(AX)=MBX ou MBX = A\BX ; ainsi BX appartient a E}.

Si A une valeur propre de M et X un élément du sous-espace propre Fy de M attaché a la valeur propre

A alors BX appartient a E)

Soit ¥ un vecteur propre de M. Notons v la valeur propre associée. Y # Opq, ,(r) et MY =Y.
M ayant trois valeurs propres deux a deux distinctes, ses sous-espaces propres sont des droites vectorielles.
Ainsi le sous-espace propre E., de M associé & la valeur propre 7 est Vect(Y).

Or BY € E, donc il existe un réel 7' tel que BY =~'Y. Comme Y n’est pas nul, c’est un vecteur propre

de B (associé & la valeur propre ~').



’ Les vecteurs propres de M sont des vecteurs propres de B.

Montrons que A = *PBP est une matrice diagonale. Notons (E1, F2, E3) la base canonique de M3 1 (R).
Soit j un élément de [1,3]. PE; est la j°™¢ colonne de P c’est donc Y;. PE; =Y; et P71Y; = Ej.
De plus Y; est un vecteur propre de M donc de B ; do; € R, BY; = o; Y.

Alors AEJ = tPBPEJ = PilBij = Pil}fj = Ej.

a1 O 0
Ainsi la j®™m° colonne de A est «; E; et ceci pour tout élément j de [1,3]. Donc A= 0 as 0
0 0 Q3

A ='PBP est une matrice diagonale. ‘

b. ii. Oublions pudiquement le texte et résolvons ’équation.

Nous venons de voir que si B est solution de I’équation il existe une matrice diagonale A telle que

A ='PBP = P 'BP ou telle que B = PA'P = PAP~..

Ainsi les solutions de I’équation sont “de la forme” PA!P = PAP~! ot A est une matrice diagonale de

M;3(R).
Considérons alors une matrice diagonale A = Diag (81, da,3) de M3(R) et posons B = PA!P = PAP~.

Alors B2 = M <= (PAP 12 = M <= PA2P~! = M <= A? = P"1MP = Diag(4,2,8).

62 =4
B? = M < A? = Diag(4, 2,8) <= Diag(0%,63,62) = Diag(4,2,8) <= ¢ 62 =2
62=38

(51:201151:2
B2:M<:>{62:\/§OU§2:—\/§
(53:2\/5011(53:—2\/5

L’ensemble des solutions de I'’équation B € M3(R) et B? = M(4,2,1/2) est:

0
Pl o V2¢ 0 tP; (e,e'e”) e {~1,1}®
0

Ou encore :

e+V2e +2e"  2¢" —V2e -2 +V2¢&"
2¢" —\/2¢ 2¢+242¢" 2¢" —\/2¢ :(e,€'e") e {~1,1}3
e—V2e +2e" 2" —\2e e+V2e +V2¢"

Il n’échappera alors a personne que:



I’ensemble des solutions de 'équation B € M3(R) et B? = M (4,2,V2) est :

{M <e+\/§5’+\/§5” e —V2e +2e" 2" — \/§£>

2 ’ 2 ’ 2

i (e,6'e”) e {—1, 1}3}.

EXERCICE 2

1. Montrons par récurrence que, pour tout élément n de N, u,, est défini et u,, > /n.
e La propriété est vraie pour n = 0 car ug > 0.

e Supposons la propriété vraie pour un élément n de N et montrons la pour n + 1.
uy, est défini et u, > /n >0. Ainsin+1+4u, >n+120.

Alors upy1 = v/n+ 1+ uy, est défini et u,41 = v/n + 1. Ceci acheve la récurrence.

’ Pour tout élément n de N, u,, est défini et u,, > /n. ‘

2. a. Soit z un élément de R*. (1 —/z)> > 0donc 1+ 2 — 2/ >0 et ainsi vz < = (1 +2).

|~

Ve e R, Vo< - (1+a).

DN | =

U

b. Montrons par récurrence que, pour tout élément n de N, u,, < n + 2—2~
U

e La propriété est vraie pour n = 0 car ug < up =0+ 2—8-

e Supposons la propriété vraie pour un élément n de N et montrons la pour n + 1.

1 1
n+ 1+ u, appartient a R* doncun_,_l:\/nJrlJrung5(1+n+1+un):1+E+7un.

2 2
1
L’hypothese de récurrence donne alors: uy41 < 1+ g + B (n + ;7?) =1+ g + g + 2:21 =n+1+ 2::;-

Ainsi s’acheéve la récurrence.

U,
Vn € N, un<n+—0-

27’7,
Ce qui précede donne:Vn € N*, 0 < up_1 <n—1+ 2:81 <n+ 2:21.
. Up—1 _ 1 1 g ) 1 1 wu
DOHCV”EN,Og n2 \n+’r[,22n_10rnllvrfoo(n+7’122"_l =04+0x0=0.

. . Unp—1
Il vient alors par encadrement: lim n—z =0.
n—+4oo N
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. Unp—1
La suite ( B ) converge vers 0.
n n=1

=

— 1 n— . mn
c. Vn e N, %#W#w L Alors Tim U — VOO — 0.
n

n? n n2 n—-+too M

. Un
La suite (—) converge vers 0.
n /nx1

Wn € N*, /il <y, = /A F in 1 done ¥n € N7, 1<3",\/1+ﬁ,
n n

o u Un—1
Ainsi Vn € N*, 1 < —= < /1 4+ —= 1!
vn
Unp, Up—1
VneN* 1< —= <4 /1+
) \/’FL n
_ Up—1 N —1
Comme lim u—":O, lim Un—1 _ lim <n L )0><10.
n—+oo N n—+4oo N n—+too \n — 1 n

Up— u
Alors lim (/1 + —= = 1. L’encadrement obtenu plus haut donne alors: lim —= = 1. Ainsi:
n—-+o0o n n—-+o0o \/ﬁ

Un ~  /n.

n—-+oo

Remarque Il est clair que 'encadrement est parfaitement inutile et que le résultat s’obtient presque directe-

ment.

3.

1
Vi+ax=1+ 5% + o(z) au voisinage de 0.

1 1
Donc vV14+z—-1= 5334—0(3:) au voisinage de 0. Alors v1+z —1 ~03 %

Or lim u"_l:O,doncun—\f:«/n—l—un_l—f:\/ﬁ[ 1+UY;L_1—1] ~ /n Un—1,

1
oo 7 ntee V2 T

vn—1 1
Comme up,_1 ~ Vn—1lalorsu, —+vn ~ +/n i ~ \/ﬁ@:,.

n—+oo n—+oo 2n n—+oo 2n 2

. L 1
La suite de terme général w,, = u,, — /n converge vers 5

Vn+vn—1 T ntvno1 Jatvn-1

A VneN, i viTe WiV D(Vet V-1  n-(n-1) 1

1
Comme: lim

——— =0
n—+too \/n4++/n—1
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lim (\f—\/n—l) = 0.

n—-+4oo

Vn € N* up—tp—1 = (un—v/n)—(tn_1—vVn — 1)+ (vVn—vn—1). Alors lim (up—up_1) = 1—1—0 =

n—-+oo 2 2

nEIJIrlOO (un — un_l) =0.

Ce résultat peut encore s’écrire:Ve e R**, Ip e N*, Vn e N* n > p= |u, —up_1| < €.

1
En prenant ¢ égal a 3 on obtient l'existence d’un élément Ny de N* tel que:

1 1 1
VneN*, n>Ny= |up, —up_1 <§oan€N*, n}Noé—§<un—un_1<§~

1
Il en résulte que Vn € N*, n > Ng = U1 — 3 < Up,.-

. R . 1
Comme Ny appartient a N*| on peut encore écrire Vn € N, n > Ny = u,_1 — 3 < Up.

Ce qui permet tres largement d’affirmer que:Vn € N, n > Ny = up—1 — 3 < Uy,.

Ainsi, conformément au texte ont peut dire:

1
Il existe un entier naturel Ny tel que pour tout entier naturel n, si n > Ny alors u, > u,_1 — 3

Soit n un élément de N*. w41 — Up = vV + 1+ u, — \/n + up—1. Alors:

(\/n+1+un7\/n+un_1) (\/n+1+u"+\/n+un_1) _ (n+1+un)—(n7un_1)
VRt T+ uy + /N F up_1 _\/n—i—l—i—un—i—\/n—i—un,l.

_ 14wy — Up_1

Vit ltunt+ Vi Fun

Up+1 — Up =

Finalement ;41 — up

Ainsi 41 — uy, est du signe de 1+ uy, — up—1 car v/n+ 1+ u,, + /7 + u,_1 est strictement positif.

’ Pour tout élément n de N*, u, 1 — uy,, est du signe de 1 + wu,, — up—1.

Soit n un entier naturel tel que n > Np.

1 1 1
Alors u,, > Up_1 — 3 donc 1 +uy —tUp_1 =>1— 5=3 Ainsi 1 4+ w,, — u,_1 est tres largement positif.

Or u,41 — uy, est du signe de 1+ u,, —u,—1 (car n est dans N* puisque Ny € N*) donc w41 — u,, est positif.

Finalement Vn € N, n > Ny = tp41 — Uy = 0. Alnsi:

’ La suite (u,) est croissante & partir d’un certain rang,. ‘

5. Voici une version récursive.
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Function suite(n:integer;u_0O:real):real;

1
2
3 begin

4 if n=0 then suite:=u_0

5 else suite:=sqrt(n+suite(n-1,u_0));
6 end;

Ajoutons une version itérative sans doute plus raisonnable...

1 Function suite(n:integer;u_O:real):real;

var i:integer; a:real;
begin

a:=u_0;

for i:=1 to n do
a:=sqrt(i+a);
suite:=a;

end;

© 00 N D Uk W N

PROBLEME

Partie I: Un calcul d’intégrale.

~ 1
1. Soit av un réel. fo:t — RESRE est continue et positive sur [0, +oo].
Not /+m dt i et seul t'/+oo di t que faot) !
otons que ————— converge si et seulement si ————— converge et que ~ =
me . aree 8 L Q) e e aie Joll), T f2a
+oo
. . L P . . dt
Les régles de comparaison des intégrales généralisées de fonctions positives montrent alors que m
oo dt 1
est de méme nature que / —
1 t204
Cette derniere intégrale converge si et seulement si 2a > 1 ou o > 3 Finalement :
. . et : .1
Pour tout réel «, l'intégrale J, = ——— converge si et seulement si o > —-
0 (14 t2) 2
t2
2. Soit « un réel de Uintervalle [1, +o00[ (ou de l'intervalle }%,—l—oo[). ho it — m est continue sur
[0, +o0].
Fi A dans [0, +oo| et Vt € [0, 400, u(t) =t et v(t) ! ! t t de classe C!
ixons ans ool et posons ool, u(t) =tet v(t) = —— ————. u et v sont de classe
) 1% 9 ) 2a (1 + tQ)a
sur [0, 4+o0[.
1 a(2t) (1 +¢2)e-t t
~ . / — / — —
De plus: Vit € [0, +oo], w'(t) =1, Vt € |0, +oo], v'(t) = 5o (— 1) = —|—t2)0‘+1.



Notons que h, = uv’. Une intégration par parties alors claire donne :
A 2 A A
t 1 1 1 1
/ ————dt= |t | —— ——— —/ Ix|—— ) ————dt.
o (14¢2)ett 2a (1+t2)2 /], 0 2a) (1+1t2)>

/Atht_ 1A+1/Adt
o (L4t ™ 24 (14 A2 " 2a J, (1+12)

A 1
li —— =0 ~ = t2a—1>0.
A T r A2~ T F A7 At AZa AZa—1 02X T2
A Qe 4 2 1
Nous avons également lim / ——— = J,. Alors lim ——dt = — J,.
A—+o0 /g (1 +t2)o‘ A—+oo [y (1 +t2)o‘+1 2
“+oo t2

Pour tout réel « de [17 +OO[ (Ou de ]%, +OOD, /(; W

1
1 dt existe et vaut — J,,.
2«

Soit a un réel de D'intervalle [1,+oo[ (ou de lintervalle |3, +oo]).

+o00 2 +o00 2 +oo 2
t t 1 14+¢
0 dt+ Joqp1 = dt = ——dt.
| e = [ (v aree) 0w

D ——dt + J = ——— = J,.
onc/0 (@) + Ja+1 /0 1+ 2)° a

+oo 2
t 1 2a0—1
Ainsi Jop1 = Jo — ————dt=Jy — — Ju = Ja-
St Jartt /0 (1+2)a+ 20 20
. 1 200—1
Pour tout réel a de [1,400[ (ou de |5, +00[), Jay1 = 5 Ja.
o
A
3. Ji= lim i = lim [arctant]A: lim arctan A = T
A—+o0 Jo 1+t2 A—+o00 0 A—+4o00 2
T
Jl - 5
gy 2(n—1)—1_2(n-2)—1 2x1-1 ~ (2n-3)2n-5)---(1)
In = Stn—1)  2m-2 " T2x1 xJ1= 2n=1 (n —1)! 1
« 2n—-2)2n—-3)2n—-4)(2n—->5)---(2)(1) 7 (2n — 2)! N
n — 1=
2 (- D120 - D)2m 2] @ ' i 1)
2n — 2)!
Montrons alors par récurrence que:Vn € N*, J, = (n—)2
2071 (n— 1)1]
2n — 2)! !
e La propriété est vraie pour n = 1 car pour n = 1, (2n ) = 0 =1

[2n-1 (n—1)1]*  [1x 0
e Supposons la propriété vraie pour n dans N* et montrons la pour n + 1.

2n—1J _2n—1 (2n — 2)! J (2n)(2n—1) (2n — 2)!

J = = = J .
i 2n " 2n 201 (n - 1)!]2 ! (2n)? (271 (n — 1)!]2 !
2n)! 2n)!
Jni1 = [2n2”£1 7(2 i J = [2(n :3]2 J1, ce qui acheve la récurrence.

13
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(2n —2)! I (2n —2)!

Vn e N*, J, = 5 J1 = p)
[27=1 (n —1)!] [27=1 (n —1)!]

o3

Partie I1: Loi de Student a n degrés de liberté.

+oo

1. Soit n un élément de N*. Montrons d’abord ’existence de / gn(t) dt. Notons que g, est continue,
—00

paire et (strictement) positive sur R.

“+o0

—+oo
Pour montrer la convergence de / gn(t) dt il suffit donc de montrer la convergence de / gn(t) dt ou
0

“+o0o
de / gn(t) dt
1

t2 - il 1 +oo t
gn(t) ~ () =272 TESE /1 converge car n+ 1 > 1 et g, est positive sur [1, +ool.

— 00

t—+oo \ 2 tn+l

Les regles de comparaisons des intégrales généralisées de fonctions positives montrent alors la convergence

de / gn(t) dt et ainsi de / gn(t) dt.
1

— 00
+oo
gn étant strictement positive sur R, / gn dt est également strictement positive.
—0o0
+oo 1
Posons alors k,, = / gn(t) dt; K, est un réel strictement positif. Posons encore f, = 7 In-
o n

e f, est continue sur R car g, est continue sur R.

e f, est positive sur R car g, est positive sur R et k,, est un réel strictement positif.

+oo +oo
° / fn(t)dt converge car / gn(t) dt converge.

+o0 1 +o0 1
Mieux / fa(t)dt = . / gn(t)dt = T k, = 1. Finalement :
+oo

si n appartient a N* et si k, = /

—0o0

1
gn(t)dt, fr, = T 9n est une densité de probabilité.

“+o00 “+ o0
Soit n un élément de N*. g, étant paire sur R, k,, = / gn(t)dt =2 / gn(t) dt.
0

— 00

t

pit — T est de classe C! sur [0, +oo| et strictement croissante. Elle définit une bijection de [0, +oo[ sur
n

[0, +o00].

+oo

Ceci suffit pour s’autoriser a faire le changement de variable u = gn(t) dt. On obtient alors:

t
—— dans
Vn 0

“+o0 —+oo t2 *HTH —+o00 _—
/ gn(t)dt:/ <1+) dt:/ ((1+u2)—T \/ﬁ) du = v/n Jusr. Ainsi:
0 0 n 0 2

W¥n € N, kp =2/ Jus.
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2. a. et b. Gagnons un peu de temps en fixant r dans N* et en étudiant ’existence d’un moment d’ordre

r pour X.

+oo

—+oo
1l s’agit donc d’étudier 'existence de 'intégrale / t" fn(t) dt ou de / t" fn(t) dt car f, ala parité de
0

— 00

r sur R.

+oo
Observons que t — " f,,(t) est continue sur R. Notons encore que / t" fn(t) dt converge si et seulement

—+00 —+o00 0
si / t" gn(t) dt converge ou si et seulement si / t" gn(t) dt converge.
0 1
+o0o
Retenons alors que X posseéde un moment d’ordre r si et seulement si / t" g, (t) dt converge et étudions
1

la nature de cette intégrale.

t — t" g, (t) est continue et positive sur [1,+oo[. De plus:

_ntl _ntl nt1
t2 2 t2 2 ndl n—=
r _gr v ~ r v N —(n+1) _ v .
t"gn(t) =t <1+ n) Hﬂozf (n) n =z t"t pr. -
+o0 400 nn_zH
Ainsi / t" gn(t)dt est de méme nature que / Wdt. Cette derniere intégrale converge si et
1 1

seulement sin+1—1r >1oun > r. Finalement :

’ X possede un moment d’ordre r si et seulement si n > r. ‘

’ X possede une espérance si et seulement si n > 1. ‘

’ X possede un moment d’ordre 2 ou une variance si et seulement si n > 2. ‘

—+oo
t — t fn(t) étant impaire sur R, / t fn(t)dt = 0 pourvu que l'on ait n > 1. Finalement :

— 00

’Sin>1,E(X):O.‘

—+o00 +oo
Supposons n > 2. V(X) = E(X?) — (E(X))2 =E(X?) = / t2 fo(t)dt =2 / 2 fo(t) dt.
—o0 0
n+1
2 “+o0 ) “+oo t2 — T2
V(X)=-— t2gn(t)dt = — (14— dt.
&) k/o om0 kn/o (+n)
t
Le changement de variable u = — déja justifié dans Q1 donne alors :

\/ﬁ
V(X)= 2 /0+00 (nu2 (1 +u2)_nT+1 \/ﬁ) du = 2y/nn /;OO ( u2n71 du.

kn 1—|—u2) —+1
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n—1
! -2
Or kp, =2nJnss et, dapres I Q2, Joss = Jn1,, = —2———Jn 1 = n Jn-1 (toujours parce que
2 2 7 +1 %1 p) n—1 2
ne1 n—2
5= 2> 1). Alors ky, = 2v/n —— Jn-1.
n—1 "2
2
Ainsi V(X) = \/ﬁ:f_g Jo1 = —0—.
(n_1)2\/ﬁn_1jn,;1 z n—2
n
Sin>2 V(X)= .
n ) ( ) n_2

Partie III : Simulation d’une loi.

1. Posons T' = tan © et notons Fr la fonction de répartition de T et Fg celle de ©.

o (-3)

[,F@(ff):ﬂ :% [erg}

Rappelons que Vz € }—oo, —g[,F@(x) =0,Vr e [—g, g
et Vo € [%,—i—oo[,F@(m) =1.

Vr e R, Fr(z) = P(T <z)=P(tan® < z) = P(O < arctanz) car arctan est croissante sur R et © prend
7r
27210

ses valeurs dans ] —

Or Vx € R, arctanx €

2
}

8-

{, par conséquent : Vo € R, Fr(x) = Fg(arctanx) = [arctanx + g}

0l

m
2 )

1
Ve € R, Fp(z) = - [arctanx + g}

1
arctan est de classe C' sur R. II en est donc de méme pour Fp:z — — [arctan:c + g]
m

Ainsi Fp est une variable aléatoire & densité et F. en est une densité.

1
/ _ [ 3 .
Notons que Vx € R, FT(t) = m Alors FT = fl. Finalement :
T = tan © est une variable aléatoire a densité admettant pour densité f1: 0 - —————-
m (14 22)

2. Y =tan©® =T'!! Ainsi Y est une variable aléatoire a densité admettant pour densité f;. Par conséquent :

Y =tan© et Y suit une loi de Cauchy.

3. Réecrivons le programme pour commencer.

1 Program simu;

var u,x:real;
begin

randomize;
u:=pi*random-pi/2;
x:=sin(u)/cos(u);
writeln(x);

end.

[ BN B NG| BN U N ]
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Random fournit un réel choisi au hasard dans 'intervalle [0,1]. Comme z — 7wz — g définit une bijection
T

de [0, 1] sur [—5, 5 {, I'instruction u: =pi*random-pi/2 affecte & la variable u un réel choisit au hasard

dans [—

™ w[
27210
On affecte alors a la variable x la tangente de ce nombre et on D'affiche.

T
Rassurons nous en disant que la probabilité pour que l'on affecte a u la valeur —3 est nulle.

Ainsi ce programme simule la variable aléatoire Y = tan © qui suit une loi de Cauchy.

Ce programme simule la loi de Cauchy.

Partie IV : Obtention d’une loi de Cauchy a partir de lois normales.

1. a. Y est une variable aléatoire a densité de densité f. Le cours, ou presque, nous dit alors que

: f (m_lo) our — f(—x) pour

—-Y = (—1)Y est une variable aléatoire & densité admettant © — ]

densité.

’ —Y est une variable aléatoire & densité admettant x — f(—2z) pour densité. ‘

Notons que f est continue sur R donc F est de C! sur R et F' = f.
Montrons que Y et —Y ont méme loi si et seulement si f est paire.

e Supposons que Y et —Y ont méme loi. Y et —Y ont méme fonction de répartition. Notons F celle de —Y.

Par hypothese F=F.

f étant continue sur R, z — f(—=x) est une densité de —Y continue sur R. Alors F est de classe C! sur R et

Ve eR, F'(z) = f(—a).
Alors Vo € R, f(—xz) = F'(z) = F'(z) = f(z). Donc f est paire sur R.

e Supposons que f est paire sur R. Vo € R, f(—z) = f(z). Ainsi f est une densité de Y et de —Y donc Y

et —Y ont méme loi.

’ Y et —Y ont méme loi si et seulement si f est paire.

Dans la suite de ce a, f est paire donc Y et —Y ont méme loi. Ainsi F=F.

Vo €] — 00,0, G(z) = P(|Y| < z)=0.
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0 stz €] —00,0]

VZ‘ER; G(x):{2F(.T)_1 Sixe[ov—’_oo[.

0 +o0 +oo 0
f est paire sur R donc F(O)z/ f(t)dt:/ f(t)dtz/ f(t)dt—/ f(®)dt =1— F(0).
—o00 0 —0o0 —o0
1
Alors 2 F(0) — 1 =0 et ainsi F(0) = 3 On peut alors écrire :
0 si z €] — o0,0]

Vz € R, G(x):{zF(z)—l sixe[0,+00[.

G est nulle sur | — oo, 0] donc G est de classe C! sur | — oo, 0].
F étant de classe C* sur R il en est de méme pour 2 F — 1. Ainsi G est de classe C' sur [0, +o0].
G étant de classe C! sur | — oo, 0] et sur [0, +oo[:

1. G est continue sur | — 00, 0] et sur [0, +oo[ donc sur R;

2. G est de classe C! sur R — {0} au moins.

Ceci suffit pour dire que ’ |Y'| est une variable aléatoire & densité. ‘

Vz €] —00,0[, G'(z) =0 et Yz €]0, +o0[, G'(z) =2F'(z) =2 f(z).
Posons alors Vo €] — 00,0[, g(z) =0 et Yz € [0,+00[, g(x) =2 f(z).

g est une fonction numérique positive sur R qui coincide avec G’ sur R privé d’un ensemble fini de points

donc g est une densité de |Y|.

0 si z €] — o00,0]
La fonction g définie par Va € R, g(x) = est une densité de |Y|.
2 f(z) sixze0,400]

b. Soit = un élément de |0, 4+o0[. |Y] est une variable aléatoire & densité donc P(|Y| = z) = 0.

Alors 0=P(|Y|=2)=PY =2)+PY =—-2)=P(Y=2)+ P(-Y =2)=2P(Y =z) car Y et =Y ont
méme loi. Donc P(Y = z) = 0.

0=P(]Y]|=0)=P(Y =0); P(Y =0) =0.

Soit = un réel strictement négatif. —x est strictement positif donc P(Y = —z) = 0. Alors P(-Y =2) =0

donc P(Y = z) = 0 toujours parce que Y et —Y ont méme loi. Finalement :

(VzeR, P(Y =2)=0. |

VeeR, F(z)=P(Y <z)=PY <2)+PY =2)=PY <z)=1-PY >z)=1—-P(-Y £ —x).
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Y et =Y ayant méme loi il vient:Vz € R, F(z)=1-P(Y < —x) =1— F(—x).

(V2 €R, F(z) =1- F(-2).|

Soit z un élément de [0, +oo[. G(z) = P(|Y|<z)=P(-2 <Y <z)=PY <z)—-PY < —x).

Or P(Y = —z) =0donc G(z) = P(Y <2)—P(Y < —x) = F(z) - F(—2) = F(z) - (1-F(2)) =2 F(z) - 1.

Ainsi Vz € [0, 400, F(z) = 1%(;@)
Vo €] — 00,0], —z € [0, +00[ donc Vz €] — 00,0], F(—z) = 1+ (;(—x)
Ainsi Vz €] — 00,0], F(z) =1~ F(—z) =1 — 1“;(‘9”) _ 1‘2(—“7).
%(71) si z €] — o0, 0] %(79:) siz €] — o0, 0]
VreR, F(z)= _ ouVz € R, F(z) = LiC 1
%(x) six € [0’ +oo[ %(x) six € [0’ +oo[

Montrons alors que Y est une variable aléatoire a densité. Il suffit de montrer que F est continue sur R et

de classe C! sur R privé d’un ensemble fini de points.
|Y'| est une variable aléatoire & densité donc g est continue sur R — D ot D est un sous-ensemble fini de R.

Alors G est continue sur R, de classe C! au moins sur R — D et Vo € R — D, G'(z) = g(z).

1+G 1-G(—-
xr — —z et G sont continues sur R donc x — 1+Gl) etz — 1=Gl=n) sont continues sur R donc F est
continue sur | — 0o, 0] et sur [0, +oo[ donc sur R.
Posons D1 = DN 10, +oo[ et Dy = {—z;2 € D1}
1+G
G est de classe C! sur R — D donc + aussi.
) ) 1, 1 1
Alors F est de classe C' sur |0, +00[—D; et Vz €]0, +o0[—D;, F'(z) = 3 G'(z) = 59(:1:) = §g(\x|)'
x — —x est de classe C! sur R, Vz €] — 00,0[—Dz, —z € R — D et G est de classe C! sur R — D.
1—G(—
Alors x — # est de classe C! sur | — 00,0[—Ds ; F également.
, 1, 1 1
De plus Vx €] — 00,0[—D2, F'(x) = 3 G'(—z) = ig(—m) = 59(|x|)

Posons A = Dy U D U {0}. A est une partie finie de R et F est de classe C! sur R — A. Ceci acheve alors

de prouver que:

Y est une variable aléatoire & densité.
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1
Posons Vz € R, f(z) = 3 g(|z|). f est positive sur R et coincide sur R — A, donc sur R privé d’un ensemble

fini de points, avec G’. Ainsi f est une densité de ¥ = |X].

1
fix— 3 g(|z|) est une densité de Y.

2. Oui on peut toujours faire le changement de variable v = e?? mais il semble plus raisonnable de remarquer
_ce?t N _ce?t

quet — ——e~ 2 est une primitive sur R de ¢t — e?te™ 2

c

7C52t .
otons que t — e“'e est continue sur R.
Notons que t — e?!e™ "7 est cont R
A 2t 1 2t A 1 2 A 1
. , _ce _ce _ce c
Soit A un réel. Ete T dt = |——e "2 =——e 2 4+ -e 2.
0 C 0 C
0 2t 1 2 A 1
Alors 2te™ " dt=-e "7 ——e 2.
A C C
2A A 400
. ce . _ce2t 1 . _ce?t . _c
lim — = —oo donc lim e2te™ "7 dt = e 2. Alors €2t e "7 dt existe et vaut — e~ 2
A—+o00 2 —+o0 Jo C 0
24 0 0
. ce . _ce2t 1 1 . _ce2t .
lim — = 0 donc lim e2te " dt = = — Ze7 2. Alors €2t e "5 dt existe et vaut
A——o0 2 A——o0 A C C o
1 1 c
7_76_5
c c
[T o e 1 1 . 1 _. 1
Ainsi e“'e” 2 dt converge et vaut — — —e 2 + —e 2 = —.
oo c c c c

+oo 2t 1
2t —ce

/ e“'e” 2 dt converge et vaut —-

c

— 00

3. a. Notons @ la fonction de répartition de X. ¢ est une densité de X continue sur R donc ® est de C!

sur R et ® = ¢. Rappelons également que Vt € [0, +oo], P(|X| <t)=2®(¢) — 1.
Cherchons maintenant la fonction de répartition Fz de Z.

VeeR, P(Z<z)=Pn|X|<z)=P(|X|<e”) =2d(e") — L.

® et x — €% sont de classe C! sur R donc, par composition z — ®(e®) est de classe C! sur R.

Il est alors de méme pour Fz et ainsi:

Z est une variable aléatoire a densité. ‘

Z étant de classe C! sur R, FJ, est une densité de Z.

2 2z 2 2w
Ve e R, Fy(z) =2e" ®' (") =2e" p(e”) = efe” T =y —e%e 7.
™
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2 _e=22 .
T — 1/ —e Te 2 estune densité de —Z

2
b. Posons Vz € R, 9(z) = \/7695 e 7.
T

2 2 e22
lim ¢(z) =1/=x0xe =0, lim w(z)= lim (1/ — em_2> =0 et ¢ est continue sur R.
T——00 e xr—-+00 r—+00 e

Alors 1 est bornée sur R (air connu...)

Posons T'=1n

X/

=In|X|+ (—In|X]).

e X et X’ sont deux variables aléatoires indépendantes donc In |X| et (—In|X’]) sont également indépen-

dantes.
e In|X| et (-In|X’|) sont deux variables aléatoires & densité de densités respectives ¢ et @ — ¢(—x).

e 1) est une densité de In |X| et ¢ est bornée sur R.

—+o0
Alors T est une variable aléatoire & densité admettant pour densité h:z — V()Y (= (z—t))dt.
—0o0
—+o0 +o0 _
2 o2t 2 =2 (z—t) 2 (14e—22) 2t
Soit x un réel. h(z) = / (\/>et T T Ze T em 2 > dt =—e™" / e2te= 2 dt.
oo ™ 7r 7r oo
1+ e~2% étant un réel strictement positif nous pouvons utiliser 2 avec ¢ = 1 + e =272,
2 1 2 —x 2 2z ,—x 2 2x
11 vient alors h(z) = —e™® —————- Alors h(z) = — c =2 ° =2 ° .
™ 1+e 22 ml4e 22 we2®(1+e2%) 7 (e27+1)
2 eQw
T m est une densité de In d

c. Notons Fr la fonction de répartition de T' = In

X
et Fy la fonction de répartition de U = ‘X’ .

Observons que: U = e”.

U prend ses valeurs dans R** donc V& €] — 00,0], Fy(z) = 0.
Soit x un réel strictement positif. Fi7(z) = P(U < z) = P(e! < 2) = P(T < Inz) = Fr(Inz).

) Inx 2 Inx et ) ) tlnz 2
Fy(xz) == / h(t)dt = = [ Wdt = ALHPOO [arctan(e )]A = arctan x.

0 si z €] — 00, 0]

Vz € R, FU((E) = .
—arctanz  si z €]0, +00]
™

0 siz €] — 00, 0]

Mieux, pour la suite, Vz € R, Fy(z) = .
—arctanz siz € [0, +o0]
™
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Fys est alors de classe C! sur | — 00, 0] et sur [0, +oc[. Alors Fy; est continue sur | — 0o, 0] et sur [0, +-00[ donc

sur R, et Fy est de classe C! au moins sur R — {0}. Ainsi U est une variable aléatoire & densité.

2 1
— F! =0et F/ = .
Vo €] —00,0[, F;(z) =0 et Va €]0, 400, F{;(z) R
Posons Vz €] — 00,0[, fu(z) =0 et Vz € [0,+00[, f (x)—g#
Vb JU - ) y JU - 71+ a2

fu est une fonction numérique positive sur R qui coincide avec F}; sur R privé d’un ensemble fini de points.

fu est une densité de U

0 siz €] —o00,0]
La fonction fy définie par:Vax € R, fy(z) =1 2 1 est une densité de | —
——— siz € [0,+o0] X
w1+ 22
X
Posons Y = <

1) |Y| est une variable aléatoire & densité de densité fy .

2) D’apres 1. a X et —X ont méme loi car X est une variable aléatoire & densité admettant une densité

ont méme loi.

 continue et paire; ainsi ¥ = d et =Y = X

1
En appliquant 1. b on peut dire que Y est une variable aléatoire & densité et que z — 5 fu(|z]) en est une
densité.
111

1 1
TTiRE rita? = f1(z). f1 est donc une densité de Y. Ainsi

1
Vr € R, §fU(|J;D =

~-,; est une variable aléatoire a densité qui suit une loi de Cauchy.

)




