ECRICOME 2006 S J.F. COSSUTTA Lycée Marcelin BERTHELOT SAINT-MAUR

jean-francois.cossutta@wanadoo.fr

EXERCICE 1

Partie I : Quelques propriétés de f*.

1. Soit M la matrice de f dans la base canonique B = (i, j, k) de R3.
Soient z et y deux éléments de R? de matrices respectives X et Y dans la base B.
MX et 'MY sont les matrices de f(x) et de f*(y) dans la base othonormée B.

Alors < f(x),y >='(MX)Y =X MY =<z, f*(y) >.

V(z,y) € (R?)?, < f(z),y >=< =, f*(y) >.

2. Soit g un endomorphisme de R3 vérifiant V(z,y) € (R3)2, < flx),y >=<z,9(y) >.
Montrons que g = f*.

V(z.y) € (R}, <x,9(y) >=< f(x),y >=<z, f*(y) >.

Alors V(z,y) € (R3)2, <z,9(y) >=<x, f*(y) > ouV(z,y) € (R3)2, <z,g(y) — f*(y) >=0.
Ainsi si y est un élément quelconque de R3:Vx € R, < x,g(y) — f*(y) >=0

Donc si y est un élément quelconque de R?: g(y) — f*(y) appartient & (R3)J‘.

Or (R?’)J‘ = {Ogs}. Par conséquent Vy € R?, g(y) — f*(y) = Ops ou Vy € R?, g(y) = f*(y).

Finalement g = f*.

f* est le seul endomorphisme g de R? vérifiant V(x,y) € (R3)2 , < fla),y >=<x,9(y) >.

3. a. Soit x un élément de F et soit y un élément de F+. < z, f*(y) >=< f(z),y >.
Or f(z) appartient & F' car x appartient & I’ qui est stable par f et y appartient & F- donc < f(z),y >= 0.

Alors < z, f*(y) >=< f(x),y >=0.

Si z est dans F et y dans F'* alors < z, f*(y) >= 0.

b. Soit y un élément de F+. Ce qui précede montre que Vo € F, < x, f*(y) >= 0 donc que f*(y) € F+.



Ainsi Yy € F*, f*(y) € F+. F* est stable par f*

’ Si F est un sous-espace vectoriel de R? stable par f alors F* est stable par f*.

A Exercice FE est un espace vectoriel euclidien. Généraliser tous les résultats précédents.

f et g sont deux endomorphismes de E et A un réel. Exprimer (A f + g)* et (f o g)* en fonction de f*, g*
et \. Déterminer (f*)*.

Que dire de f* si f est un automorphisme de E'7 ¥

Partie IT : Réduction des matrices d’un ensemble £.

1. o Par définition € est contenu dans L£(R?).

o £ n'est pas vide car R? n’est pas vide!

e Soient g et h deux éléments de £ et A\ un réel.

11 existe deux éléments u = (a,b,c) et v’ = (a’, ¥, ) tels que g = f, et h = for.

Ag+h=M\fy,+ fu donc la matrice de A g + h dans la base B est : A M,, + M.

a b ¢ a v Aa+a Ab+b e+
Or \My+My=XAx|c a b+ o VV|=][Actd da+d Ib+V | = Myyrw.
b ¢ a v o a Ab+b Aed+cd Aa+d

Ainsi A\g+ h et f) 41 ont méme matrice dans la base B. Alors Ag+h = f) 41w - Ce qui montre que Ag+ h
appartient a &.

Par conséquent YA € R, V(g,h) € E2, A\g+hc&.

Ceci acheéve de montrer que :

’ & est un sous-espace vectoriel de £(R3). ‘

2. Soit u = (a, b, c) un élément de R3. La matrice de f, dans la base B est M, =

SRS
o 2 o
ISIEES R

b
La matrice de f* dans B est ‘M, = c
a

o o
R O

La matrice de f; dans B est donc My avec @ = (a,c,b). Ainsi f} = fq.

Ce qui permet d’affirmer que f} est un élément de &.

Pour tout élément u de R3, f* appartient a .




A Exercice  Montrer que la composée de deux éléments de £ est un élément de £ et que deux éléments de

& commutent. ¥

3. a. Soit u = (a,b,c) un élément de R3.

1

a b ¢ V3 a+b+c

La matrice de f,(e1) dans la base Best [ ¢ a b % ou % ct+a+bd
b ¢ \% b+c+a

Cette matrice est encore (a + b+ ¢) . Ainsi fu(e1) = (a+b+c)ey.

Shshsh

Comme e; n’est pas le vecteur nul, e; est un vecteur propre de f, et ceci pour tout élément u de R3.

’ e1 est un vecteur propre commun aux éléments f, de £. ‘

A Exercice  Soit u = (a,b,c). M, est-elle diagonalisable dans C ? dans R ? (on pourra remarquer que

My,=al3+bT+cT?..) A
b. Soit u = (a,b,c) un élément de R3.

fu(D) = fu(Vect(e1)) = Vect (fu(e1)) = Vect ((a + b+ ¢)er) C Vect(er) = D. D est donc stable par f,.

’ Pour tout élément u de R3, D est stable par f,. ‘

c. Soit u = (a,b, c) un élément de R®. Posons v = (a, c, b).
Rappelons que f¥ = f; avec © = (a, b, ¢) donc fr = f, d’apres II 2).
fv est un élément de £ donc D est stable par f, d’apres la question précédente.

La question I 3. b. montre alors que D= est stable par f; donc par f,,.

’ Pour tout élément v de R?, Dt est stable par f,.

1
d. Notons que D = Vect(ey) = Vect <\/§(z +j+ k)) = Vect(i + j + k).

Notons également que D+ est I'orthogonal d’une droite vectorielle donc est un hyperplan de R3 qui est un

espace vectoriel de dimension 3 sur R. D=+ est donc un plan vectoriel de R3.
Soit z un élément de R?® de coordonnées (z1,xa,z3) dans la base B.

€Dt =< xi+j+k>=0<= 21 x14+29x14+23x1=0<«<= 21+ 22+ 23 =0 car B est une base

orthonormale de R3.



’ x1 + T9 + x5 = 0 est une équation de D dans la base B.

1 1 1
e.eo=—i——j+0ket —+ ( ——— | + 0 =0 donc e est un élément de D+.
VRV \/i ( \/i) ’

1 1 2
€3 = —=1+ — + — + ( ) = 0 donc e3 est un élément de D-+.
V6 f \f f V6 V6

1)? 1)? 1
B = (i,7, k) étant une base orthonormale : |lez|| = \/(ﬂ) + (\5) +02= 3 +

= (Ge) + () + () = irii

Finalement (eq, e3) est une famille orthonormale, donc une famille libre, de cardinal 2 du plan vectoriel DL,

Ceci suffit pour dire que (ez,e3) est une base orthonormale de D+.

e die s Lot = () 4 (5) 4 () = e T amvie

Ainsi (e1) est une base orthonormale de D.

(e1) est une base orthonormale de D, (ez, e3) est une base orthonormale de D+, D et D+ sont supplémentaires

dans R? et orthogonaux. Ainsi B’ = (e, ez, e3) est une base orthonormale de R3.

(e2,e3) est une base orthonormale de D+ et B’ = (ey, €2, e3) est une base orthonormale de R3.

f. Soit u un élément de R3. D = Vect(e;) et D+ = Vect(ey, e3) sont stables par f,,.
Par conséquent f,,(e1) € Vect(e1), fu(ea) € Vect(ea,e3) et fu(es) € Vect(ea, e3).

Alors il existe cing réels e, f, g, h et £ tels que f,(e1) = eey, fules) = fea+ heg et fi(e3) = ges + Les.

0
Alors la matrice N,, de f,, dans la base B’ = (e, e2,€e3) est: g
14

SO0
S O

Si u est un élément de R3, il existe cing réels e, f, g, h et £ tels que la matrice de f,, dans la base B’ soit
e 0 0

Nu:Ofg
0 h ¢

A Exercice Siu = (a,b,c), montrer que: N, =




EXERCICE 2

1. a. Notons que le simple fait que f soit de classe C? sur [0, +o00[x [0, +0o[ ne donne pas I'existence de

2
%(m,t) et de %(m,t) pour tout (z,t) dans [0, +00[x[0, +00[ car le domaine de définition de f n’est pas

[0, +00[Xx [0, +oo[. Il faut donc en faire un peu plus au niveau du a) pour pouvoir traiter le b) dans de bonnes

conditions...

Posons V(x,t) € R?, o(x,t) = 1+ xt. ¢ est de classe C? sur R? car c’est une fonction polynéme. En

particulier ¢ est continue sur R2.
Posons Q = {(z,t) € R? | 1+ zt > 0}. Observons que = ¢~ 1(]0, +o0]).

Q est donc I'image réciproque d’un ouvert de R par une application continue de R? dans R. ) est donc un

ouvert de R? (programme de premiere année...)
Montrons alors que f est de classe C2 sur I'ouvert €.

(x,t) — —t2 est de classe C? sur Q, car c’est une fonction polynéme, et u — e* est de classe C2 sur R ; par

composition (z,t) — e~ est de classe C2 sur (.

¢ est de classe C? sur , V(z,t) € Q, p(z,t) € R** et u — /u est de classe C? sur R**; par composition
(x,t) — /1 + 2t est de classe C? sur Q.

Alors par produit f est de classe C? sur €.

f est de classe C? sur Q={(z,t) eR? |1 +xt >0}

3} 02
A Remarque Ce résultat assure I'existence de a—f(:v,t) et de —f(a:, t) lorsque (z,t) est dans Q. ¥
x

Ox?
Notons que ¥(z,t) € [0, +00[X[0,+00[, 1 +xt > 1> 0 donc [0, +00[x[0, +oo[C . Ainsi

’ f est de classe C? sur [0, +00[x[0, +00]. ‘

2 2 t t 2 1
b. V(x,t) € Q, f(z,t) = et 1+ 2t donc V(z,t) € Q, %(m,t)zeft Wit = §6it (I4+xt)"2.
2 2 3 2 2
Alors V(z,t) € €, %(w,t) = %e_t <—;> t(l+zt) 2= —tze_t (1—|—1xt)3 En particulier :
of t e 1
V(z,t) € [0, +00[x[0, +oo], ==(7,t) = e " ——u-
(2.0) € 0, +oolx[0, oo, G (@) = for' s




82f 2 42 1

V(1) € [0, +00[x[0, +oof, -5 (z,1) = — e Atz0d

c. V(z,t) € [0, +00[x[0,400[, 1 +xt > 1 donc V(x,t) € [0,400[x[0, +oo[, V1+zt>1.

1 2
Ainsi V(l',t) S [0,+OO[X[O,+OO[, m < letO < Ze_tz.
2 t? 1 t?
Alors V(z,t) € [0, 4+00[x[0, +00], gx];(z,t)‘ =7 et WisT < i et
82]” 2 42
V(z,t) € [0, 4+00[x[0, 400, W(x’t)’ < T¢ -

—¢2

2. Soit « un réel strictement positif. Posons Vt €]0, +00[, ho(t) = t*e .

he est continue sur ]0, +oo] et }in(l) ha(t) = 0. Ainsi h, est prolongeable par continuité en 0.

1 “+o0

Ceci donne déja la convergence de / ha(t) dt. Montrons la convergence de / he(t) dt.
0 1
Vt € [1,+00[,t < t2 donc Vt € [1, +00[, —t2 < —t. Alors V¢ € [1,+oo[, 0 < et < et et 0< t™
Ainsi Vt € [1,+00[,0 < hy(t) < tet.
—+oo +oo
a + 1 étant strictement positif, ['(a + 1) = / t* et dt existe. En particulier / t* et dt converge.
0 1

Les regles de comparaison sur les intégrales généralisées des fonctions positives montrent alors la convergence
o0

+
de / he(t) dt. Ceci achéve de montrer que :
1

“+oo
pour tout réel a strictement positif, / t* e_t2 dt converge.
0

A Exercice  Montrer en fait que cette intégrale converge si et seulement si o €] — 1, +00[. ¥
Soit z un réel positif. Posons: V¢ € [0, +oc[, u(t) = e 1+ at.
e u est continue sur [0, +o0].

Rusons un peu pour éviter ’équivalent qui oblige a faire deux cas © = 0 et = £ 0; le premier cas ne passant

pas dans le résultat précédent a cause du « strictement positif...

1 +oo
Observons que / u(t) dt converge. Montrons alors que / u(t) dt converge.
0 1

evie [l oo, 0<ult) = Vitai<e ' Vitat=yItat/2e !,

—+o0 —+o0
2 2 \ . 7 N\ . .
° / 2 et at converge car / 2 et dt converge d’apres ce qui précede, ainsi
1 0

—+oo
/ V1t ztl/? et dt converge également.
1
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Les regles de comparaison sur les intégrales généralisées des fonctions positives montrent alors la convergence
+oo

de / u(t) dt. Ceci achéve de montrer la convergence de / u(t) dt.
1 0

te—t’

Posons : Vt € [0, +oo], v(t) = ——-
vVit+axt

e v est continue sur [0, +oo.

2
te ! 2

— < te
Vi+at

“+o0
. / te " dt converge d’apres le début de la question.
0

oVt €0, 400, 0 <w(t) =

Les regles de comparaison sur les intégrales généralisées des fonctions positives montrent alors la convergence

+oo
de / v(t) dt.
0

2
+o0 te_t

+o00o
Pour tout réel x positif , / et V1+atdt et e
P 0 0 V 1+t

dt convergent.

3. a) Soient z et y deux éléments de [0, +oo] tels que = < y.

Vte[0,400], 0< 1+ at<1+ytdoncVte0,+oo], VI+tat</I+ytet0<e .
Alors Vt € [0, 4+00], e Vitat<e /1 +yt.

—+oo —+oo
En intégrant il vient / e VItatdt < / et V1+ytdt ou g(x) < g(y).

0

[}

V(x,y) € [0, +0o[*, x <y = g(x) < g(y).

’ g est croissante sur [0, +oo. ‘

b. Fixons t dans [0, +oo[ et posons: Vz € [0, +oo, ¢:(z) = f(x,t).

f étant de classe C% sur 'ouvert Q qui contient [0, +00[x [0, +00o[, on peut affirmer que ¢; est de classe C? sur
[0, 4+o0].

af 0% f
De plus Vz € [0, +o0], £(z) = %(sc,t) et 0] (z) = @(:v,t).

L’inégalité de Taylor-Lagrange appliquée a l'ordre 1 a ¢; permet d’écrire que:

‘x - $0|2 17

Va € [0, 400, |l(z) — ¢ — (x — ) £ <— M 1 .

2 € 0,400l (o) ~ o) — (2 = 0) o) < T Max ()

- of | — xo|? o*f
Ainsi ¥ t) — ) — (2 — m0) 2L (20, )| € 00 M L (u,t)].
msi i € 0. +ocl, | @,0) = flannt) = (0 = o) G o0 < 500 w8

) ] 82f t2 2
La majoration de 1. c. donne:Vu € [0, +0o0], W(u,t) < 1
x

82 2
Ainsi Vz € [0, +00], ue[Min(zMiﬁw(mmm)] 8;20(%15)’ < T et Par conséquent :



0 - 242 2 2 2
o € 00l |,0) = fan,t) = (o = 20) G (ant)| € L e = S
. 9 of 2 —t? 2
Si zg € [0, +oo[, V(z,t) € [0,4+00[%, |f(x,t) — f(zo,t) — (z — zo) %(xo,t) < 3 e " |z —xg

c. Soit xg un élément de [0, +o00[. Soit = un élément de [0, +o0l.

of 2 e ) T2 e )
vVt € (0,400, 0 < |f(x,t) — f(xo,t) — (m—xo)%(xo,t) < 3 e |z — zo|° et 3¢ | — x| dt
0

converge d’apres la question 2.

Les regles de comparaison sur les intégrales généralisées des fonctions positives montrent alors la convergence

w [ ‘ )= lan,t) = o= 20) 5 (oo, ) dt. De s
0

+oo +oo 42 _ 2 +o0
/ ‘f(m) — F(wo,t) — (z — 20) af(xo,w’ as [Tl npa= EE0E [ea,
0 ax 0 8 8 0

+oo bl
Ainsi / (f(ac,t) — f(xo,t) = (x — x0) 8jz(gﬁo,t)> dt est absolument convergente (donc convergente) et
0

I'on peut écrire :

[ (= stany = e =) Bty )t < [ |1600) - 006 = (0= 0) Fo )

Finalement :

/O+<>o (f(x,t) — f(@o,t) — (z — 20) gi(mo,t)> dt’ < % /0+oo P

e oo e of [z —wol* [T 5 p
/ f(x,t)dt—/ f(xo,t)dt—(a:—xo)/ 9F (20, 1) dt gi/ 12 et dt car
0 0 0 Ox 8 0

Alors

toutes les intégrales convergent.

+oo _ 2 +o0 9
Ainsi |g(x) — g(xo) — (x — xo)/ a—f(uvg,t) dt‘ < lz = zo” / t2e " dt.
0 Ox 8 0
+oo _ 2 +o0 2
Vo € [0, +o0c[,Vz € [0, +oo], 'g(x) —g(zo) — (v — xo)/ g—i(xo,t) dt‘ < w / t2e ! dt.
0 0

d. Soit zp un élément de [0, +oo[. Soit z un élément de [0, oo distinct de zg.

T of lo —xo|> [T, 2 .. g
g(x) — g(zg) — (z — o) %(xo,t) dt| < —s t“e”" dt. En divisant par |z — x| il vient :
0 0
_ +oo _ +oo
0< ‘g((E) g(‘r0) _/ g(mo’t) dt’ < |IL‘ ZC()| / t2 e—t2 dt.
T — X9 0 Ox 8 0

_ +o0
Or lim (W / 2 et dt) =0.
T—x 8 0

Alors, par encadrement, on obtient: lim
T—xg T — X0

+oo
Ainsi g est dérivable en zg et ¢'(xg) = / g—f(xo,t) dt.
0 X

z) —g(x Feo



+06g

t)dt.
ax ('r’ )

g est dérivable sur [0, +o0[ et Vz € [0, +o0[, ¢'(z) = /
0

2 +oo
Y(z,t) € [0, +oo[?, %(m,t) = %e‘t \/ﬁ > 0, donc Vz € [0, +00], ¢'(z) = /0 %(x,t) dt > 0.

’ On retrouve ainsi la croissance de g sur [0, 400l ‘
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PROBLEME

Partie I : Etude des longueurs des séries.

1. Soit n un élément de N*.

{L1 = n} se réalise si et seulement si les n premiers lancers donnent Pile et le (n + 1)éme Face ou les n

premiers lancers donnent Face et le (n + 1)*™ Pile. Ainsi:

’{L1:n}:(P1ﬂP20~~~ﬂPnﬂFn+1)U(FlﬂFgﬂ-nﬂFnﬂPnH).‘

Par incompatibilité P(L1 =n)=P(PLN P N--- NP, NFpi1)+ P(FiNFN---NE, N Pyyq).
Par indépendance : P(Ly = n) = P(Py) P(P2)... P(P,) P(Fp4+1) + P(Fy) P(F) ... P(F,) P(Py41).

Ainsi P(Ly =n) =p"q+¢"p.

’VnEN*, P(L, :n):p”q—kq"p.‘

Ip| < 1 et |g] < 1 donc les séries de termes généraux p” et ¢" sont convergentes. Alors la série de terme
général P(L, = n) converge comme combinaison linéaire de deux séries convergentes (ce qui est une évidence

puisque les événements de la suite ({L; = n})pen+ sont deux & deux incompatibles) et surtout :

+00 +00 +o00

Z P(Li=n)=gq Z Pt +p Z q". Un changement d’indice simple donne :

n=1 n=1 n=1

+00 +00 . +00 ) 400 ] 00 . 1 1 1 1

Y P(Li=n)=qY P Hp>d =) pPHpaY ¢ =w—+ps——=qp-+pq—
n=1 i=0 i=0 i=0 i=0 1-p 1—q q p

—+oo
Y P(Li=n)=p+q=1
n=1

+oo
> P(Ly=n)=1.

n=1

A Exercice Montrer que L, posséde une espérance qui vaut b + q. A
2. a. Soit n et k deux éléments de N*.

{L1 = n}N{Ly = k} se réalise si et seulement si les n premiers lancers donnent Pile, les k suivants Face et

le (n+k+1)

eme eme

Pile ou les n premiers lancers donnent Face, les k suivants Pile et le (n + k + 1) Face.

Ainsi:
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{Li =n}n{Ls =k} = (PiN-- - NP,NFpi1N- - -NFpikNPrygr1)UEFLIN - -NE, NP1 N NPy kN F o kp1)-

Si k et n sont deux éléments de N* :

{L; =n}n{Ly =k} = (PN -NP,NFpi1N - NFpr kNP1 )U(F1IN: - -NF NP1 N - NPk NF i t1)-

n n+k n n+k
ou{L; =n}N{Ly =k} = <<ﬂ PZ) N ( ﬁ F) mPMM) U ((ﬂ F) N ( ﬁ Pi> mFMkH).
=1 i=n+1 i=1 i=n—+1

Soient n et k deux éléments de N*. Par incompatibilité on obtient :

n+k n n+k
i=n+1 i=1 i=n+1

Par indépendance P({L; =n} N {Lg = k}) vaut encore :

n n+k n+k
(HP(PJ) ( 11 P(Fi)> Ppirt1) (HP ) ( I P ) Frikt1)-
i=1 i=n+1 i=n+1

Ainsi P({L1 =n}N{La =k}) =p" ¢"p+q"p" g =p" T ¢" + " p".

Vn e N*, Vk e N*, P({Ly =n}N{Ly = k}) = p" 1 ¢" 4+ ¢"*1p" .

b. ({L1 = n})n ey st un systeme quasi-complet d’événements. La formule des probabilités totales donne

alors :
+o0 foo

P(Ly=k) =Y P({Li=n}N{Ly =k}). Ainsi P(Ly =k) =Y _ (p"™ ¢" +¢" " p).
n=1 n=1

+oo +oo
Alors P(Ly = k) = ¢" Z p" 4 pF Z g™t car les séries de termes généraux p"t! et ¢"t! convergent
n=1 n=1

puisque [p| < 1 et |g| < 1.

Un petit changent d’indice donne alors : P(Ly = k) = ¢~ Z p 2+ pk Z q"

1
Donc P(Ly =k —qp22p+pkq22q—qp7p+pql p qp6+pkq2};~

Finalement P(Ly = k) = p® ¢* 1 + ¢* p*~ L.

Vk c N*, P(L2 — ]C) :p2 qk‘fl +q2pk71.

A Remarque Les séries de termes généraux ¢*~' et p*~! convergent donc :

“+o0
ZP(LQ 2qu 1+qzzpk 17p22qj+q2zp]7p 7+q %:p2%+q22.
k=1
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“+o0
ZP(ngk)zp—l—q:l. v
k=1

c. Montrer que Lo posséde une espérance consiste & montrer que la série de terme général k P(Ly = k) est
absolument convergente. Cette série étant a termes positifs il suffit d’établir sa convergence pour pouvoir
dire qu’elle est absolument convergente.

Vk € N*, kP(Ly = k) = p*kq* 1 + ¢>kp* 1. Comme |¢| < 1 et |p| < 1 le cours indique que les séries de

k—1

termes généraux k¢*~! et kp*~! convergent.

La série de terme général k P(Ly = k) est convergente comme combinaison linéaire de deux séries conver-

gentes. D’apres ce qui a été dit plus haut, ceci acheve de montrer que Ly possede une espérance.

1 , 1 1,1
1=q? e

+oo +oo
De plus E(Ly) = p? Zkzqk_l-i-q2 kak_lsz ﬁ:p27 D)
k=1 k=1 p p q

’ Lo possede une espérance qui vaut 2. ‘

A Exercices  Etudier les variables aléatoires La._1 et Lo, pour tout r dans N* (ou dans [2,4o00[)! A
Partie IT : Etude du nombre de séries lors des n premiers lancers.

1. e N; est la variable certaine égale a 1.

| Ni(Q) = {1}, P(Ny = 1) = Let B(Ny) = 1.

e Ny(Q) =11,2]. {N2=1} = (P, N P,) U (F; NFy). Par incompatibilité et indépendance on obtient :

Alors P(N; =2)=1—-P(Na=1)=1-

P(N2 =1)=P(P1NP)+ P NF)=P(P) P(R)+ P(F) P(F) =
1
5

1
2
1 3

1

No(Q) = [1,2], P(Ny = 1) = P(Ny = 2) = % ot B(N) = g

1 1 5 5
A Remarque E(Nj)=17x 5 +2° x 5 = 7 et V(No) = E(N3) - (E(Ny))® = 5

L Ng(Q) = Hl,?)]] {Ng = 1} = (lepgﬂpg)U(Fl ﬂFQﬁFg).
Par incompatibilité et indépendance on obtient :

P(N3; = 1) = P(P, N Py N P3) + P(Fy N Fy N Fy) = P(Py) P(P,) P(Ps) + P(Fy) P(F,) P(F3).
111 111 1

P(Nsg=1)= ===+ -==="—.

(N3 =1) 553735571

{N3 =3} = (PN FyN P3)U(F; NP, N F3). Par incompatibilité et indépendance on obtient :
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P(N3:3):P(PlﬂFgﬂP3)+P(FlﬂP2ﬂF3):P(Pl)P(FQ)P(Pg)+P(F1)P(P2)P(F3)
111 111 1
P(N,; = = - — — —_—_— = —.
Ns=3)=553%32371
1 1 1

A Remarque On retrouve sans difficulté ce dernier résultat en remarquant que :

{N;s=2}=(PANPNF)UFEINPRNP)UFINFENP)U(P NEFNF;). ¥

1 1 1

1 1 1
N3(Q2) =1[1,3], P(Ns =1) = T P(N3;=2) = 3 P(N3 =3) = 1 et E(N3) = 2.
1 1 1 9 9 1
A Remarque E(N3)=1%x Y 22 x 3 +3% x 1°5 V(N3) = E(N2) — (E(Ng,))2 =5- 22 = 3 v

A Exercice Reprendre cette étude dans le cas ou la piéce donne Pile avec la probabilité p et Face avec la

probabilité q. ¥
2. Soit n un élément de N*. Il semble clair que N, () C [1,n].

Si k est un élément pair de [1,n] et si 'événement Py N FoNPsNFyN--- NP1 NE, N EFppaN---NFy, se

réalise alors I’événement {N,, = k} se réalise.

Si k est un élément impair de [1,n] et si I'événement PyNFoNPsNEyN- - NPr_oNFr_1NP,NPry1N---NP,

se réalise alors I’événement {N,, = k} se réalise. Ainsi:

[ ¥n € N, N,(Q) = [1,7]. |

{N,=1}=(FPNPkPN---NP)U(FANFN---NF,). Par indépendance et incompatibilité on obtient :

P(N, =1)=P(P.NnPN---NP)+P(FiNFyN---NF,) = P(P\) P(Py) - P(P,) + P(F\) P(Fy) - -- P(F},).

1 1 1

Supposons n pair.

{N,=n}=(FPINFENPNEN---NP, 1 NE)UFENPNFsNPN---NE,_1NP,).

1 1 1
Ici encore par indépendance et incompatibilité on obtient : P(N,, = n) = on + on = gt

Supposons n impair.

{N,=n}=(PINFEBNPNEN--- NP, oNFE, 1NP)UFNPNFsNPiN---NE,_oNP, 1 NE,).
1 1 1

BT T

Toujours par indépendance et incompatibilité on obtient : P(N,, = n)
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Si n est un élément de N*, P(N,, =1) =

1
A Exercice Montrer que T,, = N,, — 1 suit la loi binémiale de paramétres n — 1 et 3 (on pourra remarquer

que N,, est 1 plus le nombre de fois oti I'on obtient un résultat différent du précédent).

n—1

4

-1 1 1
En déduire que Yk € [1,n], P(N, =k) = <Z B 1) b= E(N,) = n—2|— et V(N,) =

Le probléme est ainsi terminé... ¥

3. Le programme ne pose aucun probleme deés lors que I'on remarque que le nombre de séries augmente

d’une unité a chaque fois que I'on obtient un résultat différent du précédent.

1 program simulation;

2

3 const nmax=100;

4 Type suite=array[l..nmax] of integer;

5

6 Var X,N :suite;i,m:integer;

7

8 Begin

9

10 write(’Donnez la valeur de m. m=’); readln(m);

—
—

randomize;
X[1] :=random(2) ;N[1]:=1;
For i:=2 to m do

=
w N

14 begin

15 X[i] :=random(2);

16 if X[i]=X[i-1] then N[i]:=N[i-1]

17 else N[i]:=N[i-1]+1;
18 end;

19 end.

4. a. Soit n un élément de N*. Soit s un élément de [0, 1].

Le théoreme de transfert montre que E(sV») = Y s* P(N,, = k). Ainsi E(s™) = G,.(s).
k=1

[VneN, ¥s € [0,1], B(s™) = Gnl(s). |

b. G, est dérivable sur [0, 1], comme fonction polynéme et Vs € [0,1], G/ (s) = Y. P(N,, =k)ks*1.
k=1

Alors GL(1) = 3> P(Np = k) k151 = 3> kP(N, = k) = E(N,.).
k=1 k=1

[Vn e, G, (1) = B(N,). |

c. Soient n un élément de [2,4+o00[ et k un élément de [1,n].
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(Pp—1, Fi,—1) est un systéme complet d’événements. La formule des probabilités totales donne alors:
P{N,=k}nP,)=P{N,=k}NP,NP,_1)+ P{N,=k}NP,NF,_1). Observons alors que:
{N,=k}NP,NP,_1 ={Np_1=k}NP,NP,_1et {N, =k}NP,NF,_1={Np-1=k—-1}NP,NF,_;1.
Ainsi: P{N,, =k} NP,)=P{Np_1=k}NP,NP_1)+ P{Npo1=k—-1}NP,NF,_1).
Par indépendance des lancers on a:

P({Ny_1 =k} N P,NPy1)=P{N,_1 =k}NP,_1) P(P,) = %P({Nn,l =k}NP,_y).

R 1
De meme:P({Nn_l = k—l}ﬂPnﬂFn_l) = P({Nn—l = k—l}ﬂFn_l)P(Pn) = §P({NH_1 = k—l}ﬂFn_l).

1 1
Alors: P({N, = k} N Py) = 5 P({Noues = K} N Pocy) + 5 PUNucs =k = 13 N Fya).

Vn € [2, +oo], V& € [1,n], P({N,, = k}NP,) = %P({Nn_l - k;}ﬂPn_l)—s-%P({Nn_l = k—1}NF,_1).

De méme:

Vn € [2, +oo], V& € [1,n], P({N,, = k}NF,) = %P({Nn_l - k}ﬁFn_1)+%P({NH_1 = k—1}NP,_,).

Soient n un élément de [2,4o00[ et k un élément de [1,n].

(Fy, P,) est un systéme complet dévénements. La formule des probabilités totales donne alors :
P(N,=k)=P{N,=k}NP,)+ P{N,=k}NF,). Alors:

P(N, = k) = %P({Nn_l =k}NP,_q)+ %P({Nn_l =k—1}NF,_1) + %P({Nn_l =k}NF,1)+
5 PUNwy =k~ 130 Py,

Or (P,—1,F,,—1) est un systéme complet d’événements donc :

2 P({Naot = Ky N Paca) £ 3 P({Nacy = K} 0 Bt = £ PNy = )

De méme: %P({Nn_l =k—-1}NF,_1)+ %P({Nn_l =k—1}NP,_1) = %P(Nn_l =k-—1).

1 1
Par conséquent : P(N,, = k) = 3 P(N,-1=k)+ 3 P(Np_1=k—1).

Vn € [2,400[, Vk € [L,n], P(Nx=k) = %p(Nn,l — R+ %P(Nn,l — k1),

d. Soit n un élément de [2, +oo[ et soit s un élément de [0, 1].

Guls) =Y P(N, = k) s* = zn: (; PNyt — k) + %P(Nn,l - 1)) o,
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Vs €[0,1], Gi(s) = > P(Ny =k)s* =P(N; =1)s =s.

1
k=1

(Vs €[0,1], Gi(s) = s. |

. y PSP .1+ .
Soit s un élément de [0, 1]. (Gn(s)) est une suite géométrique de raison et de premier terme s.

neN*

1 n—1
Ainsi Vn € N*, G,(s) = ( ;—8) s.

1 n—1
Vn € N*, Vs € [0,1], Gu(s) = ( ‘2”> s

A Remarque Soit n un élément de N*.

wem oo (52) =8 () () )

k=1 k=0
n n—1 n—1 1 n—1

Vse[0,1], Y P(Ny=k)skF=>" ( L ><2> PLans
k=1 k=0

Un petit changement d’indice dans la seconde somme fournit :

Vs € [0, 1], zn: P(N, =k)s* = zn: (Z_ i) (;)H sk
Alors Vs € [0,1], zn: (P(Nn = k) — <Z:i> (;)n_1> sk = 0.

k=1

P E—1/)\2
polynéme nul.

Ainsi Vk € [1,n], P(N, = k) — <Z_ D (;)n_l =0 ouVke [1,n], P(N, =k) = <Z B i) (;)n_l.

n n—1
-1 1
Le polynéme E (P(Nn =k)— (n ) <> ) X% admet donc une infinité de racines; c’est donc le

N,, — 1 suit donc la loi binémiale de paramétres n — 1 et 3

On retrouve ainsi le résultat proposé dans I'exercice de la question 2. ¥
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e. Soit n un élément de [2, +oo][.

n—1 n—2 n—1
Vs € [0,1], Gn(s):(l—gs> s donc Vs € [0,1], G;(S):(n—l)% (1—58) 8+<1—;S> .

Alors B(N,) = Gy(1) = <n—1>;(1jl>n2 1+(1;1) D wopliiontL

n+1

Ainsi E(N,,) = - Notons que ceci vaut encore pour n = 1 car E(N;) = 1. Par conséquent :

1
Vn € N*, E(N,) = "; :
. . * " n—1
A Exercice Soit n € N*. Utiliser G|, pour montrer que V(N,) = T v
Partie III : Probabilité d’avoir une infinité de fois deux Piles consécutifs.

1. p:x — e " est deux fois dérivable sur R et Vo € R, ¢ (z) = e * > 0. Ainsi ¢ est convexe sur R.

La courbe représentative de ¢ est au-dessus de toutes ses tangentes en particulier de celle au point d’abscisse

0.

Ainsi Vz € R, ¢(z) = ¢'(0)(xz — 0) + ¢(0). Donc Vz € R, e™® > (1) x x + 1 =1 — x. Finalement:

’VxeR, l—x>e "

2. a. La série de terme général P(A;) est & termes positifs et divergente donc la suite de ses sommes

n k—1
ielles 3 . Alors i P(A) = 1 P(A P(A; = & i
partielles tend vers +oo ors n_l}I_r‘_IOO; ( 1m (E ; ( 1)) +oo (& un petit

abus prés au niveau de I'avant derniére égalité).

n

li P(A,) = .
nffoo; (4;) = +o0

b. Soit n un élément de [k, +oo[. P(C,) =1— P(C,) =1— (U > =1-P (ﬂ A,)
= i=k

Comme (A;);en+ est une suite d’événements indépendants, (A;);en+ est encore une suite d’événements

indépendants.

n

Ceci permet d’écrire que: P(Cp,) =1 — H P(A4).

Soit n un élément de [k, +oo]. Vi € [k,n], 0 < P(A4;) =1 — P(4;) < exp (—P(4;)) d’apres 1.



Par produit : H P(A) < Hexp(—P(Ai)) = exp <— P(AZ-)>.
i=k

i=k i=k

Alors P(Cp,) =1— ﬁ P(A;) > 1—exp <— i P(Ai)>.

Vn € [k, +oof, 1 = P(Cp) > 1 —exp (— z”: P(Ai)>.

n

Le a. nous a montré que lirf P(A;) = 400 donc hIJIrl exp ( Z P(Ai)> =0.
i=k 1=k

n—-+4oo

Alors lim <1 —exp (— Z P(AJ)) = 1 et par encadrement on obtient :
i=k

nEIEoo P(C,) =1.
n n+1
c. Vn € [k, oo, Cn = [ Ai € | Ai = Coyr.
i=k i=k

’ Vn € [k, +oo[, C), C Cpy1. La suite (C,), > est croissante. ‘

+oo
Le théoréme de la limite monotone montre alors que P (U Ci> = lim P(C,)=1. Ainsi:

X n—-+4oo
i=k
+oo
P(UCO_L
i=k
7 +oo
d. e Soit ¢ un élément de [k, +oo]. A4; C U A =C; C U C,.
i=k n=~k
+oo +oo +oo
Ainsi Vi € [k, +oo[, A; C U C,,. Donc U A; C U C,.
n=~k i=k n=~k
+oo
e Soit w un élément de U C,. Alors il existe r dans [k, +oo[ tel que w € C.
n=~k

,
OrC, = U A; ; ainsi il existe un élément iy de [k, r], donc de [k, +o0o[, tel que w € A;,.
i=k
+o0 +o0 +o0 +o0 +o0
Par conséquent w € U A;. Ceci acheve de montrer que U C, C U A;. Finalement : U A, = U C,.
i=k n=k i=k i=k n==k
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+oo “+o0
vk e N, | J A= Cn.
i=k n=k

11 résulte alors du c) que

+o0
WENﬁP(UAJ:L
i=k

—+oo
A Remarque Notons que (U AZ) est une suite décroissante d’événements.
i=k keN~
+o0 +oo —+o00 +oo —+oo
Alors P (pl < ) Ai>> = kEI—iI-looP (LJk Ai> = 1. Donc P <p1 ( kAz-)) = 1. Ceci ne signifie-t-il pas
= 1= 1= = 1=

qu’il est presque stir qu’un nombre infini d’événements de la suite (A;);cn+ se réalisent 7 ¥
A Exercice 1 Justifier le dernier résultat de la remarque. V

A Exercice 2 En supposant simplement que la série de terme général P(A,) converge (sans hypothése
d’indépendance) montrer qu’il est presque siir que seul un nombre fini d’événements de la suite (A;);en~ se

réalisent. ¥

3. L’indépendance des lancers donne l'indépendance des événements de la suite (Pa;, N Papy1)nen+ done de

la suite (Ap)nen«-

De plus Vn € N*, P(A,,) = P(Pap N Papy1) = P(Pay) P(Pant1) = p?. Donc la série de terme général P(A,,)

diverge car la suite de terme général P(A,,) ne converge pas vers z€ro..
+oo

Alors, d’apres la question précédente : Vk € N*, P (U Ai> =1.
i=k

Cela signifie que la probabilité d’obtenir deux Piles consécutifs a partir du (Qk)éme lancer vaut 1 pour tout

élément k de N*. Alors nécessairement :

la probabilité d’avoir deux Piles consécutifs apres n’importe quel lancer vaut 1.




