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EXERCICE 1

Désolé mais je ne mettrai pas de fleches sur les vecteurs méme sous la torture.
1. Soit v un élément de R3. Il existe un unique élément (v1,v2) de D x D+ tel que v = vy + vs.

Par définition p(v) = v1 et ¢(v) = ve donc (p + q)(v) = p(v) + ¢(v) = vy + v = v.

P+ q = Idgs.

2. (u) est une base orthonormée de D. Le cours donne alors :

Yo € R3, p(v) =< v,u > u.

Notons que < i,u >=a, < j,u >=bet < k,u >= c. Ainsi:

’p(i):au:a(ai+bj+ck),p(j):bu:b(ai+bj—|—ck) etp(k):cu:c(ai—kbj—i—ck).‘

a’> ba ca
Alors: P = M jiy(p) = | ab b* cb

ac be
1—a?2 —ba —ca b? 4 2 —ba —ca
q=1Idgs —pdonc Q =13 — P = —ab 1-b> —cb = —ab  a?+ 2 —cb
—ac —bc 1—¢2 —ac —be a® + b?
a? ba ca 1—a?2 —ba —ca b2 4 2 —ba —ca
P=|ab V¥ cb|etQ= —ab 1-b> —cb = —ab @+ —cb
ac be 2 —ac —bec 1-¢2 —ac —be a? 4+ b?
—c b 0 —c b —c? —b? ba ca
3. a. M?= 0 -—a c 0 —-a|= ab —c? —a? cb =—Q
-b a 0 -b a 0 ac be —b2 —q?
M? =-Q
a 0 —c b a 0
b.M | b | = c 0 —a b]l=10]. Alors:
c —b a 0 c 0
f(u) = 0]R3

u est un vecteur non nul de Ker f donc dim Ker f > 1.

Le théoreme du rang donne alors rg f = dimR3 — dimKer f <3 —1 = 2.

fof=—qcar M? = —Q. Ainsi Im f? = Im(—¢) = Imq = D+. Alors D* =Im f2 C Im f.



Ceci donne en particulier : 2 = dim D+ = dimIm f? < dimIm f = rg f. Alors rg f > 2.

Finalement dimIm f =rg f = 2.

Alors D+ C Im f et dim D+ = dimIm f = 2 donc Im f = D+,

Dans ces conditions dimKer f = dimR? —rg f =3 — 2 = 1. De plus u est un vecteur non nul de Ker f.

Alors Ker f = Vect(u) = D.

’Imf:DJ-etKerf:D.‘

c. Yo € R?, p(v) € D et D = Ker f donc Vv € R3, f(p(v)) = Ops.
fop=0,®s.

fP=—q=p—Idgs donc f3=fop—f=—f. Ainsif+f3:O£(R3).

X + X3 est un polynéme annulateur de f.

d. L’ensemble des valeurs propres de f est contenu dans ’ensemble des zéros de X + X3 dans R donc 0 est la seule

valeur propre possible de f.

Or Ker f est de dimension 1 donc 0 est valeur propre de f et le sous-espace propre associé est de dimension 1. Ainsi
f n’est pas diagonalisable.

’ 0 est la seule valeur propre de f et f n’est pas diagonalisable. ‘

4. a Soient 6 et §' deux réels. gg o gor = (Idgs +sin6 f + (1 — cos @) f2) o (Idgs +sin @’ f + (1 — cos ') £2).

googer = Idgs +(sin 6’ +sin6) f+ ((1—cos @) +sinf sin 6+ (1—cosf)) f2+ (sin6 (1—cos ') sin 0+ (1—cosb) sinf’) f3+
(1 —cosB)(1 —cos®') f*.

Notons que f2 = —f et f4 = —f2. Il vient alors:

9o © gor = Idgs +(sin6’ + sinf — sin 6 (1 — cos6’) — (1 — cosf) sin@’) f + (1 — cost’ + sin6 sinf’ + 1 — cos — (1 —
cos6)(1 — cos®)) f2 = Idgs +(siné cos§’ + cosf sind’) f + (1 — (cos cos§’ —sin6 sinf’)) f2.

go © ggr = Idgs + sin(& + 9/) f+ (1 — COS(Q + 9/)) f2 = go+o'-

(Y0 € R, Y0 €R, g50 g9 = goro-

b. Notons que go = Idgs. Alors gs o g(—s) = go+(—9) = go = Idgs. De méme g(_gy 0 g9 = Idgs. Ainsi:

go est inversible et g;l = g(—9)-




EXERCICE 2

1 x x

1
n n+az n(n—&—x)n—:-ooﬁ.

1. a. Soit  un réel positif. f,(x) =

De plus la série de terme général — converge et est a termes positifs.
n

Alors les regles de comparaison sur les séries & termes positifs montrent que la série de terme général f,(x) converge.

’ Pour tout réel positif z, la série de terme général f, (z) converge. ‘

b= () w0 r0=8 () - (5 (3 ) - e o) -

n=1 n=1

2. Soit n un élément de N*. f,, est dérivable sur R* et Vo € R, f/(x) = CFoE
n+x

1 1
Soit z un élément de R**. f/ (z) = W N s

1
De plus la série de terme général — converge et est a termes positifs.
n

Alors les régles de comparaison sur les séries & termes positifs montrent que la série de terme général [/ (z) converge.

Pour tout réel positif x, la série de terme général f] (z) converge. ‘

1 2
3. a. pest declasse C?2 sur R** Vt e R™*, ' (t) = —— et ¢ (t) = —=-

t2 3
Soit n un élément de N*. Soient x et zy deux éléments de [n, +o00].
L’inégalité de Taylor-Lagrange appliquée a ¢ a l'ordre 1 donne:
2
_ _ _ / < |x—x0| M e
lp(2) = p(x0) — (& — x0) ¢'(20)]| 5T sepoaax @
Notons que V¢ € [n, +oo[, |¢"(t)| = 22 Alors Max lo" (t)] < 2.
’ ’ 3 nd t€[zo,z]OU [z,z0] o3
4 ’ (z — 330)2
Par conséquent : |p(x) — p(zo) — (z — o) ¢’ (x0)| < 3
* 2 / (l‘ B .1'0)2
Vi € N, W, z0) € (n, +o0])?, fo(z) — (o) — (@ — 20) @' (a0)| < L0
b. x et h sont deux réels tels que z € R*, h #0 et x + h € R*.
1 1 1 1 1
Vn e N*, |fu(z +h) — folz) —hfi(2)| = |- - ——— — = —h :
Vn e N*, |fo(z+h)— fu(z)=h fl (2)] = |—p(n+z+h)+o(n+z)+h¢' (n+x)| = |p(n+x+h)—p(n+z)—he' (n+z)|.

Vn e N*, |fu(x 4+ h) — fulx) = h f,(x)| = |e(n+2+h) —p(n+z)— (n+z+h—(n+2)) ¢ (n+)

Or n+ x + h et n + x sont deux éléments de [n,+oo[. b. donne alors :



(n+x4+h—n—xz)? h?
n3 03

Vn € N*, 0< |fa(z +h) — ful(z) = h fo(2)] <

h2
La convergence de la série de terme général — et les régles de comparaison des séries a termes positifs montrent alors
n

la convergence de la série de terme général |f,,(z + h) — fn(x) — h f)(2)|.

Six et h sont deux réels tels que x € RT, h # 0 et x+h € R* alors la série de terme général | f,,(z+h)— fr(x)—h [} (2)]
est convergente.

c. x et h sont deux réels tels que x € RY, h A0 et x + h € R*.
h2
Vn € N, [fu(z + h) = fu(z) = h f(2)] < —5- De plus la série de terme général f,(z 4+ h) — fo(z) — h f;,(x) est
n
h2
absolument convergente et la série de terme général — converge. Alors:
n

“+o00 +oo 00

Les séries de termes généraux f,(z + h), fn(z) et f/ (x) étant convergentes on a encore :

“+o0 +oo +o0 +00 1 +oo 1
2 2
2-:1 falz+h) = X_:l fa(@) = h Z_:l fi@)| <h 2—31 5 ou|F(x +h) — F(z) = hG(x)| < h 2-:1 5
+o0o
En divisant par |h| on obtient : ’F(x—i— h}z F(z) _ G(z)| < |h| nz::l %
Si x et h sont deux réels tels que x € R, h # 0 et x + h € R* alors: F(x—i—h})L— F) _ G(z)| < K|h| ou

+00 1
K:;$~

F(x+h) — F(x)
h

d. Soit x un élément de R*. Vh €] — z,0[U]0, +00][, 0 < —G(z)| < K|h| et }llir% (K |h]) = 0.

Alors, par encadrement on obtient : }llin%) Pz + h]z — F(x)

= G(z). Ainsi F est dérivable en z et F'(z) = G(x).

’ F' est dérivable sur R* et F' = G. ‘

1 1
4. a. Soit z un élément de R* et soit k un élément de N*. Posons : Vt €]0, +oo|, ¢, (t) = P
T
2t
Vit €]0, +o00[, pu(t) = - ¢, est dérivable sur )0, +o0[ et Vi €]0, +o00|, ¢l (t) = —M-
t(t+x) (t(t+a))

Vit €]0,+o00[, ¢, (t) <0. ¢, est donc décroissante sur |0, +00].

Ainsi VE € [k, k+1], fip1(@) = @a(k+1) < u(t) < pu(k) = fr(2).

k+1 k+1 k+1
En intégrant il vient : fr41(z) = / fer1(x)dt < / 0 (t) dt < / fe(z)dt = fi(x).
k k k

k+1
el fin@ < [ (- ) ¢ < Al

N

t t+x

b. Soit z un élément de R*. Soit n un élément de [2, +o0].

n+l /q 1 n k+1 /4 1 n
a. donne:/1 (t_t—&-x) dtzz:: (/k (t_t—l—x> dt) §ka(x).

k=1



n n—1 k+1 n—1 n
a. donne encore:/1 (1 — t—ll—x> dt = Z (/k (71f - t—ll—a:) dt) 2 z:: Jrs1(z) = Z Ji(@) = fi(z).

k=1 k=1 k=1
Ai '/"+1 ! ! dt<zn:f()<f()+/n ! ! dt. Or fi(z) =1 ! * p
1nsl1 : - — < < -—— . Or =1- = . n
s t tta k=1k55 woT\T T e 1 Ttz z41 ¢
n+1 n n
1 1 x 1 1
Vr e RY, V 2 - — dt < < - — dt
TeR neﬂfﬂw’z Q t+x) Z;nu) x+1+A Q t+x>

c. Soit x un élément de R*.

"1 1 n 1
Vn € [2,+o0], / -——)dt= [ln|t|—ln\t+xq —In( " —In .
1\t t+uw 1 n+x 1+
. . n . "1 1 1
Notons également que: lim In =0. Alors lim / - — dt | =—1In =In(1+ z).
n—-4oo n-+ax n—+oo 1 t t+x 1+

n+1 1 1
On a encore lim (/ < - > dt) =In(1+ 2).
n—-+oo 1 t t—|— xr

En faisant tendre n vers +o0o dans Iencadrement de b. il vient : In(1 + z) < F(x) < % +1In(1 4 ).
x

Vo € R*, In(1+2) < F(z) < ——

< In(1 .
251 Te+a)

1 1 F 1 | 1
d. Vz €]1,+00[, Inz > 0 donc Vz €]1, +o0], n(z +1) < () <= M

Inx S lnz T xz+1lnz Inx
1 1 Inz+In(1+2 1 1
or tm (PEHDY _ o (metl(ieg)) 1 O )
z—-+00 Inx z—+00 Inx z—+00 Inx T

= 1. Finalement :

1 F
De plus: lim L 1 x 0 = 0. On obtient alors par encadrement lim (2)
z—4oco \x+ 1 Inx e—+oc Inw




PROBLEME

3. 1. Méthode de Monte-carlo.

. o 1 size|0,1] "
1. a. | La fonction fy définie par Va € R, fy(z) = est une densité de U.
0 sinon

b. Utilisons le théoreme de transfert.
e U prend ses valeurs dans l'intervalle I = [0, 1]... d’extrémités 0 et 1;

e g est définie et continue sur I.

1
Alors ¢g(U) possede une espérance si et seulement si / g(t) fu(t) dt est absolument convergente.
0
1 1
En cas d’existence: E(g(U)) = / g(t) fu(t)dt donc E(g(U)) = / g(t)dt =J.
0 0
1
vt € [0,1], |g(t) fu(t)| = |g(t)| et |g| est continue sur [0,1]. Alors / lg(t) fu(t)] dt converge.
0

1
Ainsi E(g(U)) existe et vaut / g(t) fu(t) dt c’est a dire J.
0

’ La variable aléatoire g(U) admet une espérance égale a J. ‘

2. Dans la suite nous supposerons que o est positif donc strictement positif...

Tous les variables aléatoires de la suite (U, )nen+ ayant méme loi, nous admettrons qu’il en est de méme pour les

variables aléatoires de la suite (g(Un))neN*

a. Utilisons la loi faible des grands nombres.

e (Up)nen+ est une suite de variables aléatoires indépendantes donc (g(Un))n N~ est une suite de variables aléatoires

indépendantes ;

e Toutes les variables aléatoires de la suite (g(Un)) ont méme loi, possedent une espérance égale a J et une méme

neN*
variance.

g(U1) +g(Us) +--- + g(Un)>

converge en probabilité vers J.

Alors la suite de variables aléatoires (
neN*

S, e
La suite de variables aléatoires <n) converge en probabilité vers J.
neN*

b. i. Utilisons le théoreme de la limite centrée.
° (g(Un))n ey €St une suite de variables aléatoires indépendantes.

e Toutes les variables aléatoires de la suite (g(Un)) ont méme loi, possedent une espérance égale a J et une

variance non nulle égale & 2.

neN*

S, — E(S,)
V(Sn)

Dans ces conditions, la suite de variables aléatoires ( ) converge en loi vers une variable aléatoire de
neN*

loi normale centrée réduite.



Il en est alors clairement de méme pour la suite

(5 (S ) = LS pw) < Lo
Notons que : Vn € N*| E<n> = E(Z g(Ul)> = Z E (9(Uy)) = nanJ.

i=1
Les variables aléatoires de la suite (g(

Un

* Sn 1 - 1 2 0'2

VneN,V(n)nzv<Z i>n22V = 5not="
J

i=1

Alors Vn € N* % —£ (%) = S”J " . Finalement :
V(s G
Za _ J
La suite de variables aléatoires ( — ) converge en loi vers une variable aléatoire de loi normale centrée
Vn neN*
réduite.
Sn_ g
ii. Supposons n assez grand. Alors — suit la loi normale centrée réduite... Donc :
vn
Su g Sa g
Ve e R, P( — <5>—P<—5< L éf—:)—<I>(5)—<I>(—s)—<1>(s)—(1—(13(5))—2<I>(5)—1.
vn vn

En particulier : P
Su o J Sh o Sy, o
P <L9% | =P —-1,96< 2 < 1,96 P(1,96<J<+1 96).
n

T g \/ﬁ\ n Pl \/ﬁ
A1nblP<Sn 196i J<5"+1,960):0,95.
n n Vn

1,96) =2®(1,96) —1=2x0,975— 1 = 0,95. Notons alors que:

g

v

Shn Sn . .
[ —1,96 g on + 1,96 J] est un intervalle de confiance pour J au niveau de confiance 95 %.
n

Vol n

3. a sin définit une bijection de [O, g} sur [0, 1], de classe C' et (strictement) croissante.

1
Ceci justifie largement le changement de variable ¢ = sin u dans U'intégrale / 4+/1—t2dt.
0

s s

1 7 2 i :
sin(2u) 12
/ 4Mdt:/24 1sin2ucosudu—/24cos2udu—2/2(1+COS(ZU))dt_2{u+bm(QU)} .

0 0 0 0

1
/ 4\/1—t2dt:2><g:
0

1
/ 441 —t2dt = .

0

b. i. Rien a signaler.

1 function G(t:real):real;
2 begin

3 G:=4*sqrt(1-t*t);

4 end;




ii. Notons qu’ici la suite de variables aléatoires ( converge en probabilité vers J = 7.
n
neN*

Sn
Notons aussi que I’on nous demande simplement de simuler la variable aléatoire —-
n

1 begin

2 randomize;

3 write(’Donnez la valeur de n. n=’);readln(n);
4 J:=0;

5 for i:= 1 to n do J:=J+G(random);

6 J:=J/n;

7 writeln(’Une valeur approche de pi est : ’,J);
8 end.

3. 2. Réduction de la variance par variables antithétiques.

1. Posons T'=1—U. T est une variable aléatoire qui prend ses valeurs dans [0, 1].

Notons Fr sa fonction de répartition et Fy celle de U.

Vz €] —00,0], Fr(x) =0 et Vo € [1,+00], Fr(z) = 1. Soit x un élément de [0, 1[. Notons que 1 —z € [0, 1]. Ainsi:
Fr(x)=P1-U<2)=PQl—-2<U)=1-PU<1l-2)=1-PUL1l—2)=1-Fy(l—2)=1—(1—2z) ==x.
Finalement Vz €] — 00,0], Fr(z) =0, Vz € [0,1], Fr(z) =z et Vz € [1,+00[, Fr(z) = 1.

Donc T suit la loi uniforme sur [0, 1].

’ 1 — U suit la loi uniforme sur [0, 1]. ‘

Dans ces conditions U et 1 — U ont méme loi. Il en est alors de méme pour g(U) et g(1 — U).

Par conséquent g(1 — U) possede une espérance qui vaut J.
1 1
Alors Y = 3 [g(U) +g(1— U)] possede une espérance qui vaut 3 [E g(1-U)] + E[g(U)” donc J.
EY)=J.

2. a. Soit u et w deux éléments de [0,1]. g est (strictement) croissante sur [0, 1] donc g(u) — g(w) est du signe de
u—w et g(1 —u) — g(l —w) est du signe de (1 —u) — (1 — w) donc du signe de —(u — w).

Alors g(u) — g(w) et g(1 —u) — g(1 — w) sont de signes opposés. Donc (g(u) — g(w)) (9(1 —u) — g(1 — w)) < 0.

Y(u,w) € [0,1]%, (g(u) — g(w)) (9(1 —u) — g(1 —w)) <O.

Remarque Ceci vaut encore si g est (strictement) décroissante.

b. Version light U et W prennent leurs valeurs dans [0, 1].

Donc d’apres ce qui précéde Yw € Q, (9(U(w)) — g(W(w))) (9(1 = U(w)) — g(1 — W(w))) < 0.

Ceci donne: (g(U) — g(W))(9(1 = U) — g(1 = W)) <0.

La croissance de l'espérance donne alors E [(g(U) — g(W))(g(1 = U) — g(1 — W))] <.

Seconde version U et W prennent presque slirement leurs valeurs dans [0, 1].

Notons S I'événement {U € [0,1]} N{W € [0, 1]} et S’ I'événement {(g(U) — g(W))(g(1 — U) — g(1 — W)) < 0}.
D’apres ce qui précéde Vw € S, (9(U(w)) — g(W(w))) (9(1 — U(w)) — g(1 = W(w))) < 0.



Ainsi S € S’ donc P(S) < P(Y).

Par indépendance : P(S) = P({U € [0,1]} N {W € [0,1]}) = P(U € [0,1]) P(W € [0,1]) =1 x 1 =1.
Par conséquent 1 = P(S) < P(S’) <1, donec P(S') =1

Alors presque stirement (g(U) — g(W))(g(1 = U) — g(1 — W)) prend des valeurs négatives ou nulles.

Grace au cours on retrouve ainsi :

E[(9(U) —g(W))(9(1 = U) —g(1 = W))] <0.

Dans ces conditions, par linéarité de 'espérance et grace a I’espérance (!!) de l'existence de toutes les espérances (...

voir plus bas) on a:

E(g(U)g(1 = U)) — E(g(U)g(1 —=W)) = E(g(W) g(1 = U)) + E(g(W) g(1 — W)) <O0.

U et W sont indépendantes donc U et 1 — W le sont également. Alors g(U) et g(1 — W) sont indépendantes.
De plus U et 1 — W ont méme loi donc g(U) et g(1 — W) aussi. Alors E(g(1 — W)) existe et vaut E(g(U)).
Ce qui précede donne alors : E(g(U) g(1 — W) = E(g(U)) E(g(1 — W)) = (E(g(U)))".

On montre de méme que: E(g(W) g(1 —U)) = (E(g(U)))2

U et W ayant méme loi il en est de méme de g(U) g(1 — U) et de g(W) g(1 — W).

Alors E(g(U) g(1 = U)) = E(g(W) g(1 —W)).

Dans ces conditions I'inégalité E(g(U) g(1 —U)) — E(g(U) g(1 = W)) — E(g(W) g(1 = U)) + E(g(W) g(1 —W)) <0

devient : 2 E(g(U) g(1 - U)) — 2 (E(g(U)))* < 0. Finalement :

E[g(U) g(1 = U)] < (E[g(0)])*.

Remarque  Un peu d’existence...

Posons Yz € [0,1],§(z) = g(z) g(1 — z). § est continue sur [0,1]. On montre alors comme dans 3.1.1 que E(§(U))
existe.

Ainsi E(g(U) g(1 — U)) existe. Alors E(g(W)g(1 — W)) existe également car §(U) et §(W) ont méme loi puisque U
et W ont méme loi.

g(U) et g(1 — W) ont méme loi sont indépendantes et possédent la méme espérance. Ceci suffit pour dire que
E(g9(U) g(1 — W)) existe (et vaut (E(g(U)))Q) De méme E(g(W)g(1 —U)) existe (et vaut (E(g(U)))2)
Ceci donne alors 'existence de E [( )) ( -U)—g(1l—- ))] et permet de dire que cette espérance vaut :

ﬂ<w<r4me<w>a—w» uw>< ~U)) + E(g(W) g(1 ~ W), non?)

c. Y —E(Y)= % [(g(U) — )+ (901 } Alors:

(v = B) = 1 [(00) ~ 7)’ + (60~ 0) = 1) 2 (9(0) ~ ) (901 ~ 1) — 7).

(Y -E(Y))* = i [(g(U)—E(g(U)))2+ (9(1-U) —E(g(l—U)))QJng(U)g(lfU) ~2Jg(U) 27 g(1-U)+2.2].
(9(U) = E(g(1)))? et (9(1—U) — E(g(1 — U)))? possedent une espérance qui vaut o2.

g(U) et g(1 — U) possedent une espérance qui vaut .J,

Notons pour finir que g(U) g(1 — U) possede également une espérance.



10
1
Alors (Y — E(Y))2 posseéde une espérance qui vaut 1 {02 +02+2E(gU)g(1—U)) —2J> —2J% +2 JQ]
1
Donc Y possede une variance qui vaut 5 [02 +E(g(U)g(1-U)) — JQ]

Alors d’apres b, V(Y) < % [02 + (E(g(U)))2 - J2] = %02 = %V(g(U)). Finalement :

Y possede une variance et V(Y) <

1
3. Reprenons la suite (Uy,)pen+. Posons Vn € N, T, = 3 (g(Un) +g(1— Un)>

1
Considérons la fonction g: x — 3 (g(m) +g(1— x)) Vn e N*, T,, = g(U,).

Remarque A partir d’ici nous pourrions passer directement & la conclusion. En effet g étant définie et continue sur
[0,1] nous pouvons utiliser 3.1.2.b.ii. en remplacant g par g. L’intervalle de confiance est alors celui de 3.1.2.b.ii. en
remplacant o par o’.

n
Pour les incrédules, ramons ! Posons Vn € N*, S) = E T;.
=1

Pour tout n dans N*, T;, a méme loi que Y. En particulier pour tout n dans N*, T}, posséde une espérance qui vaut
J et une variance qui vaut V(Y).

Dans la suite nous poserons ¢’ = 1/V(Y) et nous supposerons ¢’ non nul (ce n’est pas le cas lorsque Vz €
0.1], g(z) = ...

o (U,)nen est une suite de variables aléatoires indépendantes donc (?)(Un))n . est une suite de variables aléatoires

indépendantes.
e Toutes les variables aléatoires de la suite (ﬁ(Un)) ont méme loi, possedent une espérance égale a J et une

variance égale & o'2.

neN*

Sv _ | (iﬁ)
o, . . . ’ . n n . . 7 .
Dans ces conditions, la suite de variables aléatoires | ————* converge en loi vers une variable aléatoire

neN*
de loi normale centrée réduite.
S/ S’ o'
Un calcul simple donne E | = | =J et 4|V [ 2| = —.
n n Vn
Su _ g
Alors la suite de variables aléatoires | —*—; converge en loi vers une variable aléatoire de loi normale centrée
vn neN*
réduite.
Sn
Ici encore nous supposerons que pour n assez grand —*——— suit la loi normale centrée réduite.
vn

Sy _

n
g

v

’

On montre alors comme dans 3.1.2 que P <

d

S/
Ainsi P | 2 —
n

< 1,96) =2®(1,96) — 1 = 0,95 et que

Sy _

n
o’

v

S/ o’ S’ o’
<19 | =P (" —-1,96 —= < J <2 +1,96 ) tout ceci pour n assez grand.

S! o
<J<—2+41,9 ) = 0,95 pour n assez grand.
n n

0_/
1,96 —
Vn Vn
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! / !/
,—"—1—1,961
n

s S LW 7 L~ T S
vn € N*, S = Z (g(Ul) +4(1 Ul)) et o/ = /V(Y). Pour n assez grand . 1,96 Tn

o
— 2 Vn

est un intervalle de confiance pour J au niveau de confiance 95 %.

O_I

et le nouvel intervalle de confiance a pour longueur I/, = 2 x 1,96 —-

n

I, =2 x 1,96 %
,2
Pour avoir Iy =1, il faut et il suffit que N =n 0—2 ! Oublions un peu la question (il semble difficile de trouver un N
solution surtout lorsque ’on ne connait ni o ni UU’ et que ’on veut N entier).
/2 ,2

. . . o o 1404
Contentons nous de dire que Iy <1, si et seulement si N > n — - Remarquons alors que —- = ()
o

o2 V(g(U)) s

DN | =

’2

o
Donc deés que N > ,onaNknF et Uy <lp.

|3

n
Avec cette nouvelle méthode, il suffit donc de faire Ent <7) + 1 tirages de la variable aléatoire uniforme pour

obtenir un intervalle de confiance de longueur au plus £,,.

3. 3. Réduction de la variance par stratification.
3. 3. 1. Etude d’une fonction de plusieurs variables.

1. f est une fonction rationnelle (ou la restriction & (]0, +oc[)® d’une fonction rationnelle...) donc :

’ f est de classe C? sur (]0, +o0])3. ‘

Sans difficulté on obtient :

1 9 1 0 1
V(l'l,xg,flz'?,) € (]07+OO[)37 Tml(wl»anxi’)) = _Ev T;fz(xlaanx?)) = _;% et 87;;(1.17:52)%3) = _gixg
. 02 1 92 2 0? 2
V(z1, 22, 23) € (]0,4+00[)?, (%Jg(xl,lfz,xzs) = ﬁ’ 61:2(131,@,563) = 97% et 3 é(ﬂﬂl,xz@:a) = ng
*f *f *f
3 — . =
V(z1, 22, 23) € (]0, +00[)”, D902 (1,2, 23) = D307 (1,2, 23) 011023 (w1, 2, 23) = 0.
0? 0? 0?
V($1,$2,$3) € (]0»4’00[)3, 83@1(;;2 (551,3027963) = W{éf%(xhxzﬁ:a) = ngl(ﬂh,xz,%) =0.
2. Ce qui précede donne :
L 0 0
2x§’
2
VA= (a1,02,05) € (0, 400D, VF(A) = | 0 S 0
0 02 2
993§3
h1
Soit A = (a1, as,as) un élément de (]0,+o0o[)® et soit H = | he | un élément non nul de Ms 1 (R).

h3
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Un calcul simple donne: " HV? f(A)H i + i + 205 Alors "HV2f(A)H > 0 car Mk et 205 sont positifs
: =4 =+ —. > —, — et —2 ifs.

P 2a3 a3 9a3 2a3" a3 9a3 b

(

Mieux, comme H n’est pas nulle, I'un de ces trois réels est strictement positif et ainsi ‘ HV? f(A)H > 0.

VA € (]0,+00)®, VH € M31(R) = {Opg,, %)}, "HV?f(A)H > 0.

De toute évidence on a aussi:

VX € (]0,+o0[)?, VH € M31(R), "HV?*f(X)H > 0, non ?

3. (]0,+o00[)? est un ouvert de R?® comme produit de trois ouverts de R et f est de classe C! sur (]0, +oo])3.

Ainsi si f admet en un point A = (ay, as,az) de (]0, +oo[)® un extremum, alors le gradient de f en A s’annule donc

1 1 1
——5,——5,— =5 | = Ogs. C’est haut t i bable !
( 4&% CL% 9a§> R3 €s autement 1mprobable

’ f n’a pas d’extremum sur (]0, +oo)3. ‘

4. Posons C = {X = (x1,29,23) € R | 21 + 25 + 23 = 110} et VX = (21, 29,23) € R®, h(X) = 21 + z2 + 3.
Notons que h est de classe C! sur R3 et que:VX € R3, VA(X) = (1,1,1).
f est de classe C! sur Pouvert (]0, +0c[)® et h est une forme linéaire sur R3.

Le cours indique alors que si f admet en un point A un extremum sous la contrainte C alors V f(A) appartient a
Porthogonal de Ker h.

Rappelons que (Ker h)® est encore Vect(Vh(X)) ot X est un élément quelconque de R3.
Donc (Ker k) = Vect ((1,1,1)).

Cherchons alors les points A de C N (]0, +00[)? tels que Vf(A) appartienne a Vect ((1, 1, 1)), c’est & dire les points
critiques de f sous la contrainte C.

e Soit A = (ay,ag,a3) un point critique de f sous la contrainte C.

A€ (J0,+00)3, a1 + az +az = 110 et Vf(A) € Vect((1,1,1)).

Vf(A) = ( ! ! 12) € Vect((1,1,1)). Donc o1 - 1

T2 20 2 = 2 0.2
4a7” a3 9az 4af as 9a3
Ceci donne 4a? = a% = 9a3 puis 2a; = az = 3a3 car a1, az et ag sont positifs.

2 11
Alors 110 = a1 + as + a3z = a1 + 2a1 + §a1 =3 ay. Ainsi a1 = 30, az = 60 et azg = 20. Finalement A = (30, 60, 20).

e Réciproquement posons A = (30,60, 20). A appartient a (]0, +oo[)3. 30 + 60 + 20 = 110 donc A appartient & C.

Deplusz(A):( L 1.1 ):( ! ! ! )evect((1,1,1))=(Kerh)i.

T 4x3027 6027 9 x 202 36007 3600° 3600
Donc A = (30,60, 20) est un point critique de f sous la contrainte C.

’ A = (30,60, 20) est I'unique point critique de f sous la contrainte C. ‘

Soit X un élément de (]0, +oo[)® N C. Montrons que f(X) > f(A). Posons H =X — A. X = H + A.
Attention ici H est un élément de R3.
Commencons par montrer que [A, A + H] = [A, X] est dans (]0, +o00[)3.

Soit Y un élément de [A, X]. 1l existe un réel A appartenant & [0,1] telque Y = XA+ (1 — A) X.
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Les composantes de A et X sont strictement positives et les réels A et 1—\ sont positifs ou nuls sans étre simultanément
nuls. Alors les composantes de Y sont strictement positives. Y est donc un élément de (]0, 4+o0[)3.

[A, A+ H] est contenu dans (]0, +00[)® et f est de classe C? sur (]0, +o0[)3.
Notons g4 la forme quadratique de R? associée & la matrice symétrique V2 f(A).

La formule de Taylor appliquée & f & 'ordre 1 montre qu’il existe un élément 6 de ]0, 1] tel que:

F(A+ H) = F(A)+ < VF(A) H >+ qaron(H).

A et X sont dans C donc h(H) = h(X) — h(A) =110 — 110 = 0. Alors H appartient & Ker h. Or Vf(A) € (Kerh)*.

Alors < Vf(A),H >=0et ainsi f(X) = f(A+ H) = f(A) + 1qA_;_@H(H).

2
1 1 ) In
En posant H = (hq, ho,hs) on a f(X) — f(4) = iqAJrgH(H) =3 (h1hahg)VZf(A+0H) | ho
hs3
1 hy
En utilisant 2. on obtient alors f(X) — f(A) = 3 (h1 ho ha)V2f(A+60H) | hy | >0.
hs

Ainsi VX € (]0,4+c[)* NC, f(X) = f(A).

11
f admet en A = (30,60, 20) un minimum global sous la contrainte C qui vaut 360"

3. 3. 2. Méthode de stratification.
1. ({T € [1},{T € I,},{T € I3}) est un systéme complet (ou quasi-complet) d’événements.
La formule des probabilités totales donne :
Vz € R, P(g(U) <z) = P({T € L} n{g(U) < 2}) + P({T € L}n{g(U) < 2}) + P({T € I;} N {g(U) < «}). Alors:
Ve €R, P(g(U) <) = P({T € L} n{g(U1) < z}) + P({T € L} n{g(Us) < z}) + P({T € Is} N {g(Us) < z}).
Rappelons que les variables aléatoires T', Uy, Uy et Uz sont indépendantes.
Alors les variables aléatoires T', g(Uy), g(Uz) et g(Us) le sont également. Ainsi:
Vz € R, P(9(U) <z) = P(T € I,) P(g(U1) < x) + P(T € L) P(g(Us) < ) + P(T € I3) P(g(Us) < ).
T suit une loi uniforme sur [0,1] et 0 < a < b < 1. Alors:
PTel)=PO0<T<a)=a, P(T€L)=Pla<T<b)=b—aet P(T€l3)=Pb<T<1)=1-b.

Finalement :

Vz € R, P(g(ﬁ) <z)=aP(9(U1) <z)+ (b—a)P(g(Uz) <z)+ (1 —0b) P(9(Us) < z).

Soient Fyr,y, Fyw,), Fyw,) et Fg(ﬁ) les fonctions de répartition respectives de g(U), g(Us), g(Us) et g(U).
Vr € R, Fg(&')(fb) = (ng(Ul)((E) + (b — a) Fg(UQ)(ZL') + (1 — b) Fg(Ug)(l')'

Fywyy, Fyy) et Fy,) sont continues sur R donc, par combinaison linéaire, Fg(ﬁ est continue sur R.

)
Soient fo(ur,), foy) et fe,) des densités respectives de g(Uy), g(Us) et g(Usz) définies sur R.

Ty, ) et fgw,) sont continues sur R privé d’un ensemble fini de points. Alors on peut trouver une partie finie
D de R telle que fyw,), fou,) €t fgw,) soient toutes les trois continues sur R — D.
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Dans ces conditions Fy ), Fyu,) et Fy,) sont de classe C' sur R — D.

De plus Vo € R = D, Fy ;1 (x) = fow) (), Fyp,) (@) = fowa) () et Fyp (@) = fows) (@)

Alors Fg % est de classe C! sur R — D olt D est finie et continue sur R. g(U) est donc une variable aléatoire a densité.

Vo € RD, F! o () = a By, (0)+(0=a) Fyg (@)+(1=0) Fy s () = @ foqu (2)+0-0) fyuy (@)+ (1) fyw (o).

a fowyy + (b —a) fow,) + (1 =) fyw,) est une fonction définie et positive sur R qui coincide avec F’(~ sur R privé
g

U)
d’un ensemble fini de points. C’est donc une densité de g(U).

Soient fy(u,), fouy) €t fyw,) des densités respectives de g(Uy), g(Uz) et g(Us), définies sur R.

g(U) est une variable alétaoire & densité admettant pour densité la fonction

oy = afgwn) + (0= a) fow) + (1 =) fows)-

g

Supposons que :Vz € [0,1], g(z) = 2. Alors g(U) = U, g(Uy) = Uy, g(Us) = Uy et g(Us) = Us.

1
g(Uh), g(Us) et g(Us) sont bien des variables aléatoires & densité. Posons:Vz € R, fy,(z) =< a sizelo, a[’
0 sinon
1 . 1 .
vreR, fu(r) =4 b—a ST v er =Ty STEBI
0 sinon 0 sinon

Pour tout ¢ dans [1, 3], fu, est une densité de U; ou de g(U;).

D’aprés ce précede g(U) done U est une variable aléatoire  densité admettant a fy, + (b — a) fu, + (1 — b) fu, pour
densité.

Posons fr =a fu, + (b —a) fu, + (1 = b) fu,.

Vo € [0, al, fﬁ(x):anl(x)+(bfa)fU2(x)+(1fb)fU3(x):aéJr(bfa) Xx0+(1-5b)x0=1.

On montre de méme que Va € [a,b], fz(z) =1et que Vz € [b,1], f5(z)=1.
, 1 sizel01]
De plus:Vz € R—[0,1], fz(z) =ax0+(b—a)x0+(1—b)x0=0. Finalement:Vz € R, fz(z) = .
Ainsi 0 sinon
insi:

U suit une (la) loi uniforme sur [0, 1].

2. U; prend ses valeurs dans I1 = [0, a[ et g est continue sur cet intervalle. Alors le théoréme de transfert montre que

a
g(U1) possede une espérance si et seulement si / g(t) fu, (t)dt est absolument convergente.
0

1
Ceci est clair car V¢ € [0,al, |g(t) fu, (t)] = =|g(t)| et |g| est continue sur [0,1] (oui sur [0,1]!)
a

Finalement E(g(Uy)) posséde une espérance. On montre de méme que E(g(Uz)) et E(g(Us)) existent.

+o00o +o00 +oo
Ce qui précéde donne aussi l’existence des intégrales / t foy)(t)dt, / t fou,)(t)dt et / t fouy)(t)dt.
— 00 — 00

Or Vit € R, tfg(ﬁ) (t) = atfg(Ul)(t) + (b — CL) tfg(Uz)(t) + (1 — b) tfg(U3)(t).

—+o0 —+oo “+oo

thmw+w—m/ tm@mw+u—w/  foqu (1) dt

— 00 — 00

“+o0o
Ainsi /_OO tfg(ﬁ) (t) dt existe et vaut: a /

— 00
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+oo
Donc / tfg(ﬁ) (t) dt existe et vaut:a E(g(U1)) + (b —a) E(g9(Uz)) + (1 — b) E(g(Us)). Par conséquent :

— 00

g((}) possede une espérance qui vaut aE(g(Ul)) +(b—a) E(g(Ug)) +(1-0) E(g(Ug)).

3. Les variables aléatoires de la suite (U11,...,U1,n,,U21,---,U21n,,Us1,...,Us pn,) étant indépendantes il en est
de méme de celles de la suite (g(Ulyl), s 9(Ui ), 9(U1)s -, 9(U2,), 9(Us 1), - .., g(Us y)). De plus les variables
aléatoires de cette suite possedent une variance. Alors Z possede une variance et :

V(Z)= (a nll> i: V(g(U,)) + ( ) i V(9(U2,)) ( (1-0) ) i V(9(Us,;)). Notons que:
Vi e [1,m], V(g(Uis)) =V (9(Uh)), Vi € [1,n2], V(9(Us,s)) =V (g(U2)) et Vi € [1,n3], V(9(Us,i)) =V (g(Us)).
Alors V(Z) = <a 1) ny V(g(Uh)) + <(b —a) n12> na V(g(U2)) + <(1 —b) nlg) n3 V (9(Us)). Finalement

ni

1 1 1
Z possede une variance et V(Z) = a? . V(g(U1)) + (b—a)? — V(g(U2)) + (1 —b)* - V(9(Us)).
1 2 3

1 1 1
4. Dans ces conditions V(Z) = T + p— + 9
1 2 3

On cherche donc (ny,ng,n3) dans (N*)3 tel que ng + ng + nz = 110 et tel que V(Z) soit minimum.
3.3.1 indique que (30,60,20) est le seul triplet qui convient.

Remarquons alors que : E(Z) = (a nll) i E(g(Ul,i))+<(b—a) ;2) i E(g(Us.)) < (1—b) ) i_: o(Us.)

i=1 i=1
Notons que :

Vi € [[1,n1]], E(g(Ulyl)) = E(Q(Ul)), Vi € |[1,TL2]], E(g(Ugwl)) = E(Q(Ug)) et Vi € Hl,ngﬂ, E(g(Ug,l)) = E(g(Ug))

Alors E(Z) = (a 1) ni1 E(g(Uy)) + ((b— a) 1) ns E(g(Uz)) + ((1 —b) 1) n3 E(g(Us)).

iy n9 ns
Donc E(Z) =a E(g(U1)) + (b—a) E(9(Uz)) + (1 —b) E(g(Us)) = E(g(ﬁ)) Finalement : E(Z) = E(g(U)).
Or U a méme loi que U donc g(U) a méme loi que g(U) et ainsi E(g((?)) =E(g9(U)) = J.

E(Z)=J.

Pour que E(Z) fournisse une estimation de J (7 ?) avec le plus petit risque d’erreur possible suivant cette méthode

il convient de donner a nq, no, n3 les valeurs 30, 60 et 20.




