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EXERCICE 1

PARTIE I: Etude d’un cas particulier
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T est une matrice symétrique d’ordre 4 a coefficients réels donc :

T est diagonalisable.

0 -1 1 0 0 -1 1 0 2 0 0 -2
sop2_| -1 0 0 1 10 0o 1) [0 2 -2 0
Tl 0 0 41 1 0 0 -1 0 -2 2 0
0 1 -1 0 0 1 -1 0 2 0 0 2
0 -1 1 0 2 0 0 -2 0 -4 4 0
1 0 0 1 0 2 -2 0 4 0 0 4
3 2 _ _
TP=TxT"=1 41 o o -1 0 2 2 o] |4 0o o -4
0 1 -1 0 2 0 0 2 0 4 -4 0

T3 — 4T = O, () donc X3 —4X est un polynéme annulateur de T dont les zéros dans R sont 2, —2 et 0.

Par conséquent le spectre de T est contenu dans {2, —2,0}.

L’ensemble des valeurs propres de T est contenu dans {2, —2,0}. Sp(T) C {2,-2,0}. ‘

X
3. Soit X = ‘Z un élément de My (R).
t
0O -1 1 0 T 0 —y+2=0
-1 0 0 1 Y 0 —x+t=0 z=y
TX=0mum <=1 1 o o —1||{z]"|o| T Vz=-t=0 ‘:’{t z
0 1 -1 0 t 0 Yy—z=



x x
(X € My(R) | TX = 0py o} = { y) € Mua®) [y=zett=r}={| ¥ | (wy) € B2,
t T
1 0 1 0
0 1 , o) (1
{X € M471(R) ‘ TX = 0M4‘1(]R)} = {.’ﬂ 0 +y 1 5 (ﬂf,y) eR } = Vect 0 3 1
1 0 1 0
1 0
Posons X3 = 8 et Xy 1 AX eEM4R) [TX =0pm, )} = Vect (X3, Xy).
1 0

D’abord X3 n’est pas nul et TX3 = Opq, ,(r) donc 0 est valeur propre de T
Ce qui précede montre aussi que le sous-espace propre associé, que nous noterons SEP (T',0), est Vect(Xs3, X4).
(X3, X4) est une famille génératrice de SEP (7',0). Montrons que cette famille est libre.

Soient deux réels a et (3 tels que a X3 + 8 Xy = O, (r)-

1 0 Q
0 1 B .

Alors o ol ™t 8 1] = Om, ., (r) donc 3= Opy, (r)- Par conséquent: oo = 8 = 0.
1 0 a

Ceci acheve de montrer que (X3, X4) est une famille libre. C’est donc une base de SEP (T,0).

1 0
0 est valeur propre de T et 8 , 1 est une base du sous-espace propre associé.
1 0
0O -1 1 0 1 2
-1 0 0 1 -1 -2
4. T X, = 1 0 0 -1 1 5 | = 2 X;.
0 1 -1 0 -1 -2
0o -1 1 0 1 -2
1 0 0 1 1 -2
Tr=141 o o —1f|=1)7| 2]~ 2
0 1 -1 0 -1 2

] TX, =2X, et TXy = —2X,.

5. Rappelons que 0 est valeur propre de T et que (X3, X4) est une base du sous-espace propre associé.

X1 n’est pas nul et T'X; = 2 X; donc 2 est valeur propre de T et X7 est un vecteur propre associé.

Xs n’est pas nul et T' X5 = —2 X5 donc —2 est valeur propre de T et X5 est un vecteur propre associé.

0, 2, et —2 sont des valeurs propres de T et nous avons vu que le spectre de T' est contenu dans {2, —2,0}.
Ainsi les valeurs propres de T sont 2, —2 et 0. Sp(T") = {2, -2, 0}.

dim SEP (7,2) > 1, dimSEP (7,-2) > 1, dim SEP (7,0) = 2. Comme la somme des dimensions des sous-espaces
propres de T est au plus 4, nécessairement dim SEP (T',2) =1 et dim SEP (T,—2) = 1.

Notons que dim SEP (T, 2) + dim SEP (T, —2) + dim SEP (T,0) = 4; on retrouve le fait que T est diagonalisable.
(X1) est une base de SEP (T,2), (X2) est une base de SEP (T, —2) et (X3, X4) est une base de SEP (T',0).
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Comme My 1(R) est somme directe de ces trois sous-espaces propres, (Xi,Xs, X3, X4) est une base de My 1(R)

constituée de vecteurs propres de T respectivement associés aux valeurs propres 2, —2, 0, 0.

Soit P la matrice de passage de la base canonique de My ;(R) a la base (X1, X2, X3, X4).

1 1 1

PSP -1 1 0

Ce qui précede indique que: P = 1 0
1

-1
-1 -1

Notons que D = Diag(2,—2,0,0) est une matrice diagonale telle que = PDP~!.

0
1 , P est inversible et P~1TP = Diag(2, —2,0,0).
0

1 1 10 2 0 00
. . -1 1 01 . . . 0 -2 0 0 . .
Si P est la matrice 1 -1 0 1 et si D est la matrice diagonale 0 0 0 0 alors P est inversible et
-1 -1 1 0 0 0 00
T =PDP~ .
1 -1 1 -1
. -1 11 -1 -1
Exercice Montrer que P~+ = 2 0 0 9
0o 2 2 0

PARTIE II: Réduction de ® 4 dans le cas général.

1. e Si M est un élément de M,,(R), AM — M A est encore un élément de M, (R).

® 4 est donc une application de M,,(R) dans M, (R).

e Soient M et N deux éléments de E et soit A un réel.

O4AM+N)=AAM +N)— (AM +N)A= X AM + AN — \MA — NA = )(AM — MA)

Donc Po(AM + N) = AP, (M) + D4(M).

Ainsi ® 4 est linéaire.

’ ® 4 est un endomorphisme de M,,(R). ‘

2

2. V(M,N) € (M,(R))", (M|N)=Tr(*MN)eR (0).

e Soient M, N et P trois éléments de M, (R) et soit A un réel.

(M|AN +P) =Tr (\M(AN + P)) = Tc(A*MN + 'MP) = X\ Tr(*MN) + Tr(! MP) = X\ (M | N)

Y(M, N, P) e (MH(R))?), YAER, (M|AN +P)=A(M|N)+(M|P) (1)

o Soient M = (m;;) et N = (n; ;) deux dléments de Mo (R). (N | M) = il il n il i
i=1 j= i=1 j=1
YMLN) € (M) (N[ M) = (M|N) ()
e Soit M = (m; ;) un élément de M, (R). (M | M) = znjl Z”:l i Mij = 231 Zn:l m;
i=1 j= i=1j
VM € M,(R), (M|M) >0 (3).
e Soit M = (m; ;) un élément de M, (R) tel que (M | M) = 0.
Zn: zn: m7; = 0et V(i,7) € [1, n]?, > 0. Ainsi V(i, ) € [1,n], m;; = 0.

3

1 =1

+ (AN — NA).

+ (M| P).

m jnij = (M]|N).



Alors V(i, 7) € [1,n]°, m; ; = 0. Donc M est la matrice nulle.
VM € Mp(R), (M|M)=0= M =0, ® (4.
(0), (1), (2), (3), (4) suffisent pour dire que

Papplication (M, N) € (/\/ln(R))2 — (M| N) est un produit scalaire sur M,,(R).

3. Soient M et N deux éléments de M, (R).

(@4(M) | N) = Tr (B(M)N) = Tr ((AM — MAN) = Tr (((AM) — *(MA)N) = Tr ((AM)N — (MAN).
(®a(M)|N)=Tr (*M*AN —*A'MN) = Tr(*MAN) — Tr(A*MN) car A est symétrique.

Notons que Tr(A!MN) = Tr(!MNA).

Alors (B (M) | N) = Te(' MAN) — Tr(*MNA) = Tr (‘MAN — {MNA) = Tr (‘\M(AN — NA)) =< M, 4(M) >.

’ Pour toutes matrices M, N appartenant & M, (R), on a: (®4(M)|N) = (M| Pa(N)). ‘

Alors @4 est un endomorphisme symétrique de M,,(R) donc:

’ ® 4 est diagonalisable. ‘

L1 Y1
L2 Y2
4. (a) Posons X = . |JetY =] .
Tn Yn
€
¢ 2
Mxy=XY =1 . | x(Wy2 - yn) = (@ ¥5) 5 emn]?-
Ln

X et Y sont des vecteurs propres de A. Ce sont donc des éléments non nuls de M, ;1 (R). Ainsi on peut trouver deux
éléments ig et jo de [1,n] tels que:z;, # 0 et y;, # 0.

Alors z;, yj, n'est pas nul. My y ayant un coeflicient non nul, ce n’est pas la matrice nulle.

’ Mxy # Op,, (m)- ‘

AY = pY donc H(AY) = (uY). Alors 'Y *A = 'Y, Comme A est symétrique on obtient :

YYA=ptY.

(b) q)A(Mx)y) = AMX7Y - MX7yA = AXtY —XtYA = ()\X)tY—X(MtY) = )\XtY —/,(,XtY = ()\ —l,(,) MX7y.

’ Pis(Mxy)=AN—p) Mxy. ‘

Comme Mx y n’est pas la matrice nulle, A — i est une valeur propre de ® 4 et Mx y en est un vecteur propre associé.

Ce qui précede montre que si A et p sont deux valeurs propres quelconques de A, alors A — p est une valeur propre de
®y. Comme I' = {)\ —p, (A€ (SpA)Z} , I' est contenu dans le spectre de ® 4.
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5. (a) A est diagonalisable donc il existe une base (Z1, Za, . .., Z,) de M, 1(R) constituée de vecteurs propres de A.
Comme pour tout vecteur propre Z de A, MZ = 0, ,(w) : Yk € [1,n], MZy = 0p, ,(w)-
Soit U un élément quelconque de M,, 1(R) et (1,72, - - ., V) la famille de ses coordonnées dans la base (Z1, Zs, ..., Zy,).

n n n
MU:M(Z%Zk):Z W MZi) = (9 Opy 1 (®)) = O, (B)-

k=1 k=1 k=1
Ainsi: VU € M, 1(R), MU = O, 1 (R)-

Soit (E1, Ea, ..., Ey) la base canonique de M, 1(R). D’aprés ce qui précede:Vj € [1,n], ME; = 0, ,(m)-

Cela signifie encore que pour tout élément j de [1,7n], la j™¢ colonne de M est nulle. Donc M est la matrice nulle.

Si pour TOUT vecteur propre Z de A, MZ = 0,4, ,(r) alors M est la matrice nulle de M,,(R).

M est un vecteur propre de ®4 donc M n’est pas la matrice nulle de M,,(R). Il est alors impossible que : pour tout
vecteur propre Z de A on ait MZ = Opq, ,(r). Par conséquent :

’ il existe au moins un vecteur propre Zy de A tel que M Zy # Oy, | (r)-

(b) et (c) Pa(M) = a M car M est un vecteur propre de ® 4 associé a la valeur propre a.

Ceci s’écrit encore: AM — M A =aM.

Alors a MZy = (AM — MA)Zy = AM Zy — M AZ,.

Or AZy = puZy. Ainsi:aMZy=AMZy — M(uZy) = AMZy — u MZy. Donc AMZy = (o + pu) M Zy.

Comme M Zj n’est pas nul(le), a + p est une valeur propre de A et M Zj en est un vecteur propre associé.

’ M Zy est un vecteur propre de A associé a la valeur propre a + . ‘

Des lors, posons: A =a + u. @« = X — p et, X et u sont deux valeurs propres de A. Par conséquent « est un élément
deT.

Nous venons de montrer que toute valeur propre o de ®4 appartient a I'. Donc Sp®4 C I'. Ceci et la question 4
permettent d’affirmer que :

Spds=T= {)\—u, (A ) € (SpA)z}.




EXERCICE 2

1. Domaine de définition de f:

) ) ) o ae”® sitel0,4oo
(a) Soit a un réel strictement positif. Posons:Vt € R, ¢, (t) = .
0 sinon

g est une densité d’une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parametre a.

+oo +oo
Ainsi / ©q(t) dt existe et vaut 1. Il en est alors de méme pour / ©q(t) dt.
0

— 00

1 oo 1
En remarquant que Vt € [0, +00[, e~ = — ¢, (t) on peut dire que / e~ dt existe et vaut —-
a o a

+o00o 1
Pour tout réel a strictement positif, I'intégrale / e~ dt converge et vaut —-
0 a

(b) Soit « un réel. Posons:Vt € [0, +o00[, 1, (t) = "2 /14 22 €2, 1, est continue et positive sur [0, +ool.

+o00
e Supposons que z vaut 0. Vt € [0, +00[, 1 (t) = ¥o(t) = e~ 2!, (a) montre alors que 15 (t) dt converge et vaut
0
1
2
+oo
Remarque  f est définie en 0 et f(0) = Po(t)dt = 3
0
e Supposons z non nul. lim (z%e*) = +oo donc 1 =;_, o o(z?€*). Alors 1 +z2e? ~ 2%e.
t—+o0 t—+o00

Par conséquent : 1, (t) = e~ 2" /1 + 22 tht ~ e 2 Va2e2t = e |z|ef = |z|e7!
— 00
—t
°Ualt), 1y lale

oVt €10, +o00], |z|e”* > 0.

x| e~ dt converge également.

+o0 +oo
o D’apres (a), / et dt converge donc /
0 0

Les reégles de comparaison sur les intégrales généralisées de fonctions positives montrent alors la convergence de
+oo

Y, (t) dt

0

+oo
Pour tout réel z, I'intégrale / e 2t \/1 + a2 €2t dt converge.
0

2. Branche infinie de la courbe représentative de f :

(a) Soit z un réel strictement positif. Soit ¢ un réel positif ou nul.

ogjet:|xet|:\/x262t<\/1+$262t Ainsi:zet < V1 + 222t

2t —2t

N\ 2
O($€+2x> 22t+2xe——l—@—xQezt—i—l—l—Z?}l—&—ﬁe%

Alors \/1+$262t<“ xet—l——

—t




—t —t

e e
Or zet + 5y est un réel positif. Ainsi /1 + z2e2t < zef + 5y
x x

—t

Pour tout réel x strictement positif et pour tout réel ¢ positif ou nul: ze? < /1 + z2e2t < zel + 2—
x

(b) Soit  un réel strictement positif.

—t
Vt€[03+oo[a $6t<m<x6t+%et 672t>0.
X

—t
e
Alors Vt € [0, +o0[, z e e R e \14a2e2t L xete 2+ 5 e 2,
x

1
Ou:Vt € [0,+00], ze " <9, (t) <ze " + o et (D).

—+oo +oo 1
D’apres la premiere question / e tdt et / e 3t dt convergent et valent respectivement 1 et 3
0 0

+oe +ee 1. 11
Alors / xe tdt et / ze '+ —e 3 ) dt convergent et valent respectivement x et & + — x —-

—+oo
Rappelons que / 15 (t) dt converge également.
0

+oo
1 1
Alors I'inégalité (A) et la croissance de 'intégrale (0 < 4+00) donnent = < / Py (t) dt < x+6— ouz < f(z) < x+67.
0 xZ xX

1
Pour tout réel x strictement positif: x < f(z) < x + o
x

(c)Vz e R™™, 2 < f(z) et lim 2z = +oo donnent :

r——+o0

lim f(x)=4oc.

Tr—r—+00

1 1
+* < — —_— 1 —_— = : 1 — =
VeeRY™, 0< f(z) —z < 62 et hriloo 62 0 donnent par encadrement : wll)rf (f(z) —z) = 0. Alors

’ la courbe représentative de f admet pour asymptote en +oo la droite d’équation y = x.

Remarques 1. Vo e R™™, f(z) —z = é > 0. Notons encore que f(0) —0= f(0) = %

Alors Vz € [0, +o0|, f(x)—2 > 0.

Mieux encore :Vx €] — 00,0, f(z) > 0>z donc Vx €] — 0,0[, f(z) —x > 0. Finalement:Vz € R, f(x)—z > 0.
Ainsi la courbe représentative de f est au-dessus de la droite d’équation y = x.

2. Par parité, la droite d’équation y = —x est asymptote a la courbe représentative de f en —oo et se trouve
au-dessous de cette courbe.

3. Dérivabilité et monotonie de f:
(a) Soit = un réel strictement positif.

Version 1. La fonction t — z et est de classe C! sur [0, +o00[ ce qui justifie le changement de variable u = z ! dans

ce qui suit.

1 \/1 2
VAE[O,—I—OOL/ 21+ a2e2tdt = a? / * (@eh) retdt = z? / +u
0

xet



+00 +oo /1 2
Comme lim (ze”) = +oo et comme / e 2" \/1 + 2 e2t dt converge alors / vitu du converge et

A—+oo 0 - U3
+oo +oo /1 u2
/ e /1 4 22 e2t dt = 22 / 7—; du.
0 x U

Version 2. Ramons pour utiliser avec précision le théoréeme du programme (qui en particulier ”fonctionne” sur
des intervalles ouverts ! ).

9 V14 u?

Posons Vt €]0, +oc[, £(t) = ze! et Yu €]z, 40|, g(u) = "

¢ est de classe C! sur |0, +oo[ et Vt €]0, +oo|, £'(t) =z e’ > 0.
¢ est donc continue et strictement croissante sur |0, +oo[. Elle définit alors une bijection de ]0, +o0[ sur
Jlim £(t), lim £(¢)[ c’est a dire sur |x, +oo[. Ainsi:

t—0 t—+o00

© g est continue sur |z, +00l.

o ¢ est une bijection de |0, +oo[ sur |z, +-oc[, croissante et de classe C*.

“+o0 “+oo

Alors les intégrales / g(u)du et / g(£(t)) ¢ (t)dt sont de méme nature et en cas de convergence elles sont

T 0
égales.

1 02
Notons que V¢ €]0, 400, g(£(t)) ¢ (t) = 2° (Jr(j)?;) zet = e /14 a2 e = o, (t).
xe
—+oo +oo +oo
Donc g(£(t)) £'(t) dt converge et est égale & f(x). Ainsi / g(u) du converge et vaut / g(£(t)) ¢'(t) dt donc
0 T 0

f ().

+oo +oo /1 2
Finalement f(x) = / g(u) du = z* / # du.

T xT U

+o0 /1 2 +o0 /1 2
Pour tout réel x strictement positif, / # du converge et f(x) = z? / # du.
+o0 /1 2 +o00 /1 2 z /1 2
(b) Notons que: Yz €]0, +ocf, f(z) = 2* / #du = 2? / # du — / #du .
z U 1 U 1 u
/1 2
Posons Vu €]0, +o00[, h(u) = # h est continue sur |0,+oo[. La primitive H de h sur Uintervalle ]0, +oco[ qui
u

prend la valeur 0 en 1 est donc de classe C! sur ]0, +o0].

@/ 2
H(x)= i du.
1 u?

Notons que Yz €]0, +o0],

oo /1 + u?

u3

Alors Va €]0, +oo|, f(z) =22 </ du — H(x)) :
1

+oo 1 2
du — H(x) sont de classe C* sur ]0, o0 (/ vitu

3 du est une constante...).
1 u

u3

9 /*Oox/l+u2
r—zx et — _—
1

Par produit :

’ f est de classe C! sur ]0, +oo]. ‘

oo 1+ u?

u3

De plus Vz €]0, 400, f'(z) =2z (/1 du — H(x)) — 22 h(z).



Vz €]0, +oo[, f'(x) =22 /

3
@ u x U

+00 5 p) +o0 2
VI VI 1 VI
?‘du_szng:(gg/ Mdu_1/71+x2>
€T xT

2 () - VTT o

xT

Vz €]0, +oo[, f'(z) =

2f(x) —V1+a?

X

Va €]0, +oof, f(x) =

(c) Nous allons montrer le résultat en utilisant une intégration par parties.

Soit x un réel strictement positif. Soit A un réel strictement supérieur a x.

1
Posons Yu € [z, +00[, v(u) = V1 +u? et w(u) = 5
u
1
v et w sont de classe C! sur [z, +oo[. De plus Vu € [z, +o0[, v'(u) = — L et (u) = —-

V1+u2 u?

En intégrant par parties on obtient alors:

/A‘/H“Qdu: 1 mf‘_/f‘ 1 u du:\/l+a:2_\/1+A2+1/A
- us 2 u2 - o 2u2 ) 1+ u? 2 2 2 A2 2 J. u
<>vl—l—A2 A 1 ¢l 1 0.D . V14 A2 0
_ ~ —_—— = — ¢ m —— = U. onc m ——7-5— =0U.
2 A2 A—+oo 2 A2 2A Aot 2A A—+o00 2 A2
L Vi+a2 1+ A2 V1+ a2
Ainsi lim — = .
A Foo 2 x2 2 A2 2 x2
/*00 V1 +u?
o ———5— du converge.
- U
D diti +oo du t/+°° \/1+u2d \/1+:r2+1 +oo du
ans ces conditions ———— converge e U= - _—
. uvira? 8 ), 3 222 2 ), uVitu?

oo 1+ u? Foo du

AlorsQf(ac):2x2/ du =1+ 22 +2°

du
V14 u?

TS . uvitar
+oo d +oo d
Pour tout réel z strictement positif. / v converge et 2 f(x) =1+ a2+ z? / v
. uv1+ u? = uv1+ u?

2f(z) = V1 + a2 /+°° du
Alors Va €]0, +oo[, f/'(z) = = - .
ors Vx €]0, 400, f'(x) . x Y

Soit  un réel strictement positif. u — est strictement positive sur [x, +oo[, © < +00 et

1
uv1 4+ u?
+oo d +oo d

Y > 0. Donc x v

T —= > 0.
@ uvlt+u? c  uvV1l+u?
Ainsi Vz €]0, +oc[, f'(z) > 0.

converge. Alors

’ f est strictement croissante sur ]0, +o0. ‘

4. Etude locale de f et f' en 0:
(a) Nous allons montrer le résultat en utilisant une intégration par parties.

Soit x un réel strictement positif. Soit A un réel strictement supérieur a x.

x

—+oo

du
uv 1+ u?



1
Posons Vu € [z, +o0[, z(u) =lnu et t(u) = ———
| b ) v V14 u?
z et t sont de classe C! sur [z, 4+o0].

1

1
De plus Vu € [z, +oo[, 2'(u) = — et t'(u) = -5 (2u) (1 + u2)—é—1 - _ u
u

B .
2

(1+u?)

En intégrant par parties on obtient alors:

A du Inu A A U InA Inx
[ _ B Y G PR
+ uvV1+u? V1+u2], = (14+u?)? VI+ A2 1422

o InA InA . . , i InA 0.D .
————— ~ —— et par croissance comparée, lim —— = 0. Donc lim
V1+AZ Astoo A P P ’

Alors lim < InA Inz >__ Inx

+/f(

1+u?)2

InA

- Notons que Vu € [z, +00[, t(u) = (14 u?)"2.

u lnu

A

A—stoo A A—4o00 /1

10

Astoo \VI+ A2 1+ a2 Vita?
oo du
o ——— converge.
= uv1+ u? &
D diti /+°° ulnuy d t/+°° du Inx N T wlnu d
ans ces conditions —— & du converge e =— —— du-
:  (1+u?)? 5 c  uv1+u? Vita?  Jo (1+u?)d
+o0 +oo Foo
ulnwu du Inz ulnwu
Pour tout réel x dans R**: / ——  du converge et / —_— =+ —— du-
. (1+u?)? 8 c  uvV1+u? Vita? Jo (1+u?):
o0 1
: . . - ulnu
Nous venons de voir que pour tout réel x strictement positif, / (172)3 du converge.
T +u)2
+oo 1
- ulnu R ulnu
En particulier ——  du converge. Ne reste plus qu’a montrer que —— = du converge.
1 (1+u?)? o (1+u?)2
1
im % =0car lim (ulnu)=0et lim (1 —i—ug)% =1
u—0+ (]_ + u2)§ u—0F u—0*t
ulnwu . . .
Alors u — m est continue sur ]0, 1] et se prolonge en une fonction continue sur [0, 1].
+u?)?
V' wlnu
Par conséquent / ——  du converge. Finalement :
o (1+u?)z
/+°° ulnu
— = du converge.
o (14+u?)z
2f(z) —V1+aZ= Foo du z Inz T wlnu
(b) Y €]0, +o0[, f'(z)= fo) :x/ =t —F
x z  uvV1+u? V1+ a? ¢ (1+u?)2
zInx teo wlnu
vz €]0,1], f'(z) = ——= +2 ————duet —xlnx #0.
DA F@ ===t | G #
' 1 L[ ul
Alors v €]0,1], L&) _ N / _UY gy
—xInz Vi+z2 lnz J, (1+u?)2
1 1 Heo 1 Heo 1 Heo 1
lim ——— =1, lim — = 0 et lim %du = / %du (car / %du con-
=0t /1 + 22 z—0+ Inx z—0+ J, (1+u?)? 0 (1+u2)2 0 (1+u2)z
verge).
!
Alors lim M = 1. Ainsi:

z—0+ —r Inz
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f'x) ~, —x .
z—0

Soit x un réel de l'intervalle |0, 1].

(Vita?)’ -1

2 /(@) — VIt = a (@), 2 <f<x>—1> =2f(@) - 1=a @)+ VIt+a? 1= @)+ e

2

1 , x?
’ (f@)—g) =Wt T
f@) -5 fl@ 1 1

En divisant par —z? Inz qui n’est pas nul on obtient : 2 = —

—22lnz —xlnz Inz erl

. @) : 1 1 :
1 —let lim (—— —— ) =0 donc 1
Or o0 —z Ing P oot Inz v/1+2241 0 donc xgng —.Z‘Q lnx

1
AlorsQ(f(x)—) ~ —2?Inzet:

2 ) z—o0t

1 2 lnx

f@) =5 ~ -

2 z—0+ 2

(c) Nous avons déja vu que f est de classe C! sur ]0, +o0o[. Montrons que f est de classe C! sur [0, +o0].

1 21 2] 1
V Version 1 f(z)—= ~ ST Tt par croissance comparée lim (_m 2nx) = 0. Alors lim (f(a:) - ) =0.

2 xz—0t 2 xz—0t z—0+
Donc lim f(z) = = = f(0). Par conséquent f est continue & droite en 0. Ainsi f est continue SUR [0, +00[.
z—0+t

f'(xr) ~ —xzInx et par croissance comparée lim (—z Inxz) =0. Alors lim f'(x) =
x—0+ x—0+ z—0+

Résumons : f est continue sur [0, 00|, f est de classe C* sur |0, +oo] et f’ admet une limite finie & droite en 0. Ceci
suffit pour dire que :

’ f est de classe C! sur [0, +ool. ‘

V Version 2 Retrouvons rapidement ce résultat en utilisant tres strictement le programme.
Soit f la restriction de f & ]0, +ocl.

f est de classe C! sur ]0, +oo] et hm(f) (z) = lim f'(z) = 0 donc (f)" admet une limite finie en 0.

Le cours indique alors que f se prolonge en une fonction f de classe C! sur [0, +o0].
f et f coincide sur 10, +o0l.

De plus par continuité : ?(O) = ‘}:1;1}) ?(x) = mli%l+ ?(x) = mli%1+ f(z) = lim f(z) = f(0).

x—0+
Ainsi f et f coincide sur [0, 400, f est bien de classe C* sur [0, 4-00].

Remarque  Ceci montre que f est dérivable a droite en 0 et que f}(0) = 0. Notons que nous ne pouvons pas encore
parler de f'(0) car nous n’avons pas montré que f est dérivable en 0.

Par parité Va €] — 00,0], f(z) = f(—=x).

x — —x est de classe C! sur | — 00, 0], Vo €] — 00,0], —x € [0, +00] et f est de classe C! sur [0, +oo[. Par composition
f est de classe C! sur | — oo, 0].



Alors f est dérivable a gauche en 0 et f;(0) = lim f'(z).

vz € R, f(z)
Donc: f;(0) =

x—0—

f(—=xz) et f est dérivable en tout point de R*. Alors Va € R*, f'(x) = —f'(—x).

Jim f'(e) = lim (= f'(=2)) = = lm f'(—2) = = lim f'(z) = = f3(0).

x—0~ x—0~

f5(0) = —=£4(0) or f;(0) = 0. Ainsi f;(0) = 0= £;(0). Cela suffit pour dire que:

’ f est dérivable en 0 et f'(0) = 0. ‘

12
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PROBLEME

PARTIE 1

1. e Supposons que le nombre de tirages nécessaire pour obtenir une premiere boule blanche soit k. k € N*.

Supposons que k est supérieur ou égal a 2. Alors les k-1 premier(s) tirage(s) ont donné une boule noire qui & chaque
fois a été remplacée par une boule blanche. Le nombre de boules noires étant au départ b, k — 1 < b. Donc k < b+ 1.

Ce qui vaut encore si k est égal a 1.

Ainsi k appartient a [1,b+ 1]. Alors Y (Q) C [1,b+ 1].

e Réciproquement soit k£ un élément de [1,b+ 1].

Si k vaut 1, I'obtention d’une boule blanche au premier tirage réalise ’événement {Y = k}.

Supposons que k est supérieur ou égal a 2. k—1 < b donc on peut obtenir des boules noires au cours des k— 1 premiers
tirages et une boule blanche au k®™¢ tirage et ainsi réaliser '’événement {Y = k}.

On a donc [1,b+ 1] C Y(©2). Finalement :

V(@) =[1,b+1].]

2. Pour tout i dans N*, notons B; (resp. N;) I’événement le ®™° tirage donne une boule blanche (resp. noire). Soit
k un élément de [1,b+ 1].

Supposons que k est supérieur ou égal & 3. P(Y = k) = P(N; N NaN---N Nip_1 N Bg). La formule des probabilités

composées donne alors :

P(Y = k) = P(N1)Pn, (N2) Pnyan, (N3) - - - PryanNaneaN, o (Nk—1) PNyanNanenn, -, (Bi)-

k—1
Ce que l'on peut encore écrire P(Y = k) = P(Ny) (H PNmNgm..imNi_l(Ni)> PniaNsn--nNg_y (Br)-
i=2
b
P(Ny) = ——
* PN a+b

e Soit ¢ un élément de [2,k — 1]. Supposons I’événement Ny N Ny N --- N N;_; réalisé.

Avant le i®™¢ tirage I'urne contient alors b — (i — 1) boules noires et a + (i — 1) boules blanches.

. b—(1—1
La probabilité pour que le :°™¢ tirage donne une boule noire est alors %
a
b—(i—1)
Ainsi: P, AN (V) = ———
1S . Ny NNoN ﬁszl( ) a+b

e Supposons I'événement N1 N Ny N --- N Np_ réalisé.

Avant le k®™¢ tirage I'urne contient alors b — (k — 1) boules noires et a + (k — 1) boules blanches.

N k — 1
La probabilité pour que le *™° tirage donne une boule noire est alors Ler).
a
. . a4 + k - 1
Ainsi Py, ANyn--nNg_y (Br) = T a+b

k—1 .
b b—1 b—(k—2) a+k-1 b b—(i—1)\a+k-—1
D PY=k= — x —— x--- PY =k)= :
one P( ) a—l—bxa—|—b>< x a+b x a+b ou P( ) a—i—b(H a+b a+b
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o (a+k—-1) N on . latk—1) b! _ (at+k-—1)00
POT=k) =gy P b= k= 2) = e X G 1) o=k Dl O
Doncsike[[3,b+l]]:P(Y:k):m ().

Sik=1, P(Y_k)_P(Bl)_aj—b_Z(\lf_lj?\!f_(lga——’—ll-f-_l)l!)]?f!l'(*) vaut encore pour k = 1.
Sik =2 P(Y =k)=P(N1NBy) =P(N1) Py, (B2) = a—l&)-b 21119 - b(i\; 2 - (l(Ja—Jrl)ll)]l\)f!2 - (éa—+22+1)1!)]l\)7!2'

(%) vaut encore pour k = 2. Finalement :

(a+k—1)b!

vk e Lb+1] PY =k) = gy

Remarque Il n’aura échappé a personne que pour appliquer la formule des probabilités composées au niveau de
P(Ny N Nan---N N1 N By) il eut fallu montrer que P(Ny N Ny N -+ N Ni_1) n’est pas nul.

Le faire le jour du concours sur ce texte serait presque une faute!! C’est pour cela que je ne I'ai pas fait.

Je suggére donc une nouvelle approche de la question. On montre dans une premiére étape par récurrence que pour

b!
tout élément k de Hl,b]], P(Nl ﬂNQ .- ﬂNk) = m

Dans une seconde étape, pour k dans [2,b+ 1] on écrit :

PY =k)=P(NtNNaN---NNr_1NBg) = P(NyNNaN - N Ni—1) Pnyansnenn,_ (Bi) 5 ce qui est licite car
P(Ny N NaN---N Ng_1) n'est pas nul. La suite est claire. Ne reste plus qu’ a traiter le cas k = 1.

C’est de cette maniére que j’ai traité le calcul de py, ,, dans II 1.

o (a+b+1-1)b NV b!
. Ainsi P(Y =b+1) = - -
8- Alnst POV =b4+1) = 5oy Ty vt — giveit - N
b!
P(Y =b+1) = 1
Soit k un élément de [1,5].
PY = k) = (a+k—-1)bl  (a+b)bl+ (=b+k—-1)b N! _ (—k+1)b
(b—k+ 1) Nk (b—k+ 1) Nk (b—k—+1)!Nk  (b—k+1)NF
b! b!
P(Y =k) = — .
( ) (b—(k—1))!Nk=1  (b— k)| N*
b! b!

(b—(k—1)INE-T  (b—k)INF

M M M M
4 Z k‘(ak,1 — ak) = Z (ak,l + (k- 1) ag_1 — kzak) = Z ak—1 + Z ((k — 1) ap_1 — kak>.
k=1 k=1

k=1 k=1

M M-1 M-1
Par télescopage et changement d’indice il vient : Z k(ar —ag—1) = Z ar+0xag—May = Z ar — M ayy.
k=1 k=0 k=0
M M—1
Z k(ak—ak,l) = Z ak—MaM.
k=1 k=0

5. Y prenant un nombre fini de valeurs elle possede donc une espérance.
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E(Y) bi i ( ( " " )) (b+1)— b'
= — +
Pt — b—(k—1)INk=1  (b—k)!N* Nt
b!
Posons M = b et pour tout élément k de [0, M], ar = B RINE
M
b+1)!
Alors E(Y Zkak 1 —ag) +(Nb).
k=1
. , o = (b+1)!
En appliquant le rsultat de la question 4 il vient: E(Y) = Z ar — M ap + Nt
k=0
b—1 b—1 b—1
b! b! (b+1)! b! bl(b+1—0) b! b!
E(Y)= —-b = = .
) = (b— k) Nk (0)!NbJr Nb I;J(b—k)!]\ﬂvJr Nb ;J b— k) N* TN
Y S bl
¥) = (b— k) Nk
k=0
b
=2 5w TP
k=0
PARTIE II
a 0
1. e py,o = 1. Notons que pg,g = (N) .
Montrons par récurrence que, pour tout n dans N*, p, g = (%) .
La propriété est vrai pour n =1 car p1 o = P(B1) = %~

Supposons la propriété vraie pour un élément n de N* et montrons la pour n + 1.

Pnt1,0 = P(Bi N By N -+ N Bpt1). Par hypotheése de récurrence p,, g = (%) donc P(BiNByN---NBy,) = (%) .
Alors Pn+1,0 = P(Bl n Bg n---N Bn+1) = P(Bl n Bg n---N Bn) PBlﬂBgﬁ---ﬁBn (Bn+1) car P(Bl N BQ n---N Bn) n’est
pas nul(le).

a n
DPn+1,0 = (N) Pg,nByn--nB, (Bn+1)-

Si ByNByN---N B, est réalisé, avant le (n + 1)*™ tirage I'urne contient a boules blanches et b noires ; B, 11 se réalise

a
alors avec la probabilité N

_ a\m a\" a a\ntl N .
Ainsi ppy10 = (N) Pp,nByn--nB, (Bnt1) = <N) N (N) - Ce qui acheve la récurrence.

n n
Pour tout n dans N*, p,, o = (%) - Mieux, pour tout n dans N, p,, o = (%) .

a n
Pour tout n dans N, p, g = (N) .

L] p070 = ].

Si n est strictement supérieur a b, p,, , = 0 car les boules noires ne sont pas remises dans I'urne une fois tirées et I'urne
contient au départ b boules noires.
b!
Montrons alors par récurrence que pour tout élément n de [1,b], pn,n = W
—n)!
b b!

- La propriété est vraie pour n = 1.
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Supposons la propriété vraie pour un élément n de [1,b — 1] et montrons la pour n + 1.

Pntin+1 = P<N1 N N2 n---N NnJrl).
b d P(N; NN N, !
_ N N---NN,)=—" .
b=y done PINinN; A g
Alors Pn+1,n4+1 = P(N1 QNQ M- ﬁNn+1) = P(N]_ QBQ n--- ﬁNn) PNlﬂNzﬂv--ﬂNn (Nn+1) car P(N1 ﬂNQ - ﬂNn)
n’est pas nul(le).

Par hypothese de récurrence p,, , =

b!
Pn4+1,n+1 = Pn,n Pnianzn--nN, (Nn+1) = m Py,ANsA--NN, (Nn+1)-

Si NN NaN---N N, est réalisé, avant le (n + 1)éme tirage 'urne contient a 4+ n boules blanches et b —n noires ; Ny, 41

se réalise alors avec la probabilité —n
b! b! b—n b! b!
Ainsi ppy1ny1 = ————— P, Npi1) = = = .
S Pn+1,n+1 (b — n)! Nn N1NN2N mNn( +1) (b _ n)! N N (b —n— 1)! Nn+l (b _ (n + 1))! Nn+1
b!
Ceci acheve la récurrence. Notons pour finir que pgo =1 = m~ Alors:
b! b
- 3 g
Pour tout élémenr n de N, p,, ,, = ¢ (b—n)! N s .
0 sinon

e X, prend ses valeurs dans [0, Min(n, b)] donc X,,(2) est contenu dans [0,n]. Alors ({X,, = k})re[o,n] €st un systeme
complet d’événements.

Par conséquent : Z P(X, =k)=1. Donc Z Pk = L.
k=0 k=0

n
Z Pn.k = 1.
k=0

2. Soient n et k deux éléments de N*.
Notons que 1’événement {X,, = k} est contenu dans la réunion des événements {X,,_1 =k — 1} et {X,,_1 = k}.
Donc {X,, =k} = ({Xn_l =k—-1}n{X, = k}) U ({Xn_l =k}n{X, = k}) Par incompatibilité on obtient :
P(Xp=k) = P({Xn_1 =k —1} N {X, = k}) + P({Xn_1 = k} N {X,, = k}).
e Posons o, = P({X,-1 =k —1} N {X,, = k}) et calculons cette probabilité.
© Supposons la probabilité de 'événement {X,_; = k — 1} non nulle.
PU{Xna=k-1}0{X,=k})=P(Xp1=k—1)Pix, =11} (X0 =Fk) = pn_16-1 Prx,_=k—13(Xpn = k).

Supposons que 'événement {X,,_; = k — 1} est réalisé. Avant le n®™ tirage 1'urne contient a + k — 1 boules blanches
et b — (k — 1) boules noires. {X,, = k} se réalise alors si et seulement si le n®™¢ tirage donne une boule noire, ce qui
b— (k-1
se produit avec la probabilité #
b—(k—-1) b—k+1
N = N Pn—1k—1-

© Supposons la probabilité de I’événement {X,,_1 = k — 1} nulle.

Ainsi ag = pn_1,k-1 Prx,_,=k—13(Xn = k) = pr_1,4-1

Comme ’événement {X,,_; =k — 1} N {X,, = k} est contenu dans 'événement {X,,_; = k — 1}, par croissance de la
probabilité: P({X,—1 =k — 1} n{X,, =k})=0.



17

.. b—k+1 b—k+1 b—k+1
Ainsi o, =0 = ~ x 0= N PX,-1=k-1)= Tpn_l’k_l'
b—k+1
7]\[ Pn—1,k—1-

Finalement dans les deux cas «y =
e Posons B, = P({X,,-1 = k} N{X,, = k}) et calculons cette probabilité.
© Supposons la probabilité de I’événement {X,,_1 = k} non nulle.
P{Xn1=k}N{X, =k}) = P(Xpn-1=k)Px, =1} (Xn =k) = pu_1.k Prx, =1} (X0 = k).

Supposons que 'événement {X,,_; = k} est réalisé. Avant le n°™® tirage I'urne contient a + k boules blanches et b — k

boules noires. {X,, = k} se réalise alors si et seulement si le n®™¢ tirage donne une boule blanche, ce qui se produit
+k

avec la probabilité a4

a+k B a+k
N - N Pn—1,k-

© Supposons la probabilité de I’événement {X,,_1 = k} nulle.

Ainsi B = pn—1.k Pyx,_ =k} (Xn = k) = pn_1k

Comme l'événement {X,_; = k} N {X,, = k} est contenu dans I'événement {X,_; = k}, par croissance de la
probabilité : P({X,,—1 = k} N {X,, = k}) =0.
Ainsi ﬁk =0= aj\_],k x 0= a]_'\_/,k P(Xn_l = k‘) = %p”—lﬁ'
k
Finalement dans les deux cas B = a]—; Dn—1,k-
Al B +6_bfk+1 LAtk a+k a+k +b+1fk:
OIS Pn k. = Ok k= N Pn—1,k—1 N Pn—1,k = N 7 Pn—-1k N Pn—1,k—1-

Donec Nppr=(a+k)pn—1x+bO+1—k)ppn_1 k1.

’ Pour tous les entiers naturels non nuls n et k: Np, = (a+k)pr—1x + (b+1—k)pp_1k-1. ‘

3. (a) Soit n un élément de N*. Rappelons que X,,(2) est contenu dans [0, n].
Ainsi X,, possede une espérance qui vaut Z kP(X, =k).
k=0

X,) =N f: kP(X,=k) =N f: kP(X, =k) = En: kN pog.
k=0 k=1 k=1

NE

N E(X,) = z": (k [(a+k)pp-1p+(b+1— k)pnfl,ktfl]) =

(k(a+ k) pnk)+ Y, (kO+1—k)pn1k51).
k=1 k=1

=
Il
—

En remarquant que k (a + k) pp—1% vaut 0 pour £ = 0 et k = n et en faisant un petit changement d’indice dans la
seconde somme il vient :

n—1 n—1 n—1
NE(Xa) =3 (k(a+ k) pa1a) + > (k+1) 0= K)pu-1x) = > ([ela+ k) + (k+1) (0= k)]pa-12)-
k=0 k=0 k=0
n—1 n—1
NE(X) =Y ([ka+k+kb—k+b=kpa1p) =D ([b+k(a+b=1)]po 1)
k=0 k=0
n—1
NE(X) =3 ([b+ k(N = 1)] paorn).
k=0
n—1
Pour tout élément n de N*, N E(X,) = ([b k(N =1)] pos k)
k=0
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n—1 N-1 N-1
NE(X) =3 (b+ kN =1)]pa1s) =0 D pacrg+ (N=1) D kpaore =bx 1+ (N = 1) B(X,1)
k=0 k=0 k=0
b N -1 1 b
Alors: E(X,,) = N + N E(X,_1)= (1 - N) E(X,_1)+ ¥
"y 1 b
Pour tout élément n de N*, F(X,,)=(1— N E(X,_1)+ N

(b) Donnons une version un peu plus générale permettant de calculer F(X,,) & partir de a, b et n.

Function Esperance(a,b,n:integer) :real;

Var i:integer;u,v,w:real;

1
2

3

4

5 begin
6

7 u:=1-1/(a+b) ;v:=b/(a+b) ;w:=0;
8

9 For i:=1 to n do w:=uxw+v;

10

11 Esperance:=w;

12

13 end;

14

Remarque  Pour b= 10 et N = 100, la machine donne E(Xs3g09) = 9.999 999 982 742 5.

1 b
c) ((E(X, est la suite arithmético-géométrique. L’équation xt € Ret x = [ 1 — — | =+ — admet pour unique
neN N N

solution b.

1
Alors ((E(X,) — b)nEN est une suite géométrique de raison 1 — N et de premier terme FE(Xy) — b ou —b car E(Xy)
vaut 0.

MmﬁmeN,ﬂX@—b:(l—;>nF@JmmﬂﬂKQ:<L—;>nhw+b:bb—<l—;>q.

1 n
Pour tout entier naturel n, E(X,,) =b {1 — (1 — N) ] .

4. (a) Soit n un élément de N. Comme nous I'avons déja vu, ({X,, = k})re[o,n] €st un systeme complet d’événements.
n
La formule des probabilités totales donne alors: gn+1 = P(Np41) = Z P{X, =k} N Npt1).
k=0

Soit k un élément de [0,n]. Calculons P({X, =k} N N, 1) en envisageant deux cas.
© Supposons la probabilité de événement {X, = k} non nulle.
P{Xy =k} N Npy1) = P(Xy, = k) Pix, =1y (Nns1) = Pk Prx, =) (Nog1)-

Supposons ’événement {X,, = k} réalisé.

éme

Avant le (n 4 1)°™ tirage I'urne contient a + k boules blanches et b — k boules noires.

b—k . . b—k
- Ainsi Prx, -} (Npy1) = N

Alors N,,4+1 se réalise avec la probabilité

b—k
P({Xn = k} N NnJrl) = Pn.,k P{Xn:k:}(Nn+1) = Tpmk-
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© Supposons la probabilité de 'événement {X, = k} nulle.

Comme {X,, = k} N N,,11 est contenu dans {X,, = k}, par croissance de la probabilité: P({X,, = k} N N,1+1)) = 0.
b—k b—k b—k

Alors P({X7L:k}ﬂNn+1)) =0= N X 0= TP(X,,L:]C) = Tpn’k
o b—k
Ainsi, dans les deux cas: P({X, =k} N N,41)) = N Pk
Alors gp41 = P(Nn+1) = i P({Xn = k} n NTL+1) = S (b_kpn k)
N )
k=0 k=0

N
Donc NQn+1 = Z ((b - k) pn,k)~

k=0

n

Pour tout élément n de N, N g,+1 = Z ((b — k)pnk)

k=0
(b) Soit n un élément de N.
Nq71,+1 = Z ((bi k)pnk) =b Z Pn,k — Z kpn,k =bx1l-— E(Xn) =b— E(Xn) gn+1 = N - NE(XW)
k=0 k=0 k=0
VneN, g =~ — £ B(X,)
n y n+1 = N N n)-

v il = w - ~BX))=w -~ (b|1-(1-< - (1-=).

b 1\"
VneN, ¢g41 = — <1—> .

5. (a) Soit n un élément de N*. X, (X,, — 1) prend un nombre fini de valeurs donc posseéde une espérance.

Le théoreme de transfert permet d’écrire :
tn = E(Xa(X0 = 1)) = 3 (hlk— 1) P(X = £)) = 37 (k= Dpus) = 3 (k= 1) pus),
k=0 k=0 k=1

Nu, = Z (k(k—1) N pnk). En appliquant II.2. il vient:

k=1
Nug =3 (k= 1) [(@+ k) pa-1pe + b+ 1= k) pa-1-1] )

k=1
Nug =3 (kb= 1) (a+ k) po14) + > (k= 1) 0+ 1= k) pa-rp1)-

k=1 k=1
En remarquant que k(k — 1) (a + k) pp—1,x vaut 0 si k = 0 ou si k = n et en faisant un changement d’indice sur la

seconde somme il vient :

Nu, = z_: (ke = 1) (a+ F) p1) + z_: (04D 0= k) p1r).
k=0 k=0

N“nzni (k [(k—1>(a+k)+(k+1)(b—k)]pn_1,k) -y (k[ka+k2—a—k+kb—k2+b—k]pn_17k>.
k=0 k=0

n—1 n—1

Nup =3 (k[k(@+b=2)+b—a]pu1n) =Y (K[E(N=2)+b—a]pu1s).

k=0 k=0



Soit k un élément de [0,n — 1].
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E(N—=2)+b—a=(k-1)(N=2)+N-2+b—a=(k—-1)(N=2)+a+b—2+b—a=(k—1)(N—2)+2(b—1).

n—1 n—1

Done Nu, = 3 (k [(k—1)(N=2)+2(b—1)] pn,l,k) = ([k (k—1)(N-2)+2(b—1) k]pn,l,k).
k=0 k=0
Pour tout n dans N*, N u,, = "i ([k (k—1)(N-2)+2(0—-1) k]pn_l,k).
k=0
Pour tout n dans N*, N u,, = ”2_: ([k: (k=1 (a+b—2)4+2(b-1) k]pn_Lk).
k=0

Remarque  Pour faire plaisir au concepteur on peut aussi dire que

n—1

Nu, =Y ([k(k —1D(a+b—-2)+2(b— 1)k}pn71,k)
k=1
pourvu que n soit élément de [2,+o0]...
(b) Soit n un élément de N*.
n—1 n—1 n—1

Nug =3 (k= 1) (N =2)+2( = 1)k pa-1x) = (N=2) 3 (k0= Dpu-1s) +20=1) Y kpu-1s:

k=0 k=0 k=0

Nun = (N =2) E(Xn-1(Xn-1-1)) +2(0— 1) E(Xn-1) = (N = 2) up-1 +2(b— 1) (b [1 - (1 - zlv>n_1] )

2 26(b—1 1\
En divisant par N il vient : u,, = (1 - N) Up—1 + # ll — (1 — ) ] .

N N
- 2 26(b—1 1\" !
Pour tout élément n de N*, u,, = (1 — N) Up—1 + # [1 — (1 — N) ] .

2\" 1\"
(c) Montrons par réurrence que pour tout élément n de N, w,, = b(b—1) [1 + (1 - N> -2 <1 — ) } .

e X est la variable certaine égale & 0. Xo(Xo — 1) également donc ug = E(XO(XO — 1)) =0.

() 008

2\’ 1\’
1+ (1 - N) -2 (1 — N) ] et I’égalité est vraie pour n = 0.

Or0=bb—1)[1+1-2=b(b—1)

Donc ug =b(b—1)

e Supposons I'égalité vraie pour n — 1 ou n est un élément de N* et montrons la pour n.

2 n—1 1 n—1
1+<1N> 2(1N> ‘|

. 2 2b(b—1 1\""
Or d’apres (b): u, = (1—N) un,l—i-# [1— <1— N)

e (= 2) o0 [ (- 2) 2 (- 1) ]2 (1 1))

L’hypothese de récurrence donne wu,,—1 =b(b—1)

. Ainsi:
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Ceci achéve la récurrence.

2 n 1 n
Pour tout élément n de N, u,, =b(b—1) |1 1-—=) =2(1-=] |.
our tout élément n de N, u ( )[ —|—( N) ( N) }

Remarque Donnons quelques éléments pour trouver la valeur de u,, sans avoir le résultat.

Le cas N = 2 ne pose pas de probléme (on a alors a = b = 1)... Nous supposerons donc N > 3.

POSOHS&Zl—z,ﬂ:M

1
N N ety=1-— A Notons que « n’est pas nul car N est différent de 2.

ok=1 ok o

«

k—1
Soit k un élément de N*. uj, = aug_; + 3 — B~*~! d’apés (b). Alors % — Ukl b _8 (7> et

akF  aF-1 T ok a
Soit n un élément de N*.
n n n
ﬁ_@_z<%_uk—l)_ﬁzi_é (1)’“
a” oY ok ak-! ofF  « o ’

k=1 k=1 k=1

«

up  ug—1 BB (W’)kill

1
Notons que ug =0, — # 1 et 7 # 1.
a a

a l—(1/a) a 1—(y/a) "ar a—1 a” o —vy

n 11—-(1/a)™ 11— " 1 a"—1 1 a™—~"
Alors ™ _ gL 1= (@) 11— (/) a 1oty
a’ﬂ

-1 n __ .m 2 1
Alorsunzﬁoé_l _ﬁaa—z .Notonsquea—lz—ﬁ eta—’y:—ﬁ, Alors :

BN b(b—1)

un:BN[a”—vn—;(a"—l)} :T[1+a"—2'y"]-Rappe]onsqueazl—%,ﬁz2

Alors :u, = b(b— 1) [1+ (1—]@”—2 (1—;{)1

(d) Soit n un élément N. X,, posséde une variance car X,, prend un nombre fini de valeurs.

V(X,) = E(X2) = (BE(X,)" = E(Xn(Xn — 1) + X,,) — (BE(X0)? = E(Xa(X, — 1)) + B(X,) — (E(X,,))”. Alors:

n

s () T of (- T D]

2 1 . 2\" . 1\"
‘1]\7 <1et‘1N‘<1. Alors.ngrfoo(lN) Oetngrfoo<1N> =0.
Par conséquent : EIJI: V(Xn):b(b—l)[l—i—O—ZxO]—i—b[l—O]—(b[l—O])zzb(b—1)+b—b2:0.
lim V(X,)=0.
n—-+o00

Remarque Notons au passage que lim E(X,)=0b.
n——+oo

Exercice Montrer que la suite (X,,),en converge en probabilité vers la variable certaine égale a b.



