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Ceci est un premier jet et a besoin encore de beaucoup de relectures pour bien tenir
la route.

EXERCICE 1

1. Convergence de la suite (up)n>1-

(a) Soit n un élément de N* et soit ¢ un élément de [0, 1].
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Al —(1—-t)= —(1-t)=(01—t 1) =
ittt et ( ) 1—tn ( )= )(1t" ) 1—tn
1 (1—t)em
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Soit n un élément de N* et soit ¢ un élément de [0, 1].
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Notons que pour ¢t =1, ¢ vaut 1 et — (1 —1t) vaut —-
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Comme — < 1, I'inégalité (3 ) vaut encore pour ¢t = 1.
n
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Ainsi: vVt € [0,1], 0 <
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Puisque 0 < 1 en intégrant entre 0 et 1 il vient : 0 < / — / (1 —¢)dt < / t" dt.
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Comme lim ——, il vient par encadrement: lim wu, = =
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(Un)n>1 converge vers 3

(b) Soit n un élément de N*.
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1w —tn 1—t)t"
Posons alors Vt € [0,1[, wn(t) =t" et h,(t) = — o— Notons que Vt € [0, 1], % =@ () hy (n(t)).

n . — 1N
hy, est continue sur [0, 1] et il n’est pas difficile de vérifier que ,, est une bijection de [0, 1[ sur [0, 1], croissante et de
classe C!.

Le théoréeme de changement de variable sur les intégrales généralisées proposé par le programme permet de dire que
1

1
/ @ () b (00 (1)) dt et / hy(u) du sont de méme nature et qu’en cas de convergence elles sont égales.
0 0

1—t)¢m 1
Or vt € [0,1[, @,,(t) hn(pn(t)) = (1_3n e et Chal)

1 11—t
TIPS B ———— —(1—t) est continue sur [0, 1], t — %

par continuité en 1.

Comme ¢t — est continue sur [0, 1] et prolongeable

1 1

1—-t)tr

Ainsi / % dt est convergente. Donc / @1, () hyy (n(t)) dt converge.
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Ceci donne alors la convergence de / hy(u) du et Pégalité / () b (00 (1)) At = / hp (u) du.
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1—¢)tm 1 un —un
Les intégrales / Q dt et / ( uu) du convergent et sont égales.
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Notons que cela donne la convergence de / T du donc l'existence de vy,.
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Pour tout élément n de N*, / T—u du converge.
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Pour tout élément n de N*,un—iz—-
n

2. Résultats intermédiaires.

1
(a) Soit k un élément de N*. Inz ~ 2 — 1. Alors (Inz)*® ~ (z —1)" et ainsi (

r—1 r—1 xr — r—1

_(Ima)* o1 1 sik=1
Done im T = lim(a =)' = {55y

Pour tout élément k de N*, lim
z—1 x —1

(nz)* (1 sik=1
10 sik>2°

(Inx)*

(b) Soit k un élément de N*. Posons Vz €]0, 1[, vi(z) = T
T —

) est continue sur ]0, 1] et prolongeable par continuité en 1 (d’apres (a)).

! 3
On peut donc déja dire que / Y (x) dz converge. Montrons que / Y (z) dz converge.
1 0
2

r(inr k
lim, (/7 65 ()]} = lim \[07—1)

L = 0 par croissance comparée. Donc :

o lonto) =o

—— | au voisinage de 0.
ﬁ) rosmas



VT

1
2 dx 1
o — converge (5 < 1).
/0 v ’

Les criteres de comparaison sur les intégrales généralisées de fonctions positives montrent alors la convergence de

/ o)) do.

3
Alors / . (x) do est absolument convergente donc convergente.

1
o || et x — sont positives sur ]O, 2] .

Ceci acheve de montrer la convergence de / Y (x) da.
0

! (Inz)k

€T —

dx converge.

Pour tout élément k£ de N*, /
0

(c) f est de classe C? sur R. Vo € R, f'(x) =e® —2e*® et f"(z) = e* —4e?®. f(0) =0et f/(0) = —1.

L’inégalité de Taylor-Lagrange appliquée en 0 a ’ordre 1 pour f donne:

—0/? 22

Va €] —o00,0], |f(x)—f(0)—f’(0)x\<u |f”( )| ouVz €] —00,0], |e* 2I+x‘<— Max |e* —4e?"|.
2 u€[0 z) 2 uel0,x]

Notons que Yu €] — 00,0], |e* — 4e?"| = e |1 — 4e“| < |1 —4e|.

Posons alors: Vu €] — 00,0],4(u) =1 —4e*. u — e est strictement croissante sur | — oo, 0] donc ¢ est strictement

décroissante sur | — 0o, 0].

De plus £(0) = =3 et lim ¢(u) = 1. Alors Yu €] — 00,0], —3 < f(u) < 1. Ainsi Yu €] — 00,0], [¢(u)] < 3.

Donc Vu €] — 00, 0], |e* — 4e?%| = e¥ |1 — 4e¥| < |1 — 4e¥| < 3.

Ainsi Vz €] — 0, 0], Max le" — 4e?| < 3
u€[0,x]

22
i 3
Alors Va €] — 00,0], |e” — e* +z| < & Max |e* — 4| < 796
2 wuel0,2] 2

3 2
Va €] — 00,0], " — e ng.

3. Application.

(a) Soit n un élément de N*.

1 /1 Lyw —ut 1t Pelnt —etwt y lnn
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nJo 1—u o l—u nJo 1—u 0 1—u
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Soit w un élément de ]0, 1]. Y appartient a ] — 0o, 0].
n

| 3 (Inu)?
Alors, d’apreés 2. (c) on a: et —eth —I—E < M De plus >0
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Donc n_| = < = - Alors:
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. / (Inz) dzx converge d’apres 2. (b) donc / 3 (nw) du converge également.
o x—1 o \2n% 1—u

Les critere de comparaison concernant les intégrales généralisées de fonctions positives montrent alors la convergence
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/ 1 ™ du est alors absolument convergente (donc convergente mais cela on le savait déja) ce qui
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(b) Posons J :/ I du et rappelons que T :/ du.
o 1-—

o 1—u

1 3 3
vn—l—l‘ < — J. Donc Vn € N*| |nv, + I| < — J.
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Comme lim —— J =0, il vient par encadrement : lim (nwv,)= —1I.
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Inu
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est strictement négative sur |0, 1] et / 12 du converge. Alors I = /
o LU 0

Donc lim (nv,) = —I et —I n’est pas nul. Alors nv, ~ —I. Ce qui donne encore :
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Rappelons que Vn € N*| u,, — 5= On Alors
n

EXERCICE 2

’ Dans tout I’exercice nous écrirons f;, a la place de f ‘

1. Etude de Fa.
(a) o Soit P un élément de R, [X].

P est un polynome & coefficients réels de degré au plus n. Ainsi P’ est un polynome a coefficients réels de degré au
plus n — 1 et P” est un polynome & coefficients réels de degré au plus n — 2.

Alors P” et X P’ sont deux polynomes & coefficients réels de degré au plus n. Finalement f,, (P) est un élément de
R, [X] comme combinaison linéaire de deux éléments de R,,[X].

VP € R, [X], fu(P) € R, [X].



e Soient P et Q deux éléments de R,[X] et soit A un réel.

faAP+Q)=(AP+Q) —4X(AP+Q) =AP"+Q" —4X (AP + Q) =AP" —4X P)+(Q" —4X Q).
fa(AP +Q) = A fu(P) + fu(Q).

VAER, Y(P,Q) € (Ru[X))2, fu(AP + Q) = A fu(P) + fn(Q). Finalement :

’ fn est un endomorphisme de R, [X]. ‘

Vk e [2,n], fu(XF) =k (k—1) X2 -4 X (kXF 1Y) = —4k X + k(k—1) XF2

fa(1) = Og, x], fu(X) = —4X et Vk € [2,n], fr(XF) = -4k X* + &k (k — 1) X*2.

D’aprés ce qui préceéde, pour tout k dans [0,n], f,(X*) est comme combinaison linéaire d’éléments de la famille
(1,X,...,X"). Cela suffit pour dire que :

’ la matrice A,, de f, dans la base canonique de R, [X] est triangulaire supérieure.

(c) A, est triangulaire supérieure donc son spectre est 'ensemble de ses éléments diagonaux.
Alors Sp f, =Sp A, = {—4k; k € [0,n]}.

La suite (—4k)re[o,n) étant strictement décroissante, f,, possede n+ 1 valeurs propres deux a deux distinctes. Comme
fn est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n + 1:

’ fn est diagonalisable. ‘

Sachant que f,, possede n + 1 sous-espaces propres de dimension nécessairement au moins un et que la somme des
dimensions des sous espaces propres de f, n’exéde pas la dimension de R,[X] qui est n + 1, on en déduit que:

’ chacun des sous-espaces propres de f, est de dimension 1.

(d) Soit P un vecteur propre de f, associé a la valeur propre . Soit r son degré et a, le coefficient de son terme de
plus haut degré. r € [0,n] et a, # 0.

fn(P)=APdonc P" —4X P' = \P.
Le coefficient de X" dans P” —4 X P’ est —4 (ra,) et le coefficient de X” dans A P est Aa,.

Alors —4 (r a,) = Aa,. Or a, n’est pas nul donc A = —4r = —4 deg P.

’ Si P est un vecteur propre de f, associé a la valeur propre A\: A = —4 deg P .

e Existence de H,,.
—4n est une valeur propre de f,. Soit P, un vecteur propre de f, associé a la valeur propre —4n.

D’apres ce qui précede: —4n = —4 deg P,. Alors deg P, = n. Notons a, le coefficient de X™ dans P, et posons
1
Hn = Pn-

n

Par construction H,, est un polynéme unitaire. De plus, le degré de H,, est celui de P, donc est n.

1
Comme H,, = — P, et que P, est un vecteur propre de f, associé a la valeur propre —4n, il est de méme pour H,.
(427



Finalement H,, est un polynéme unitaire de degré n tel que f,(H,) = —4n H,.
e Unicité de H,,.
Supposons que @, soit encore un polynéme unitaire de degré n tel que f,(Qn) = —4n Q..

Alors @, et H, sont deux éléments non nuls du sous-espace propre de f, associé a la valeur propre —4n qui est de
dimension 1.

Ainsi il existe un réel a (non nul) tel que Q,, = o H,,.
Le coefficient de X™ de Q,, est alors le méme que le coefficient de X™ dans o H,,.
Comme @Q,, et H, sont unitaires et de degré n:1 = «.

Ainsi Q,, = H,. D’ou 'unicité de H,.

’ Il existe un unique polynéme unitaire H,, de degré n tel que f,(H,) = —4n H,.

Ou encore :

’ 11 existe un unique polynéme unitaire H,, de degré n tel que H/! —4 X H], = —4n H,. ‘

2. Etude de la suite (Hp)nen--

(a) Soit n un élément de N*. f,(H,) = —4n H, donc H!! —4 X H] = —4n H,.

En dérivant il vient H! —4H! —4X H!! = —4nH) ou H! —4X H]! = —-4(n—1) H].

Ainsi (H)))" —4X (H),))) = -4 (n—1) H). Comme H], appartient a R, [X]: fn(H),) =—-4(n—1) H].

|Vn € N*, f,(H},) = —4(n— 1) Hy,. Je préfere:Vn € N*, (H},)" —4X (H,)' = —4(n— 1) H},. |

Soit n un élément de N*.

H,, est unitaire et de degré n. Alors H! est un polynéme de degré n — 1 et le coefficient de X"~ ! dans H/, est n.

1
Posons T,, = — H,. Alors T}, est un polynéme unitaire de degré n — 1.
n

1
Comme f,(H))=—-4(n—1)H}: f,(T,)) = —4(n— 1) T car T,, = — H,.
n

Ainsi T, est un polynéme unitaire de degré n — 1 tel que T)) —4 X T} = -4 (n — 1) T,,.
D’apres 1. (d) H,—1 est 'unique polynéme unitaire de degré n — 1 tel que H)! ; —4X H)_;=—-4(n—1) H,_;.

n—1

1
Ainsi T,, = H,,_1 donc — H) = H, 1. H, =nH,_;.
n

’ Pour tout élément n de N*, H =n H,_;. ‘

Soit n un élément de [2, 4o0f.
H, =nH, 1etH, _;=(n—-1)H,_9donc H =nH)_;=n(n—1)H,_,.
Alors —4nH, =H!! —4XH ,=n(n—1)H,_2—4X (nH,_1). =4nH,=n(n—1)H, o —4X (nH,_1).

n —

En divisant par —4n qui n’est pas nul on obtient : H,, = — H, o+ XH, ;.

n—1

Donc H,, — X H,_; + Hy 2 =0, x]-



(n—1)

Pour tout élément n de [2,+oo[, H, — X Hp—1 + Hy, 5 = 0g,[x]-

(b) 1 est un polynéme unitaire de degré 0 qui vérifie (1) —4X (1)) = —(4 x 0) 1 donc 1 = H,.
X est un polynéme unitaire de degré 1 qui vérifie (X)” —4 X (X) = —(4 x 1)1 donc X = H;.

|Ho=1et H = X.|

2—-1 1 1
ORQ[X]=H2—XH1+THQZH2—X2+Z-AlorngzXQ—Z

31 s 1\ 1 , 3 ‘ , 3
ORg[X]:HS_XH2+TH1:H3_X X 2 +§X:H3—X +1X' Alors H3 = X _ZX'

1 3
Hg:X2—ZetH3:X3—ZX.

—1) Up
(c) Rappelons que ug =1, u; = 1; et Vn € [2,+00[, up = up—1 — (n—1)up—2

4
1
2 program Ecricome2010_Ex2;
3
4 var n:integer;u,v,w:real;
5
6 begin
7
8§ u:=1;v:=1;
9
10 for n:=2 to 2010 do

-
[N

begin
w:=v-(n-1)*u/4;
u:=v; V:=w;
end;

= = = e
D Ot s W N

writeln(’u_2010 vaut : ’,v);

[
iKY

end.

[
o © 0w

3. Application aux points critiques d’une fonction de trois variables.
(a) Montrons que V est de classe C! sur U.
(z,7,2) — 22 +y% + 22 est de classe C! sur U comme fonction polynome.

(x,9,2) — x — y est de classe C! sur U comme fonction polyndome et ne s’annule pas sur U. Comme ¢t — In [t| est de
classe C! sur R*, par composition (z,y, z) — In|z — y| est de classe C* sur U.

De méme (z,y,2) — Inly — z| et (z,y,2) — In|z — | sont de classe C! sur U.

V est alors de classe C! sur U comme combinaison linéaire de quatre fonctions de classe C! sur U.

V(z,y,2) €U, %(x,yw) =2:r—$1_y—2((__13j =2z — xiy — xiz = 2w(x_y)(‘r(;_’z)y)_(ix__;)_(x_y).




V(z,y,2) €U, al(x’y, ) = 20(x —y)(x —2) — 2z —y — z).

Oz (z—y)(z—2)
De méme: V(z,y, z) € U, %(x, y,z) = 2y(y — x)(;y_;)(y_@zy) —x — z)

2:(z—a)(z-y) - (22 —a—y)

On a encore: V(x,y,z) € U, a—v(x,%z) =

0z (z—2)(z—1y)
Soit (ar, 3,7) un élément de U.
ov oV oV
VV(OQﬁa’Y) - OR3 <~ %(avﬁa’y) - aiy(oﬁﬁaq/) - g(chﬁv'y) =0.
20(a — B)(a—7

VV(a, B,7) = Ops <

2a(a=pB)(a—7)=2a—-F—v
Un point (o, 3,7) de U est un point critique de V si et seulement si : { 2—a)(B—7)=28—a—v (S).
Ny -a)(y=P)=2y-a-p

(b) @ = (X —a)(X = B)(X =) donc Q" = (X = B)(X —7) + (X —a)(X —7) + (X — o) (X = 3).

Q=X -N+X-B+X =N+ X —a)+ (X =)+ (X —a)=2(3X - (a+8+1)).

Soit (a, 3,7) un élément de U.

Notons que: Q" () —4a Q' (a) =2(3a—(a+8+7))—4a ((a—B)(a—7)+0+0) =2 (2a—B—7)—2a (a—fB) (a—7)).
Alors Q"(a) —4aQ'(a@) =0+=2(2a - -7) - 2a(a—f)(a—1)) =0+ 2a— f—v=2a(a—fB)(a—7).
Finalement : Q" (a) —4aQ'(2) =0 <= 2a(a— ) (o —7) =2a — 3 — .

De méme Q"(8) —48Q'(8) =0 = 2B8(8—a)(B—7)=28—-a—17.

On a encore Q"(y) —47Q'(7) =0<=2y(y —a)(y = B) =2y —a — 6.

(o, B,7) est un élément de U et Q = (X — a)(X — B)(X —v). (a,B,7) est solution de (S) si et seulement
si Q" —4 X Q' admet pour racines a, (3, .

(c) Soit (e, B,7) un point critique de V. (o, 3,) est un élément de U. Alors «, 3, v sont distincts deux a deux.
Posons @ = (X — a)(X — 8)(X — 7). a, 8, v sont alors trois racines distinctes de Q" — 4XQ'.

Ainsi @ divise Q" —4XQ'. 1l existe un élément T de R[X] tel que Q" — 4XQ' =T Q.

Q est de degré 3 donc Q' est de degré 2 et Q" est de degré 1. Ainsi Q" — 4X Q' est de degré 3.

Alors nécessairement T est un polynéme constant.

Finalement il existe un réel ¢ tel que Q" —4XQ' = cQ.

Le coefficient de X2 dans @ est c et c’est —4 x 3 dans Q" — 4XQ'. Ainsi ¢ = —12 donc Q" —4XQ' = —12Q.



Q" —1XQ =-12Q. |

Q est donc un polynéme unitaire de degré 3 qui vérifie Q" — 4XQ' = —4 (3) Q donc d’apres 1. (d), Q = Hs.

’ Si (o, B,7) est un point critique de V et si Q = (X — a)(X — 5)(X — ) alors Q = Hs. ‘

En bref:

’ Si (o, 3,7) est un point critique de V': Hy = (X — a)(X — 8)(X — 7). ‘

e Soit (a, 3,7) un point critique de V. Alors Hs = (X — a)(X — 8)(X — ) donc «, 3, v sont trois racines distinctes
(car (o, 3,7) est dans U) de Hj.

3
Or Hs = X3 — = X donc Hs a exactement trois racines 0, @ et —@. Ainsi (o, 8,7) appartient a l’ensemble

{0800 9). (Fi08). (F09).(4.-0).(-4.0))

v 0T T2 272 2 2 2
e Réciproquement soit (v, 3,7) un élément de ’ensemble H.
a, 3, v sont deux & deux distincts dons («, §,7) est un élément de U.
Posons Q@ = (X —a)(X = 8)(X —~). Q@ = H3!!

Alors Q" —4X Q' = —-12Q = —12(X — a)(X — 8)(X — 7). Donc «, 3, v sont des racines de Q" —4 X @Q'. Alors
(ar, B,7) est solution de (S) et ainsi («a, 3,7) est un point critique de V.

Les points critiques de V' sont (O V3 —ﬁ), (Q—ﬁ \/g)’ (?,O,—@), <—§,0, ?), (—3 ——3,0)

»720 T 2 202 207 2
V3 V3
et(—2,2,.

PROBLEME

PARTIE I: Résultats préliminaires.

1. Etude d’une suite

n

1

a) Vn e N*, u, = ~ —lnn.

(a) >

1 Program ECRICOME2010_Pb;

2

3 var n,i:integer;s:real;

4

5 begin

6

7 write(’Donner la valeur de n. n=’);readln(n);
8

9 s:=1; for i:=2 to n do s:=s+1/i; writeln(’u_’,n,’=’,s-1n(n));
10

11 end.




10

n

n+1
1 1 n+1 1 1 1 1
b) Vn € Nty —tppr =3 = —lnn— Y = 41 1) =1 - —m(14+-) = :
(b) ¥n Uy — Up 1 2.7 nn i:1z+n(n+) n( - ) | n<+n> i
1 1 1 1 ..
In{l4+—-]=—-—-—4o0(— | au voisinage de +oo.
n n  2n? n?
1 1 1+0 1 .. de 400 d 1 1 1 1+0 1 .. de +
=1-= — | au voisinage de +o0o donc — =— - = — | au voisinage de +oo.
1+1 n n g nl+i n n? n2 &
Ainsi 1 1+1 1 1 1 1 1+1+O 1 1+0 1 . de +
insi 4, — Un+1 = In — ) -= = -+ = — | =— — | au voisinage de +oo0.
+ n nl—f—% n 2n2 n  n? n2 2n2 n2 &
Par conséquent :
1
Uy — Up ~ .
+1nﬂ+<>02n2
1 t la série de t /'11 t est &t 1tifs
n — Un ~ — Ti rme général —— conver rm itifs.
Un = Unt1 o5 et lasérie de terme général o converge et est & termes positifs

Les regles de comparaison sur les séries a termes positifs montrent que la série de terme général wu,, — u,, 41 converge.

’ La série de terme général u,, — uy,41 converge. ‘

n
Posons Vn € N*, S, = Z (ug — ug+1). D’apres qui précede la suite (S,,)n>1 converge.

k=1
n—1
Vn € [2,400], up = up — (U3 — up) = uy — Z (ug — ug+1) = ug — Sp—1. Comme la suite de terme général S,
k=1

converge, la suite de terme général u; — S,,_1 converge également. Finalement :

’ la suite (up)n>1 converge. ‘

. el L . il N
(c) La série de terme général — converge car 2 > 1. Alors la suite de terme général g - est convergente.
i i
i=1

i=1

n
1
La suite ( g 2) converge.
)
n>1

2. Loi de Gumbel.
(a) Fz est la fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité si et seulement si:
e [y est croissante;

otlizn Fz(t)=0et lim Fz(t)=1;

t——+o0

o F; est continue sur R et de classe C! sur R privé d’un ensemble fini de points.

Rappelons que z — e® est croissante sur R. Alors ¢t — e~ ! est décroissante sur R donc t — —e ™! est croissante sur R.

€7t

Ainsit — e~ est croissante sur R. F'; est croissante sur R.

1 _et = — 1 = 1 —e™ = 1 _et = 1 = 1 —e! =
tin_noo( e™) oo donc t_l}r_nooFZ(t) tllr_nooe 0. tllgloo( e~ ") =0 donc tETwFZ(ﬂ tluﬁlooe 1.

Rappelons que z — e* est de classe C! sur R. Alors t — et est classe C! sur R donc t — e=¢ " est de classe C! sur
R. Ainsi Fy est de classe C' sur R. En particulier F; est continue sur R. Ceci achéve de montrer que :
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Fz est bien (sic) la fonction de répartition d’une variable aléatoire & densité.

—t

Notons que F, est une densité de Z et que Vt € R, Fj(t) =e ‘e~ ¢

La fonction fz définie par:Vt € R, fz(t) = e™* e~ " est une densité de Z.

(b) Notons Fy la fonction de répartition de W.
W prend ses valeurs dans ]0, +oo[ done Va €] — 00, 0], Fy () = 0.
Soit z un élément de ]0, +oo].

Fy(x)=PW<2)=Ple?<a2)=P(-Z<lnz)=P(Z>-Inzx)=1-P(Z< —Inz)=1-P(Z< —Inz).

Fw@) =1—Fz(-lnz)=1—-e¢°" """ =1 =1-¢".
1—e™™ size€l0,+
Ve € R, Fy(x) = { ¢ i€l OO[. Plus de doute :

0 sinon

’ W = e~ % suit la loi exponentielle de parametre 1. ‘

(c) Soit k un élément de N. Posons : Vz €]0, +oo|, hi(z) = |(—Inz)* e2|.
Notons que : Vo €]0, +00[, hi(z) = |Inz|Fe?.

hi est continue et positive sur ]0, +oo].

Inxk 23
li Zh = 1l | — | = 1

1
e hi(x)=o0 (2> au voisinage de +oc.
x

k
3

Inz . .
— | =0 x 0= 0 par croissance comparée. Alors:

1
€Tk &

1
® hy et x — — sont positives sur [1, +oo].
x

T dg
. / — converge.
1 X
+oo
Les criteres de comparaison sur les intégrales généralisées de fonctions positives montrent que / hi(z) dz converge.
1

. . _ . 1 _ . )

lim (vz hi(z)) = lim (Vz|Inz|*e ) = lim <|x2k Inz|*e ““’) =0 x 1 = 0 par croissance comparée.
x—0 z—0 x—0

au voisinage de 0.

o h(z) =0 (;5)

o hyetx — sont positives sur ]0, 1].

1
NZ3
/ Ldz
. —— converge.
0 VT

1
Les critéres de comparaison sur les intégrales généralisées de fonctions positives montrent que / hi(z) dz converge.
0

+00 +oo
Finalement / hi(z) dz converge et ainsi / (—Inz)* e~ dt est absolument convergente.
0 0

+oo
Pour tout élément k de N, / (—Inx)* e~ dt est absolument convergente.
0
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t

(d) Soit k un élément de N. Rappelons que Vt € R, fz(t) =e te™© .
+oo
Notons que Z possede un moment d’ordre k des que / th f7(t) dt converge (et pas plus...).
— 00
t — t* f7(t) est continue sur R. Soit A un réel. La fonction t — ™" est de classe C! sur R. Cela justifie le changement
de variable u = e~! dans ce qui suit.

A A . e 4 1
/ th fo(t)dt = / the=e etdt = / (—=lnu)* e ¥(=1)du = / (—Inu)* e du.
0 0 1 e

—A
—A

A 1 0 e
Donc / th fo(t)dt = / (—Inu)* e " du et / th fo(t)dt = / (= Inu)* e " du.
0 e 1

e—A A

1
. Alim e A =0et / (—Inu)* e~ du converge ; alors la premiere égalité donne :
— 400 0

A

1 “+oo 1
Alim th fo(t)dt = / (—Inu)* e du. Ainsi / th f7(t) dt converge et vaut / (—Inu)* e du.
—+oJo 0 0 0

—+oo
. Alim e A = 4o et / (—Inu)® e~ du converge ; alors la seconde égalité donne :
——00 1

0 +oo 0 “+o0
Alim th fo(t)dt = / (—Inu)* e * du. Ainsi / t* f7(t)dt converge et vaut / (—Inwu)* e du.
- A 1 —o0 1
+oo
Finalement /

— 00

“+oo 1 “+oo
t* f7(t) dt converge et vaut / (—Inu)* e *du + / (—Inw)f e du ou / (—Inu)k e du.
1 0 0

400
Pour tout élément k de N, Z possede un moment d’ordre k£ qui vaut / (—Inu)* e du.
0

+oo
Pour tout élément k de N, Z* possede une espérance qui vaut / (—Inw)k e du.
0

PARTIE II : Etude de la variable X,.

1. Etude du cas r = 3.

(a) Soit n un élément de N*. L’événement {Y> > n} se réalise si et seulement si les n premiéres pioches n’ont pas
amené 2 boules portant des numéros distincts. Autrement dit ’événement {Y2 > n} se réalise si et seulement si les n
premieres pioches fournissent des boules portant toutes le méme numéro. Ainsi:

’ les événements {Y2 > n} et C, sont égaux. ‘

Dans la suite, si ¢ est dans N* et si j est dans [1,r], nous noterons BZ Iévénement la i*™° pioche donne la boule
portant le numéro j.

P(C,) = P((B% NByN---NBYU(BINBiN---NB)HU(BNB3N---N Bg)) Par incompatibilité on obtient :

P(C,)=P(BinNByN---NB)+P(BiNnB3N---NB2)+P(B{NBsN---N B2). Par indépendance il vient :

P(C,) = PBY) P(BL) - P(B)) + P(BY) P(B) - P(B7) + P P - P =3 (3) = (5)

1 n—1
Pour tout élément n de N*, P(Ys > n) = P(C,) = (3> .

Disons pour simplifier que Y5(Q2) = [2, 4+o00]...



Vi e [2, 400, P(Ya=n)=P(Ys>n—1) — P(Ya>n) = @)"2 B (;)”1 _ (;)”2 (1_ ;) ) % @)nz

Wn € [2,+oo], P(Ys=n) =2 (1)n2 .

2
Remarque Yo —1=Y5 — Y] suit la loi géométrique de paramétre 3 ce qui n’est pas franchement une surprise.

(b) Soit 7 un élément de N*. ({Y> = k})

est un systeéme quasi-complet d’événements. Ainsi :

ke[2,4o00]
+oo too
P(Ya-Yy=n)=)» P{Ys-Yo=n}n{Ya=k}) =) P{Vs—k=n}n{Ya=Fk}).
k=2 k=2
+o00
P(Ya— Yy =n) =Y P({Ys =n+k} 0 {¥s = k}).
k=2
+oo
Pour tout élément n de N*, P(Yy — Yy =n) =Y _ P({Ys =n+k}N{Yz = k}).
k=2
9 /1) F2
Soit n un élément de N* et k& un élément de [2, +o00[. Rappelons que P(Ys = k) = 3 <3> . En particulier cette
probabilité n’est pas nulle.
2 /1\F2
Ainsi P({Yg =n-++ k} N {YQ = k}) = P(Y2 = ]ﬂ) P{ygzk}(yzg =n-+ k) = g (3> P{yzzk}(Y;g =n-+ k)

Supposons que I'événement {Ys = k} soit réalisé. L’événement {Y3 = n + k} se réalise si et seulement si les pioches
k4+1,k4+2,k+n—1 (3 un abus prés:n = 1...) donnent une des deux boules déja obtenues et la pioche n + k donne
la boule qui n’a pas encore été tirée.

9 n—1 1
Ainsi P{Y2:k}(Y3 =n+ k) = (3) (3) .

s (0 =11 0= )= 2 (3 = =2 (D)7 (2) 7 (1) = s (2)"

Finalement :

1 2\ "
o N VE € [2ocl, P(Ya=n+ B0 Y= kD = o (3)

Soit n un élément de N*.

P Ya=m =3 Py =nt KN (Y= k) =3 (= () )-3

k=2 k=2

e (0 E Q) -5 0) -3

=0

n—1
1 /2
Vn € N*, P(Yg—Ygzﬂ)zg(g) . Ainsi:

2
Y3 — Y5 suit la loi géométrique de parametre 3

2. Loi de Y41 — Y, pour i€ {0,1,2,...,i—1}.
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Dans toute cette question nous supposerons que i est un élément de [1,r — 1].
(a) Y1(Q) = {1}. Supposons que i € [2,r — 1]
Il est clair que pour obtenir 7 boules distinctes il est nécessaire de faire au moins 7 pioches.

Réciproquement supposons que k soit dans [i, +oo[. Si les k — ¢ premiéres pioches donnent 1 et que les ¢ suivantes
donnent dans 'ordre 1, 2,..., ¢ alors 'événement {Y; = k} se réalise.

Nous pouvons alors sans doute dire que Y;(Q) = [¢, +o0]...

| Vi(Q) = {1} et sii € [2,r — 1], Yi(®) = [i, +oo[. |

Yit1 — Y; représente le nombre de pioches nécessaires pour obtenir ¢ + 1 boules distinctes sachant que l'on a déja
obtenu ¢ boules distinctes. On a probablement (Y;11 — ¥;)(2) = N*!

[ (Vi - Y))() =N,

(b) Soit n un élément de N* et soit k& un élément de [i, +oo[ tel que P(Y; = k) # 0.

Supposons que I’événement {Y; = k} soit réalisé. L’événement {Y;;1 —Y; = n} se réalise si et seulement si les pioches
k+1,k+2,k+n—1(aun abus prés:n = 1...) donnent une des 7 boules déja obtenues et la pioche n + k donne la
boule qui n’a pas encore été tirée.

-\ n—1 .
Ainsi Ppy,—y (Yig1 —Yi=n) = <z) (1 — Z).

.\ n—1
¥n € N*, Vk € [i, +oo], P(Y; = k) # 0= Pry,_py(Yig1 — ¥i =n) = <Z> (1 - )

(c) Soit n un élément de N*. ({Y; = k}), Clitoo] €St UD systéme quasi-complet d’événements. La formule des
probabilités totales donne alors :

P(Yiri~Yi=n)=) P({Yi —Yi=n}n{Yi=k}).
Soit k dans [i, +oo].

Si P(Y; = 1) £ 0: P({Yia=Y; = nbn{¥i =) = PV = ) Py (=Y =) = P =0 (1) (1),

Done si P(Y; = k) #0: P({Yig1 — Vi =n} N {Y; = k}) = P(Y; = k) (i)n_l (1 - Z)

r

Supposons P(Y; = k) =0. 0 < P({Yip1 = Yi =n}n{Y; = k}) < P(Y; = k) =0 car {Y;41 — Y; = n} N {Y; = k} est
contenu dans {Y; = k}.

Donc P({Yi41 —Y; =n}n{Y; =k}) = P(Y; =k) =0.

On a donc encore P({Yi41 —Y; =n}n{Y; =k}) = ) X (i) ( )
+oo +oo .\ n—1 .
AlorsP(YiH—Yi:n):ZP({YiH YVi=n}n{Yi=k}) =) ( ;) (1;)>
k=1 k=1

P(Yii1— Y, =n) = (;)n_l (1—:) io P(Y; = k) = (;) (1—;> carZP =1.

k=i
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)

P(Yip—Yi=n) = (r

Y; suit la loi géométrique de parametre 1 — —
r

Yipr —
Alors E(Yiy1 — Vi) = — d
ors 1 —Y;) = — = -
1 -2 r—u
i T4
Le cours donne également : V(Y;11 — Y;) = ( T ,)2 = ( ‘)2'
_i r—i
1
E(Yi1 —Y) = — etV( i+l — Y)_(T_Z)Q
r—1
—Y, = X,.

3. Espérance et variance de X,
Y1+Zlc i1 - ZYH—YWZY Y Yi=Yi+Y, -1
i=1

(a) 1"’2 r—i+l —
r—1
i+1— Yr—i).

Y, _; possede une espérance qui vaut — et une variance qui vaut
i

D’apres 2. (c), pour tout ¢ dans [1,r — 1], Y, ;11 —
r(r—1)
7;2
Y,_;) posséde une espérance et une variance. Donc X, posseéde une espérance et une variance.

Alorsz il —
r—1 r ”
i1+ZE r—i+1 = T_7+1):1+Z§:Z€:TZ%
i=1 i=1 =1

r z)) =V (i (Yr—ig1 — er)>

r—1
=V (14—2 (Yo—ip1 — Yoo
i=1 i=
Y, — Y, _1 sont indépendantes et possedent une variance donc

Par linéraité de l'espérance : E(X

V(X
Or les variables Y5 — Y7, Y5 — Y5, ...,

r—1 r—1 . r ‘ r r

~ 1 ~ 1 ~ 1
=r 2 7 et V(XT):rzg i—zfr; T
(b) Notons « la limite de la suite (uy)n>1
—rz r(up +Inr)=ru.+rnr=rlnr+ar+r(u. —a).
Comme rEIfoo(u —a)=0:E(X,)=rInr+ar+o(r) au voisinage de +00
’ Il existe un réel « tel que: F(X,) =7 lnr + ar + o(r) au voisinage de +0o0

T
La suite de terme général Z — converge d’aprés I 1. (c). Notons 3 sa limite. Notons que (3 est un réel strictement

i=1
positif (comme limite d’une suite strictement croissante de réels positifs)
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V(YT)_T 1 1« l_il ur—l—lnr_zl 1 Inr
r2 2 7 i 72 r o 2 " r
i=1 i=1 i=1 i=1
& Inr
3 b b moa=o. iy B
P
X
Alors lim (QT) =p.

r—-+00 T

~—

X
VX, ~ B. Donc V(X,) ~ pjr2

r2  ro+ r—4o0

Comme 3 #0:

1l existe un réel 3 tel que:V(X,) ~ ABr2

r—-+4oo

PARTIE III: Loi de X, et de sa déviation asymptotique par rapport a sa moyenne.

1. Loi de X,.

(a) Soit m un élément de N*. Soit k un élément de [1,r].

P(Apm) = P(BE N Bk --- N BE). Par indépendance il vient : P(Ay,,,,) = P(B¥) P(B5) ... P(BE).

— 1 -1 —-1\"
OrWeN*,P(Bf):1—P(Bf):1—;:Tr -DoncP(Ak}m):(Tr ) .

—1\™
Pour tout élément m de N*, pour tout élément k de [1,r], P(Axm) = (T ) )
r

Clairement ( ?7!) il s’agit de donner la probabilité de ’événement, ”k numéros DONNES n’ont pas

été piochés au cours des m premiéres pioches”.

Soient i1, g, ..., ix k éléments distincts de [1,7].

La probabilité pour qu'une pioche ne donne aucun de ces k numéros est 1 — —.
r
Comme les pioches sont indépendantes, la probabilité pour que ces k numéros n’aient pas été obtenus au cours des m

m
premieres pioches est (1 — ) .
r

La probabilité de ’événement, ”k numéros DONNES n’ont pas été piochés au cours des m premieres

k m
pioches” est : (1 — ) .
r

(b) Soit m un élément de N*. L’événement {X, > m} se réalise si et seulement si au moins un des r numéros n’est

pas obtenu au cours des m premieres pioches.

Ainsi événement {X, > m} se réalise si et seulement si au moins un des r événement Ay ,,, Ag ..., Ay se réalise.

Ainsi:

’ {X;, >m} =A41mUAs,, U---UA,,, et ceci pour tout m dans N*.

La formule du crible donne :

P(X,>m)=PA;mUAgU-—-UApp) =Y (—1)F? > P(Aiym N Ay NN Ay )
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Si 41, 42, ..., iy sont des entiers tels que:1 < iy <ip < -+ <o <7, Ajym NAjy m NN Ay m est événement "les
m
k numéros i1, ig, ..., i nN'ont pas été tirés au cours des m premieres pioches et a donc pour probabilités <1 — > .
r
Donc:
T k/‘ m
P(X,>m)= —1)kt 1-=) .
sm =3 )Y :
k=1 1< <io < <ip KT

. 1. . . T .. . . . . .
Si k est un élément de [1,7], il existe (k) k-uplets (i1, 12, ..,1;) d’entiers tels que 1 < iy <ig < -+ < i < 7.

Alors P(X, > m) = 27: (—1)k-1 (2) (1 - ff)m

k=1

™ m
k
Pour tout élément m de N*, P(X,. > m) = (—1)k-1 (r) (1 — > .
k=1

Soit m un élément de [r,+o00[. Notons que m — 1 appartient & N*.

P(X, =m)=P(X, >m—1) - P(X, >m) = Z (—1)k1 (;) (1 - ’:)ml - k; (—1)k1 <1:> (1 - f)m

k=1

R I I ) P R H GO

Pour tout élément m de [r,+oo[, P(X, =m)

Il
=
5
N Il
—
|
—_
—
>
L
N\
> 3
N
S |
N
—
|
3|
~_
3
L

2. Comportement de X, au dela de sa moyenne.

(a) e La propriété est de toute évidence vraie pour m = 1.

e Supposons la propriété vraie pour un élément m de N* et montrons la pour m + 1.

Soit (A1, Aa, ..., Apmt1) une famille dévénements de ’espace probabilisé (2, A, P).

P(AJUA U UA, UApyq) =P(A UA U UAp) + P(Api1) — P((ALUAs U UA,) N Ap).

Or P((AlUAQU' . -UAm)ﬂAmH) est un réel positif donc P(A1UAsU- - -UA,,UA,4+1) < P(A1UAsU- - -UA, ) +P(Apg1)-

En appliquant I’hypothese de récurrence il vient : P(A1UA2U- - -UA,UA 1) < P(A1)+P(A2)+ - +P(Ap)+P(Am+1)
ce qui acheve la récurrence.

Pour tout élément m de N* et pour toute famille (A;, A, ..., A,,) d’événements on a:

P(AJUAU---UA,) < P(A1) 4+ P(As) + -+ P(An).

(b) La fonction exp est deux fois dérivable sur R et Vz € R, exp”(z) = exp(z) > 0.

La fonction exponentielle est donc convexe sur R. Sa courbe repésentative est au dessus de toutes ses tangentes en

particulier de celle au point d’abscisse 0.
La tangente a la courbe représentative de la fonction exp au point d’abscisse 0 a pour équation

y=exp’(0) (z —0) + exp(0) ou y =z + 1. Ainsi Vz € R, 2+ 1 < exp(z) = €”.

Vr € R, ex>1—|—x.‘
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1 m
Soit m un élément de N* et soit k un élément de [1,7]. P(Agm) = (1 - ) .
r

1
D’apes ce qui précede:1 — — < e *. Mieux:0< 1 —
r

Alors P(Akm) = <1 - 1)’" < (e_%)m —e 7.

r

1
7

S

<e

m

Pour tout élément m de N* et pour tout élément k de [1,7], P(Agxm) <e 7.

(c) Soit w un élément de .

e Supposons que X,.(w) > M,. Alors X, (w) > M, + 1 car X,.(w) est un entier.

Donc X, (w) > (14+¢e)rInrcar (14+¢)rInr < M, + 1.

e Réciproquement supposons que X, (w) > (1 +¢&)r Inr. Alors X, (w) > M, car M, < (1+¢)r Inr.

Finalement X,.(w) > M, si et seulement si X, (w) > (14 ¢)r Inr. Ce qui permet de dire que:

’ les événements {X, > M, } et {X, > (1+¢&)r Inr} sont égaux. ‘

Observons que (1+&)rlnr>1x2xIn2=1n4 >1Ine = 1. Donc M, qui est la partie entiere de (1 +¢)r Inr est un
élément de N*.

P(X,>1+¢e)rlnr)=P(X, > M,) =P(A1 pm, UAsp, U---UA, p, ) dapres IIT Q1. (b).

Alors P(X, > (1+¢)r Inr) < P(Aya,) + P(A2r,) + -+ + P(Arag,) = > P(Agar,) d’apres TIT Q2. (a).
k=1

T

En appliquant ITT 2. (b) on obtient: P(X, > (14+¢)r lnr) < e~ F —re= .
k=1
M, 1 Inr—1 1
M, > (14¢)rInr—1donc — <—M:—(l+s)lnr+*-
T r r
1
Alors: P(X, > (1+¢&)r Inr) < re”(Fe) mrds — ppm(4e) o — &<l
re re

e
Pour tout réel € strictement positif, P(X, > (1+¢)r Inr) < —-
r

e
Soit & un réel strictement positif. 0 < P(X, > (1 +¢)7 Inr) < — et ceci pour tout élément r de [2, +-o00].
r

€
En remarquant que lim — =0 il vient par encadrement: lim P(X, > (1+4+¢)r Inr) =0.
r—+oo 1€ r—+o0

Pour tout réel e strictement positif, lir+n P(X,>(1+¢e)rlnr)=0.
T—1T00

3. Distribution de X, autour de sa moyenne.

(a) -liIJP (rlnr+rt) = 115{1 (r (Inr+1t)) =+4o0. Donc lim (rlnr+rt—1)=+oc.

r——4o0

Or Vr € [2,400[, rInr+7rt—1<m, donc lim m, = +oo.

r——400

Alors il existe un élément ro(t) de [2, +oo[ tel que:Vr € [ro(t), +oof, m, > 1.

’ Pour tout réel ¢, il existe un élément ro(t) de [2, +oo tel que:Vr € [ro(t), +oof, m, > 1. ‘




={X, >rlnr+rt}

X, —rl
Soit r un élément de [ro(t), +oo]. {Z, >t} = {7"707’117" S t}

En remarquant que X, ne prend que des valeurs entiéres on obtient :

{Z, >t} ={X,>rlnr+rt} ={X, ZEnt (r nr+rt)+ 1} ={X, > Ent (r Inr +rt)} = {X, > m,}.

] Vr € [ro(t), +oo[, P(Z, >t) = P(X, > m,). \

(b) Nous supposerons que k est un élément de N. Soit r1 un élément strictement supérieur a 1 et k.
Posons Vr € [2,+o0o[, v =r Inr 4+ rt — m,. Notons que Vr € [2,4+o0[, 7 € [0, 1].

Retenons que Vr € [2,+oo[, m, =7 Inr +rt — 7, et que la suite (7,),>2 est bornée.

k k k 1
In{l——-—)=————40(— | au voisinage de 0.
r r 272 r2
k) _k k O

Donc il existe une suite (4,),>,, qui converge vers 0 et telle que: Vr € [r1, +oo[, In (1 — =
r

r  2r2 2

Soit 7 un élément de [ry, +oo[.

k Eok 8, y k6,
m”“<1‘r>_(7"1“’"+”‘”)(‘r‘wﬂz)‘(m“n)("“wﬂ)'

k . r ko o
my ln( —) :—klnr—kt—i—kl—i—(lnr—&—t—l) <—+).
T T T 2r T
k 1 t - k
m, In (1—) =—k lnr—k‘t-l—k&—i— <m+_’}/2> <—+57.>.
T T r roor 2
lim s =0et lim id = 0 car la suite (7;)r>r, est bornée.
r——+oo T 7—+00 7“2 =

. . Inr . )
De plus hIJP 6 =0et lim —— = 0 par croissance comparée.
T— 100

r—-—+oo 1

- 1 t r k k
Alors lim (kﬁqu(erpr) <+5r>> =kx0+(0+0-0) (+O> =0.
r—-+o0 T r ror 2 2

k
Ainsi m, In (1 - ) = —k Inr — kt 4+ o(1) au voisinage de +oo.

r
Pour tout élément k de N, m,. In ({1 — — ) = —k Inr — kt 4 o(1) au voisinage de +oc.
T
ok

(¢) Soit k un élément de N. Montrons que <2) N T
0

o= 1. Supposons que k n’est pas nul.

C’est clair pour £ = 0 car (g) =1let

r rir—1)...(r—k+1) 15 ) 15 rk
() - i “ L=, o~ =5

r rk
Pour tout élément k de N, ~  —
k) r—+co k!

Soit k£ un élément de N.

k
m, In (1 - > = —kInr — kt+ o(l) au voisinage de +o0o0. Donc:
T
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(

. - EN\™T ekt r T
Or lime*=1donc {1— — ~ . Comme ~
x—0 r r—-+oo 7""7 k r—-+oo k

(

1k
r

) (

My
k .
) — emr In(1-%£) _ ek Inr—kt+o(l) _ ,—klnr ,—kt o(1) _

THJrOOH Tk B k! .

1-2=2

k my T‘k efkt efkt
r

—kt
€ o(1)
& &
,

k
o il vient par produit :

Pour tout élément k de N, <T> (

r—+400
k=1
too —t\k
. —€ et
T’ETOOP(ngt):kio ( %l ) =€ :Fz(t)

r— 400

Pour tout réel ¢, lim P(Z, <t)= Fz(1).

’ La suite (Z,),>2 converge en loi vers Z. ‘

au voisinage de +o0.
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