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EXERCICE 1

1. (a) Pour tout élément k de [0,n], Py est un polynéme de degré k donc (P, Py, ..., P,) est une famille d’éléments
de E = R, [X]. Mieux c’est une famille de polynémes non nuls de E de degrés échelonnés.

Ainsi (P, Py,. .., P,) est une famille libre de E de cardinal n + 1 et F est de dimension n + 1. C’est donc une base
de F.

’ La famille (Py, Py, ..., P,) est une base de E. ‘

(b) e Pi(X) =X donc P{(X) =1. Alors P{(X +1) =1 = Py(X) = P,_;(X).

e Soit k un élément de [2,n]. Py(X) = %X (X — k)F! donc P/(X) = % (X — k)" 4 %X (k—1)(X — k)2
PL(X) = %(X—k)’ﬁ—2 (X—k+(k—1)X) - %(X—k)H (kX — k) :%(X—l) (X — k)k-2.

PUX) = Gy (X = D (X =),

Alors P(X +1) = = X(X+1-k)F 2= G _1 i X (X —(k—1))"?%= P,_1(X). Finalement :

’ pour tout entier k appartenant a {1,2,...,n}, on a: P/ (X + 1) = P,_1(X). ‘

Soit k un élément de [0,n]. Montrons que Vj € [0, k], P,Ej)(X) = Pi_;j(X — j). Cest plus que ce que demande le
texte mais c’est utile pour le (c) et pour Q3 b)...

La propriété est vraie pour j = 0 car PISO) (X) = P(X) = Pr_o(X = 0).

Supposons la propriété vraie pour un élément j de [0,k — 1] et montrons la pour j + 1.

L’hypothese de récurrence donne P,Ej)(X) = P,_;(X — j). En dérivant on obtient : P,Ej'H)(X) =P (X —j).
PIT(X) =Pl (X —j)=P_;(X = (j+1)+1) = Py_jy_1(X — (j + 1) car k—j > 1.

Ainsi P,gj'H)(X) = Py_(j+1)(X — (j +1). La propriété est donc vraie pour j + 1 ce qui acheve la récurrence.

Pour tous les entiers k et j vérifiant 0 < j <k <nona: P,ij)(X) = P_;(X — ).

Remarque Soit k un élément de [0,n]. deg P, = k donc | Vj € [k + 1, +oo[, P,gj) =0g.

(C) Soit P un élément de E. (P, P1,..., P,) est une base de E donc il existe un unique (n + 1)-uplet (ag, a1, ..., an)

de réels tel que P = Z ag Py.
k=0

Soit j un élément de [0,n]. P = Z ay Py donc PY) = Z a P,gj) = Z ak Péj) (d’apres la remarque).
k=0 k=0 k=j

Le dernier résultat du (b) donne alors PU)(X) = Z ar Pr—;(X —j).
k=j



n

e Supposons que j < n. PY(X) =a; Py(X —j) + Z ar P (X —j).

k=j+1
Ainsi PO (j) =a; Po(j —j)+ > arPecj(j—3j) =a; Po(0)+ > arPecj(0) =a;+ > arPej(0).
k=j+1 k=j+1 k=j+1

Or Py, P, ..., P, admettent 0 pour racine. Donc pour tout k dans [j + 1,n], P.—;(0) = 0. Alors PY)(j) = a;.

e Supposons maintenant que j = n. P (X) = a, Py(X —n) = a, x 1 = a,, donc P™(n) = a,.

n
Soit P un élément de E. 1l existe un (n + 1)-uplet de réels (ag, ay,...,a,) tel que P = Z ay, Py.
k=0

Vi€ {0,1,....n}, PV =a;et P=> PE (k)P
k=0

2. (a) e Soit P un élément de E. P’ appartient encore & E. Donc P’(X + 1) appartient également & E. Ainsi u(P)
est un élément de E.

VP € E, u(P) € E. u est alors une application de E dans E.

e Soit A un élément de R. Soient P et @ deux éléments de E.

UAP+Q)=AP+Q)(X+1) =P 4+ Q)X +1)=AP(X+1)+Q (X +1) = Au(P) + u(Q).
VAER, V(P,Q) € E2, u(AP + Q) = Au(P) + u(Q). u est linéaire. Ceci achéve de montrer que:

’ u est un endomorphisme de E. ‘

(b) U(Py) = Py(X +1) =0g (car Py = 1) et Vk € [1,n], w(Py) = PL(X +1) = Pr_1(X).

0 1 o --- 0
U(Po):OE et Vk € ﬂl,nﬂ, U(Pk):Pk_l,dOHCA: 00
: 1
0 0
0 1 0 0
La matrice A de 'endomorphisme u dans la base (Py, Py,...,P,) est: | : L0
0 0

(c) Notons (Ey, Es, ..., Eny1) la base canonique de M., 111 (R).

Notons pour tout j dans [1,n + 1], C;(A) la j°™¢ colonne de A.

C1(A) =04, ., (r) et pour tout j dans [2,n + 1], C;(A) = E;_1.

Alors rg A = dim Vect(C1(A), C2(A), ..., Cri1(A)) = dim Vect(Ey, Ea, - - -, Ey).

(E1, Ea,. .., Ey) est une famille libre de M,,41,1(R) comme sous-famille de la base (Ey, Ea, ..., Ept1).

(E1, Es, ..., E,) est donc une base de Vect(E1, Es, ..., E,). Alors rg A = dim Vect(E1, Es, - -+, E,) = n.

’ Le rang de A est n. ‘




A est triangulaire supérieure donc le spectre de A est ’ensemble de ses coefficients diagonaux. Alors Sp A = {0}.

’ 0 est la seule valeur propre de A.

(d) 0 est 1a seule valeur propre de A et dimSEP (A4,0) =n+1—-rgA=n+1-n=1.

La somme des dimensions des sous-espaces propres de A est donc 1! Comme 1 est différent de n+1 (n € N*), A n’est
pas diagonalisable.

A n’est pas diagonalisable.

3. (a) e < .,. > est bien une application de E x E dans R.

e Soit A un réel. Soient P, Q) et R trois éléments de F.

<AP+Q,R>= Z AP +Q)® => Q™)) (k) R™ (k).
k=0 k=0
<AP+Q,R>= Z( A PE () R®) (k) + QM) (k) R™ (k) ) A>T P® (k) ROk +ZQ(’” k) R® (k).
k=0

Donc < AP+Q,R>>=A<PR>+<Q,R>.

VAER, V(P,Q,R) € E?, <AP+Q,R>=)<PR>+<Q,R>.

e Soient P et Q deux éléments de E. < P,Q >= Y. P®E(E)Q® (k) = Y QW (k) P (k) =< Q, P >.
k=0 k=0

V(P,Q) € E?, < P,Q >=<Q,P >.

o Soit P un élément de E. ¥k € [0,n], (P®(k))® >0 donc < P,P >=>" (PM(k))* > 0.
k=0

VPeFE, <P,P>>0.
o Soit P un élément de E tel que < P,P >=0. Alors Y (P®)(k))* = 0 et Vk € [0,n], (PW(k))” > 0.
k=0

Par conséquent Vk € [0, n], (P(k)(k:))2 = 0 donc Vk € [0,n], P® (k) = 0.

Alors P = Z P® (k) P, = Z 0.P; = 0p.
k=0 =

VPeE, <P P>=0=P=0g.

Les cinq points précédents montrent que :

< .,.> est un produit scalaire sur F.

(b) » Version 1

Notons (.|.) le produit scalaire canonique de M,,41.1(R).

n n
Observons que si P = Z ar P et Q = Z br P, sont deux éléments de E de matrices U et V dans la base
k=0 k=0

(Po, Py,...,P,) de Falors: < P,Q >= > apb, = (U|V).
k=0

Rappelons que la base canonique (Eq, Ea, ..., Epy1) de My41.1(R) est une base orthonormée pour le produit scalaire

canonique (.|.) de My 1(R).



Soient i et j deux éléments de [0,n]. Les matrices de P; et P; dans la base (Py, Pi, ..., P,) sont E; 1 et Ej 1.

1 sii=j
Alors < Pi,Pj >= (Ei+1 |Ej+1) =
0 sinon
1 sii=j
Finalement Vi € [0,n], Vj € [0,n], < P;, P; >= .
0 sinon
Donc (Py, Py, ..., P,) est une famille orthonormée de E et une base de E. (Py, P1,..., P,) est une base orthonormée
de F.
» Version 2

Soient i et k deux éléments de [0, n]. Calculons Pi(k)(k).

Si k> i, P* = 0g donc P (k) = 0.

Supposons k < i. Alors Pi(k)(lc) = P,_;(k— k)= P,_(0). Donc Pi(k)(k) =1sii—k=0et Pi(k)(k) =0sii—k>0.
Ainsi PP(k) =1sik=iet P (k) =0sik < i.

Finalement Vi € [0,n], Vk € [0,n], P, (k) = .

1
0 sinon

Soit ¢ un élément de [0, n]. Soit j un élément de [0,n] distinct de i.
e Soit k un élément de [0,n], ou k est différent de i ou k est différent de j.

Donc Pi(k)(k) =0 ou Pj(k)(k;) = 0. Alors Pi(k)(k;) Pj(k)(k;) =0.

vk € [0,n], P (k) P" (k) = 0. Done < Py, P; >=>_ P (k) PP (k) = 0.

k=0
. By [ 1 k=i N (PR (E = (PO ()2 —
e Vic [0,n], Vk € [0,n], PV (k) = Alors < P P>=Y  (PY(k)" = (PV(1)" =1.
0 sinon =0
1 sii=y
Alors Vi € [0,n], Vj € [0,n], < P;, P; >= { )
0 sinon
Donc (Py, Py, ..., P,) est une famille orthonormée de E et une base de E.
’ (Po, P1, ..., P,) est une base orthonormée ou orthonormale de E. ‘

Exercice Montrer que < .,. > est I'unique produit scalaire de E qui rend la base (Py, Py, ..., P,). orthonormée.




EXERCICE 2

1. ¢ est dérivable sur R% comme combinaison linéaire de trois fonctions dérivables sur RY .

1 1 1

VEeER,, /() =1+5 - == (P+1—-1) = ! (t—1)2+§ >0
+ 2t 2 2 2 4 :

’ ® est strictement croissante sur RY . ‘

1
Y1) =1-7-lnl=1-1-0=0,

Comme 1) est strictement croissante sur R* , ¢ est strictement négative sur |0, 1] et strictement positive sur |1, +o00].

] vt €]0, 1], (t) < 0. H »(1) = 0. H vt €]1, +00[, 1(t) > 0. \

2. Soit p un élément de N*.

pnfl_p n 1 _p 1 1 _q 1 nidl ”
Z — _Z e _Z = —ﬁpar télescopage”.

n=1 n=1 n=1
P
-1 1
Alors lim Z n = lim (1—— ) =1. Ainsi:
p—too £=< - nl p—+oo p!
(. PP -1
la série de terme général ' — = 1.
n: n=1
3. Soit t un élément de RY.
gt 1 1 t" 1/t -1
Vn € N¥, M = — (t"_l - — —lnt"_1> zt——t( /) P
n! n! tn—1 n! n! n!
—+oo —+o0
t" 1/t t" 1/t)"
Rappelons que les séries de termes généraux — et ( /') convergent. De plus Z —1le ( /') =el/t—1.
n! n!
n=1
n—1

Q2 nous permet alors de dire que la série de terme général converge comme combinaison linéaire de trois

n!
séries convergentes (ce qui n’était pas demandé mais ce qui est indispensable pour scinder la somme...). De plus:

wtnl 1 X4 (/ L L et —1
Z gza—tz = (e et—1)—t(et —1)—Intx1= —t(et —1)—Int.
n=1 n=1
+oo n—1
t
Donc Z % = p(t) — Int.
n=1 ’

o . - o V) wn 1)
Pour tout élément ¢ de R, la série de terme général ———— converge et E = ¢(t) — Int.
n!

n=1

4. Rappelons que 1) est strictement négative sur 0, 1], nulle en 1 et strictement positive sur |1, +o0].

. 1/} tn 1
Soit ¢ un élément de R% . o(t) —Int = Z



— +oo _
Pl _ RSN GE
Observons que T =1(1) =0. Alors ¢(t) — Int = 2:2 —
tn—l
e Soit ¢ un élément de ]0, 1[. Alors pour tout élément n de [2, +oo, "~ appartient & ]0, 1] et we) ' ) est strictement
n!

négatif.

A
Donc ¢(t) —Int = Z — < 0. p(t) < Int.
n=2 ’

’Qb(t"_l)

est
n!

e Soit t un élément de |1,+o0o[. Alors pour tout élément n de [2,+oo[, t"~! appartient & ]1,4o0[ et
strictement positif.

A
Donc ¢(t) —Int = Z — > 0. p(t) > Int.
n=2 ’

el —1
1

Pour étre complet notons que ¢(1) = —1(et — 1)=(e—1)—(e—1)=0=1Inl.

|Vt €]0,1[, p(t) < Int, (1) =In1 et ¥t €]1, 0], (t) > Int. |

5. Nous allons justifier deux points admis dans le texte.
o U =)0, +00[x]0, +00[ est un ouvert de R? comme produit de deux ouverts de R.
o V(z,y) €U, f(x,y) =a¥ —y” =e¥n® — v 0V,

(z,y) — x est de classe C* sur U (fonction polynome) et est strictement positive sur U. Comme ¢t — Int est de
classe C! sur R* , par composition (z,y) — Inz est de classe Cl sur U. (z,y) — y étant également de classe C! sur U
(fonction polynome), par produit (z,y) — y Inx est de classe C! sur U. En remarquant que ¢t — e’ est de classe C!
sur R, par composition on peut affirmer que (z,y) — e¥ % est de classe C' sur U.

On montre de la méme maniere que (z,y) — €* ™Y est de classe C! sur U.

Alors par différence, f est de classe C! sur U.

o V(z,y) €U, f(x,y)=a¥ —e* ™Y donc V¥(z,y) € U, %(x,y) =ya¥ ' — (Iny)e® ™Y = y2¥~1 — (Iny)y”.

Y(z,y) €U, f(z,y) =e¥ ™% —y® donc V(z,y) € U, Z—ch(a:,y) =(Inz)e? M —2¢y* 1 = (Inz)a¥ —xy” L
B} 9 yav~! —(Iny)y® =0

Soit (x,y) un élément de U. V f(z,y) = Op2 <= —f(ac,y) = —f(x,y) =0 (Iny) .
Ox dy (nz)zy —2zy* 1 =0

Notons que z et y sont non nuls. En divisant la premiere ligne du systéme par y et la seconde par z il vient :
a¥~t —(Iny)y*~t =0 a¥"t = (Iny)y*!
<~

En inversant les deux lignes et les deux
(Inz)zvy=t -y 1 =0 =1

Vfi(x,y) = Oz < {

égalités il vient :

(nz)xv=1 =y

=1 — (lng)z¥—1 =1 — (lng)z¥—1
Vf(x,y)—0R2<:>{y (Inz) <:>{y (o)

(Iny)y* " =av~! (Iny) (Inz)2zvy—! = 21
Notons que z¥~! n’est pas nul. En divisant la seconde ligne du systéme par z¥~! il vient :

y* 1t = (Inz)2v~!
Vi(x,y) =0pe < . Montrons alors le résultats demandé en deux implications.
(Inz) (Iny) =1



r>1 y>1

Il est clair que si { ¥* ' = (Inz)2¥~! alors

(Inz)(lny) =1

et ainsi Vf(x,y) = Oge.

{yw_l = (Inz)2v~!
(Inz)(lny) =1

y* 1 = (Inx)2v~!

Réciproquement supposons que V f(z,y) = Ogz. Alors
(Inz)(lny) =1

yxfl
Ainsi lInz = =—— >0 donc z > 1.
xy—1

r>1, y>1
Mais alors Inz > 0 et (Inz) (Iny) = 1 > 0 donc Iny > 0 et ainsi y > 1. On a bien { y* ' = (Inz)z¥~!.
(Inz)(lny) =1
z>1, y>1 z>1, y>1
Finalement : Vf(z,9) = Oge <= < y* ' = (Inz)2¥"! <= { (Inz)(Iny) =1
(Inz) (Iny) =1 Yyl = (Inx)2v~!

z>1, y>1

Soit (x,y) un élément de U, (x,y) est un point critique de f si et seulement si ¢ (Inz) (Iny) =1

Yyl = (Inz)2v~!

z>1, y>1
6. Soit (z,%) un élément de U point critique de f. ¢ y*~' = (Inz) ¥~ *.
(Inz)(lny) =1
x est un réel strictement supérieur & 1 donc il existe un élément ¢ de R* (et un seul) tel que z = €'. ¢t =Inz.

1
t

1
Alors 1 = (Inz)(Iny) =t Iny donc Iny = n et ainsi y = e*.
y*t=av'Inz=2v"'t. Donc (z —1)lny =Iny" ' =In(zv"'¢t) = (y— 1) Inz + Int.

1 1
Donc (et—l)zz(x—l)lny:(y—l) Inz+1Int = (et —1)t+Int.
et —

1 1
Alors —t(et —1) =Int c’est a dire ¢(t) = Int.

Si (z,y) un élément de U point critique de f, il existe un élément ¢ de R% tel que ¢ y =e

7. Procédons en deux étapes.

e Soit (z,y) un élément de U point critique de f. Alors il existe un réel ¢ strictement positif tel que z = e!, y = et et
o(t) = Int.
Q4 montre que nécessairement t = 1. Alors (z,y) = (e, e).

e Réciproquement posons (x,y) = (e, e). Alors (z,y) est un élément de U car > 0 et y > 0.

1 e—1

Deplusz>1,y>1, (Inz)(lny) =1 x1=1et y*> L= =a¥~!

=gV lx1l=2Y""1lnz.

Le tout suffit pour dire que (z,y) = (e, e) est un point critique de f (d’apres Q5).

’ (e, e) est 'unique point critique de f. ‘
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8. U est un ouvert de R? et f est de classe C! sur U donc si f admet un extremum local en un point de R?, ce point
est un point critique de f donc nécessairement ce point est (e, e).

Montrons que f n’admet pas d’extremum local en (e, e). Cela montrera alors que f , n’admet aucun extremum sur U.
Posons C = (e,e). f(C) =€t —ec1 =0.
Vit e R, fle,e+t) =e“T —(e+1) = —((e+1t)* —e“™) = —f(e+t,e).

Ainsi t — f(e,e +1t) et t — f(e+t,e) sont de signe contraire sur R .

~1) = t)e (e+t)—e In(e+t) _ 1).
(e+1t)e ) (e+1) (e )

e+t
Soit t dans R%. f(e,e+t) =" — (e +1)° = (e +1)° ( ¢

t t t t
Notons que (e+t)—eln(e+t)=e+t—e(lne+ln<1+e)) :e—l—t—e—eln(l—i—e) :e(e—ln(1+e>).

Rappelons que Vz €]0, 1[U]1, +oo[, Inz < z — 1. Alors Yy €]0, +oo[,In(1 +y) < y ou y — In(1 +y) > 0.
t t

Donc (e +t) —e In(e 4+ t) :e(—ln (1+>> > 0.
e e

On a alors el =en(e+) _ 1 5 0. Donc f(e,e +1t) = (e +1)° (e(eﬂ)*e Inett) _ 1) > 0.
Ainsi Vt e R%, f(e,e+t) — f(C) = f(e,e+1t) >0et f(e+t,e) = f(C)= fle+t,1t)<O.

Ce qui suffit pour dire X — f(X) — f(C) ne garde pas un signe constant au voisinage de C' et donc que f n’a pas
d’extremum local en C.

Mais enfongons le clou. Soit r un réel strictement positif. Montrons qu’il existe deux éléments X; et X5 dans la boule
ouverte de centre C' et de rayon r qui vérifient f(X;) — f(C) >0 et f(X3) — f(C) < 0.

Posons X1 = (e,e + (r/2)) et Xo = (e + (r/2),e). X; et Xo sont deux éléments de U.
Comme r/2 est strictement positif: f(X1) — f(C) > 0 et f(X2) — f(C) < 0, d’apres ce qui précede.

De plus || X1 — C|| = |(0,r/2)|| =r/2 <71 et | X2 — C| = ||(r/2,0)|| = /2 < r. Donc X; et X, sont deux éléments de
B(C,r).

Finalement pour tout réel r strictement positif il existe deux éléments X; et X5 de B(C,r) tels que f(X;)— f(C) >0
et f(X2) — f(C) < 0. Donc f n’admet pas d’extremum local en C. Mieux :

’ f n’admet aucun extremum sur U. ‘




PROBLEME

PARTIE I: Etude des variables Y, et Z,.

1. Tout cela n’est pas trés sérieux. Nous ne traiterons que (b) et nous écrirons une procédure EntreTableau pour
remplir le tableau et une fonction Max pour trouver le maximum des éléments du tableau. Nous terminerons par un

petit programme principal. Le tout nécessite bien évidemment une déclaration de type.

program ECRICOME_2011;
const DimMax=200;
type Tableau=arrayl[1..DimMax] of real;

function Max(n:integer;X:Tableau) :real;

© 00 N O Utk W N

var i:integer;c:real;

_
=]

begin

-
[\v)

c:=X[1];

=
=W

for i:=2 to n do if X[il>c then c:=X[i];

e
N o o

Max:=c;

=
© o

end;

NN
=]

Procedure EntreTableau(n:integer;var X:Tableau);

NN
W N

var i : integer;

[ VI
[SAETN

begin

NN
N o

write(’Donner la longueur n du tableau (n<=’,DimMax,’). n=’);
readln(n);

NN
© o

for i:=1 to n do
begin
write(’Donner 1’’é&lément d’’indice ’,i,’ du tableau. ’); readln(X[i]);
end;

W W W w w
=W N = O

end;

w W w
~N O >

var n:integer; X:Tableau;

w W
© o

begin

S
o

EntreTableau(n,X);

R
N

writeln(’Le maximum des éléments du tableau est : ’,Max(n,X));

L
W

end.

W
o2

'S
=2}
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Dans les questions 2, 3 et 4 nous supposerons que n est un élément de N*.
2. (a) Soit ¢ un réel.
Fy"(t) = P(Yn < t) = P(MaX(Xl,XQ,... ;Xn) < t) = P({Xl < t} n {XQ < f} n---N {Xn < t})

Comme les variables aléatoires de la suite (X7, Xo, ..., X,,) sont indépendantes on obtient :

Fy (t)=P(X; <t)P(Xa2 <t)---P(X, <t)=Fx, (t) Fx,(t)--- Fx, (t).

Vt € R, Fy,(t) = Fx, (t) Fx,(t)--- Fx, (t) = [ [ Fx,.(®)
k=1

1—et sitelo,
(b) Rappelons que Vk € N*, Vt € R, Fy, (t) = { ‘ . [ +OO[.

0 sinon
n 1—e™)™ site[0,400
Alors Vt € R, Fyn(t):HFXk(t):{( ) ' | [
k=1 0 sinon

1—e )" sitelo,
VteR,Fyn(t):{( )" sit €0 fool

0 sinon

(1—e 9™ sitel0,+o0]
(c) (1 —e %" =0 (car n € N*). Cela permet d’écrire que Vt € R, Fy, (t) = .
0 sit €] — 00,0
Remarque  Bien noter que les deux intervalles sont fermés en 0.
t—0ett— (1—e )" sont de classe C! sur R donc Fy, est de classe C! sur | — oo, 0] et sur [0, +ool.

Cela suffit pour dire que Fy, est continue sur R et de classe C! au moins sur R* donc de classe C* sur R privé d’un
ensemble fini de points. Ainsi:

’ Y,, est une variable aléatoire & densité. ‘

Vt €] —00,0[, Fy. (t) =0 = fu(t) et Vt €]0, 400, Fy, (t) =ne " (1—e ")""' = fu(t).

fn est alors une application de R dans R, positive sur R, qui coincide avec F{,n sur R* donc sur R privé d’un ensemble
fini de points. Donc :

’ fn est une densité de probabilité de la variable aléatoire Y,,.

Remarque  Supposons n > 2. f, est alors continue sur R. Cela permet de dire que Fy,, est de classe C* sur R et que

Vi€ R, F, (1) = falt).

3. (a) o Version 1 X,4+1 est une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parametre 1 donc, d’apres le

1
programme (VI 4) e)), 1 est une variable aléatoire a densité qui suit la loi exponentielle de parametre n + 1.
n
Version 2 Retrouvons ce résultat en utilisant deux fois le rappel fait au début de la partie I.

Xt

1
Posons T4+, = . Notons Fr
n

+ 1 n+1

la fonction de répartition de T}, 1.

VteR, Fr,,,(t)=P(Th41 <t)=P ( Xnt1 < t) =PXp1 <(n+1)t)=Fx, ., (n+1)t).

n+1
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1—e ("Dt site|o
(le rappel!). Yt € R, Fp, ., (t) = { ¢ sitel 7+OO[.

0 sinon

1—e !t sitef0,+o0

Or Vt e R, Fxnﬂ(t):{ [ [
0 sinon

Le rappel du début de la partie I nous aide (encore!?) & reconnaitre la fonction de répartition d’une variable alé

atoire qui suit la loi exponentielle de parametre n + 1.

X
Thi1 = "1 est une variable aléatoire a densité qui suit la loi exponentielle de parametre n + 1.
+ n+1

n+1
+1

X
La fonction de répartition de T}, = est la fonction Fr, ., définie par:
n

1—e (Dt gt elo,
VteR, Fr, (1) :{ ¢ sit €0, +o0]

0 sinon

(b) Nous avons déja dit que T),41 est une variable aléatoire a densité qui suit la loi exponentielle de parametre n + 1.

e Dt it e o,
Utilisons de nouveau le cours. Posons:Vt € R, dp41(t) = { (n+1e . [ +OO[.
0 sinon

dy+1 est une densité d’'une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parametre n+ 1, donc d,, 1 est une densité

1
de Tpo1 = — Xpp1-
€ +1 n+1 +1

X
2t st une variable aléatoire & densité admettant pour densité la fonction d,,; définie par:

De Dt g¢elo
Wt e R, dnﬂ(t):{(TH_ )e si [’+oo[.

0 sinon

4. Soit x un réel.
VteR, ne(1—e )" L=nete Vi (1—e )"l =net (ef (1 - e’t))nfl =nel (el —1)" L

Notons que t — ne’ (e! —1)"~1 est la dérivée de t — (e! — 1)".

Alors :/ ne™(1—e )" ldt = / ne' (e —1)"tdt = [(e' - 1)"}§ =(e” = 1)".
0 0

Vz € R, / ne™ (1 —e )" tdt = (e* — 1)™.
0

5. Montrons par récurrence que pour tout élément n de N*, Z,, est une variable aléatoire & densité admettant f,, pour

densité.
e 71 = X1 =Y et Y] est une variable aléatoire a densité admettant f; pour densité.

Alors Z; est une variable aléatoire a densité admettant f; pour densité.
1
e Supposons la propriété vraie pour un élément n de N et montrons la pour n+1. Notons que Z,,41 = Z,+ o Xnt1.
n
A Par hypothese de récurrence Z,, est une variable aléatoire a densité de densité f,.

1

Ai
n+1

X,+1 est une variable aléatoire a densité de densité d,, ;1.
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A Les variables aléatoires de la suite (X7, Xo,..., X, 1) sont indépendantes. Il en est de méme des variables

1 1

1 "1 1
aléatoires de la suite | X1, - Xo,...,— X,,, —— X,,41 ). Donc Z,, = Z - X, et X 41 sont indépendantes.
2 n n+1 )

= n+1
A d,, i1 est nulle sur | — oo, 0] et V& € [0, +00[, 0 < dpy1(t) = (n+1)e” TV < n 1.
Donc d,, 1 est bornée sur R.

+1
en est une densité définie sur R.

1 N +o0
Ceci suffit pour dire que Z,, + —— X,, 41 est une variable aléatoire a densité et que h:x — / fu(t) dpgr(z —t)dt
n —00

Zn+1 est donc une variable aléatoire a densité de densité h. Déterminons h.

~ +m
Soit = un réel. h(x) = /

— 00

+oo
fot)dpsr(z —t)dt = / frn(t) dpy1(xz —t) dt car f,, est nulle sur | — oo, 0[.
0

Si z est strictement négatif, pour tout ¢t dans [0, +oo[,  — t est strictement négatif et ainsi d,,1(x — t) = 0.

Alors Va €] — 00,0, h(z) =0 = f,t1(x). Supposons x dans [0, +o0].

Vte[0,z],z —t = 0et dppi(x —t) = (n+ 1) e~ FVED vt €]z, foo,z —t < 0 et dyir(z —t) = 0.
~ Foo z z
Alors h(x) = / fo@®) dpy1(z —t)dt = / fa(t) (n+1) e~ (D (z—t) 44 — (n+1) e—(ntz / Fult) (Dt g4
0 0 0
h(z) = (n+ 1) e~ Dz / ne t(1—e )" tetDtdqr = (n4 1) e~ ("2 / net (1 —e H) 1dt.
0 0

En utilisant Q4 on obtient alors : h(z) = (n4+1) e~ (¢7 —1)" = (n41) e~ * (e (e” —1))” =(n+l)e®(1—e*)".
. (n+1De ™ (1—e®)" sizel0,+oo]
Résumons. Vz € R, h(z) = .
0 six €] —o00,0]

Finalement h = f,, 1 donc Z, 41 est une variable aléatoire a densité de densité f, 1. Ceci acheve la récurrence.

’ Pour tout entier naturel » non nul, Z,, est une variable aléatoire a densité admettant f,, pour densité. ‘

n
1
Pour tout entier naturel n non nul, Z,, = E - X; a méme loi que Y,, = Max(X1, Xo,...,X,).
)
i=1

Remarque Le passage par Q4 laisse perplexe car on détricote dans Q5 ce que I'on a tricoté dans Q4 non ?

On peut sans doute obtenir h sur [0, +00[ sans passer par Q4. Essayons.

“+o0
Soit x dans [0, +oo[ notons que h(x) vaut encore / fulx —t) dpyq(t) dt.

— 0o

~ +oo ¥ *
Alors h(z) = / fo(@ —t)dpyr(t)dt = / fn(@ —t) dpyr(t)dt = / ne @ (1 — e=@=)n=1 (5 4 1) e~ (D gz,
0 0 0

xr T
h(z)=(n+1)e™® / ne te (=1t (1- e_”“'+t)"_1 dt=(n+1)e" / ne ‘(e — e_”“')"_1 dt.
0 0

h(z)=(n+1)e® [— (™" = e_x)"]g =n+1)e®(1—-e"")".
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PARTIE II : Existence et unicité de la solution d’une équation différentielle.

Dans la suite, sauf mention du contraire, nous supposerons que les fonctions considérées sont des
applications de R, dans R.

1. (a) Notons que ¢ et 1 sont dérivables sur R;. Alors ¢ — ¢ est dérivable sur Ry. Comme x — e~ est dérivable
sur Ry, par produit h est dérivable sur R,.

Vi € By B(@) = (¢/(x) — (@) e + (o(a) - 0(@) () = ((0(@) ~ ¥/()) — (o(a) — (@) ) e
Comme ¢ et 9 vérifient 'équation (Dy) alors:Vz € Ry, W (z) = (f(z) — f(z)) e * = 0.

R’ est nulle sur I’intervalle [0, +o0o[ donc h est constante sur [0, +o0].

’ h est constante sur R, . ‘

(b) et 1 sont deux éléments de 1’espace vectoriel E donc ¢ — 1 est un élément de E.
—+oo
Alors / (¢(t) —1(t)) dt est absolument convergente donc convergente.
0
h est constante sur R donc il existe un réel c tel que Vz € Ry, (p(z) — ¥ (z)) e = h(z) =c.

+oo +oo
Alors Vo € Ry, ¢(z) — ¢p(x) = ce®. Or / (¢(t) — (t)) dt converge donc / ce' dt converge.
0 0

+o0 A
Supposons ¢ non nul. Alors / e! dt converge. Or lim etdt = lim (eA —1) =+4oo!!
0 A—+oco 0 A—+o0

Donc ¢ est nul. Vo € Ry, ¢(x) —¢(x) = ce® = 0. Par conséquent ¢ — ) = O et ainsi ¢ = ).

o =1.

’ L’équation (Dy) possede au plus une solution dans E. ‘

2. Soit x un réel positif.
ot — et f(t) est continue sur [z, +oo[ comme produit de deux fonctions continues sur [z, +oo.
oVt € [z, +ool, 0<|e™ f(t)| =" |f() < |f(B)]-
+oo +oo
. / |7 (#)| dt converge car / |7 (#)| dt converge.
x 0
Les regles de comparaison sur les intégrales généralisées de fonctions positives montrent alors la convergence de

+ o0 400
/ le™" f(t)|dt. Ainsi / e ! f(t) dt est absolument convergente donc convergente.
x

x

+oo

Pour tout réel positif z, / e~ ! f(t)dt est absolument convergente donc convergente.
xr

3. Rappelons que z — e~ f(x) est continue sur l'intervalle [0, +oo].

x
Donc Ly:x — / e~ ' f(t)dt qui est la primitive de cette fonction sur ’intervalle [0, +oo[ prenant la valeur 0 en 0,
0

est de classe C' sur [0, +00[. De plus Yz € [0, +00[, L}(z) =e™* f(x).



Vz € [0, +oo], kf(z) =€” /;OO et f(t)dt = e” (/IO et f(t)dt + /;oo et f(t) dt).

Vo € 0,400, kf(x) =e” (/(J+OO et f(t)dt — /OI et f(t) dt) =e® (/O+OO et f(t)dt — Lf(x)>.

“+o00
Ly est dérivable sur [0, +oo[ donc z — / e " f(t)dt — L¢(x) est dérivable sur [0, +ocl.
0

Comme z — €” est dérivable sur [0, +o00[, par produit ky est dérivable sur [0, 4+o0[.

Vo € [0,400], kf(z) =¢€" (/04-00 et f(t)dt — Lf(CU)).

“+o0
Alors V€ [0, +oo, kf(z) =e” </0 et f(t)dt — Lf(x)> +e" (0—e " f(x)) = ks(z) - f(x).

Ainsi Vo € Ry, ky(z) — Ky (z) = f(z).

ky est dérivable sur Ry et Vo € Ry, ky(x) — K} (z) = f(2).

4. (a) (@) Soit x un élément de R .

Vt € [z,+oo], 0 < et <e et f(t) > 0. Donc Vt € [z, +oo[, 0 < et f(t) < e ™ f(t).

+o0 +oo
Or / et f(t)dt converge, / f(t)dt converge et < +oo donc en intégrant il vient :
xr xr

0< /+OO et f)dt <e ™™ /+OO f(t)dt.

+oo +oo
En multipliant par e® qui est strictement positif on obtient: 0 < e* / et ft)dt <ee® / f(t)dte.
x xr

+oo
Ainsi 0 < ky(2) < / F(t) .

+oo
Vr € Ry, ogkf(x)g/ £(t) dt.

Attention jusqu’a la fin de la partie II la variable d’intégration devient x...

(B) kf — Kk} = f donc ky = ks + f. Soit A dans R.

/OAkf(x)dx:/O (K (z) + f(x) dx—/ K (2 dx+/ f(z)de = k(A /f

14

A
VA e Ry, / kf(a;)dx—kf / f
0
—+oo —+oo
(b) vz e Ry, 0 < ky(z) < / f(t)dt et lirf f(t) dt = 0 comme limite du reste d’une intégrale convergente.

Par encadrement on obtient : hm k¢(z) =0.

r——+00

A A +oo
VA € Ry, / ke(z)de = kf(A) — kf / f(z)dz, hm kt(A) =0et lim / f(z)dx = / f(z)dx car
0 Foo 0

A—+o0 Jg

+o0 +oo
/ f(z)dx converge donc lim kf( x)dr = —ks(0) + / f(z)dz.
0 0

— 400 0
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+o0 +oo
Alors / kg(z)dz converge et vaut —kz(0) + / f(z)de.
0 0

/0+oo oy f(x) da = —ky (0) + /Om F(@)dz = —° /Om e~ f(z)da + /Om f(@)dz = /;Oo (1— ") f(z) da.

“+o00 +oo +oo
/ k¢(z) dx converge et / k¢(z)de = / (1—e7) f(z)da.
0 0 0

5. Le but de cette question est de montrer que k; appartient a E.

e Notons que ks est dérivable sur R donc ky est continue sur R.

“+o0
e Montrons que / |ks(t)| dt converge.
0
—+o0 —+o0

Ve e Ry, |ks(x)] =€® le™" f(t)| dt car nous avons montré dans Q2 que / et f(t)dt

/:OO et f(t) dt‘ < e“”/

x x
est absolument convergente pour tout élément x de R,. Donc:

+oo +oo
Ve € Ry, 0 < Jks(x)] < e””/ e "|f(t)|dt. Ainsi pour montrer la convergence de / |kf(x)|de il suffit de
T 0

+oo +oo
montrer la convergence de / <6I / e tF @) dt> dz. C’est ce que nous allons faire en utilisant Q4.
0 x

A |f] est continue sur R, .

+oo +00
A / ‘\f|(t)’ dt converge car / [f(t)] dt converge!
0 0
+oo
Dans ces conditions |f| est un élément de E prenant ses valeurs dans Ry. D’apres Q4, / kg (t) dt converge.
0
+oo
A Vo e Ry 0<ky(a) <et [ O]t = ko)
x

+o00o
A / ki (t) dt converge.
0

Les regles de comparaison sur les intégrales généralisées de fonctions positives montrent alors la convergence de

+oo
[ @l
0

+oo
kg est continue sur Ry et / |kr(z)|dz converge. ky est un élément de E.
0

ky est I'unique élément de E, dérivable sur R, qui vérifie ky — k’f =f.

Pour tout élément f de E, ’équation (D) admet une solution et une seule dans FE.

6. Bien évidemment il faut lire g dérivable sur R, et il faut sans doute travailler avec la restriction de
g a R_;,_.

Supposons qu’il existe une densité de probabilité g dérivable sur R, nulle sur R* telle que sa restriction g a R
vérifie: Vo € Ry, g(x) — g'(z) = f(x). Notons f la restriction de f & R.

~ +oo too ~
f est continue et positive sur R, / f(t) dt converge et vaut 1 donc / | f(t)| dt converge. Ainsi f est un élément
0 0

de E. De méme ¢ appartient & F.



Alors f et § sont deux éléments de E tels que Va € Ry, g(z) —g'(x) = ]7(:1:) Par conséquent g = k}v.

. o0 +o0 N
De plus f prend ses valeurs dans Ry. Q4 donne alors / k}(t) dt = / (1—e ") f(t)dt. Alors:
0 0

- /0+°° gt dt = /;Oo k(t) dt = /O+Oo (1—e") f(t)dt = /O+°° F(t)dt — /0+°° et Tl dt—1 - /0+oo o Fya

car toutes les intégrales convergent.

+oo - - -
Finalement / e ' f(t)dt =0. Comme t — e~ " f(t) est continue et positive sur Ry :Vt € Ry, e~ f(t) = 0.
0

Ceci donne Vt € Ry, f(t) =0ouVte Ry, f(t)=0.

+oo
Dans ces conditions f est nulle sur R et / f)dt=0!

— 00
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t

Vz e Ry, g(x) —g'(x) = f(x).

Il n’existe pas de densité de probabilité g, dérivable sur R, , nulle sur R* et telle que sa restriction g & R vérifie :

PARTIE III : Etude de ’application f — k.

1. e D’apres ce qui précede, pour tout élément f de E, ky appartient & E. Donc ¢ est une application de E dans E.

e Soit A un réel et soient f et g deux éléments de E.

+o0 +oo

Vee Ry b0 +o)e) =e [ O frg@di=e [ (et f0 et g0
€T x

+o00o

+oo
Ve eRL, oA f+g)(z) =¢€" ()\ / et f(t)dt + / e tg(t) dt) car toutes les intégrales convergent.
x T

“+oo +oo

Vz € R, o(Af +g)(z) = Ae® /

Donc: o(A f +g) = Ao(f) + »(9)-
VAER, V(f,9) € E%, oA f+g) = Xo(f) +©(g). ¢ est linéaire. Finalement :

’ ¢ est un endomorphisme de E. ‘

2. o f, est continue sur [0, +oo].

T gz € [0, +oof

1
e Posons Vz € R, {,(z) = {ae VzeRy, folz) = Eéa(x).

0 sinon
£, est une densité d’une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parmetre a.

+oo —+oo
Ainsi / £,(t) dt converge et vaut 1. Alors / £,(t) dt converge et vaut 1.
0

— 00

+oo
1
Dans ces conditions / fa(t) dt converge et vaut —-
B a

“+o00
Comme f, est positive sur Ry, / fa(t) dt est absolument convergente. Ceci achéve de montrer que :
0

’ fa est un élément de E. ‘

A

+oo +oo
1
it 61é t de R.. " =7 —t _atdt — 3U\/ _(a+1)tdt_ z _ = (a1}t
Soit = un élément de Ry. o(f,)(z) =e /x e ‘e e ) e e?  lm —¢

xT

e ' f(t)dt + e / e " g(t)dt = Xp(f)(x) + ¢(9)(x) = (Ae(f) + ¢(9)) ().
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1 ei(a+1)x - L e(a+1)A> — efb L e*((H*l)z _ L —ar __ 1 f (x)

a+1 a+1 a+1 _a—i—le T a+417°
1

a+1

eth@) = i (

1
Ve e Ry, o(fo)(x) = fa(@). (fa) = Py fa. De plus f, n’est pas la fonction nulle de E. Ainsi:

fa est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre

a—l—l.

3. (a) Montrons que Kerp = {0g}. Soit f un élément de Ker ¢. ¢(f) = 0p.
Or ¢(f) = ky donc ks = O et alors k% est nulle. Donc Vo € Ry, f(z) = ks(z) — k}(2) = 0. f=0p.

Ceci acheve de montrer que Ker ¢ = {Og}. Par conséquent 0 n’est pas valeur propre de . Ainsi:

’ A n’est pas nul. ‘

1 1
(b) A n’est pas nul. f = NP= ky et kf est dérivable sur Ry. Alors f est dérivable sur R.

Deplusf’zik}:i(kf—f):i((p(f)—f)zi(/\f—f):/\;lf:<1—i> f. Donc:

1
f est dérivable sur R, et vérifie 'équation différentielle f' = (1 — /\> f.

1 1
(C) x — (1 - /\) x est une primitive sur Ry de z — 1 — N L’unique résultat du programme sur les équations

différentielles montre qu’il existe un réel ¢ tel que:Ve € Ry, f(z) = ce(l=%)e, f n’étant pas la fonction nulle, ¢ n’est

pas nul.
11 existe un réel ¢ non nul tel que Vo € Ry, f(z) = cell=3)z.
“+oo —+o00 . 1 “+o0o
(d) c n’est pas nul et / f(t) dt converge donc / e(1-%) qt converge. Posons vy =1 — N / et dt converge.
0 0 0
oo siy>0
1
A vA . A 1
—e7 — 1) si 0 oG
VA € [0, +o0], / et dt = ’7< the . Alors: lim etdt = ~ siy <0,
0 . A—+oo Jo
A sinon
+oo siy=0
oo -1 1
Comme / e( -3) dt converge, nécessairement v < 0. Ainsi N 1-— Y < 0.
0

En observant que A (A — 1) < 0 et en utilisant le signe du trindéme on obtient que A €]0, 1].

A €]0,1].

4. Montrons le résultat par double inclusion.

e Q3 a montré que Sp p CJ0, 1].
1-A

e Réciproquement soit A un élément de ]0, 1[. Posons a = —

1
Alors a > 0 (car X\ appartient & ]0,1]) et A = TTa donc, d’apres Q2, A est valeur propre de ¢ et fi-» est un vecteur
a X

propre associé a cette valeur propre. A € Sp .
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Ceci achéve de montrer que ]0, 1[{C Sp ¢. Comme Sp ¢ CJ0,1][:

Sp@ :}Oa ]-[

Soit A une valeur propre de .

Nous avons montré dans Q3 que tout vecteur propre de ¢ associé a A était dans Vect(f 1 ).

Comme 0p appartient a Vect(f 1 ), le sous-espace propre SEP (¢, A) de ¢ associé & A est contenu dans Vect(f FESY ).
Or SEP (i, A) est de dimension supérieure ou égale a 1 et Vect(f¥) est de dimension 1 (car f¥ n’est pas Og).

Ainsi SEP (p,A) C Vect(f¥) et dimSEP (p, A\) = dimVect(f¥) =1 donc SEP (¢, \) = Vect(f¥).

Pour toute valeur propre A de ¢ le sous-espace propre de ¢ associé a A est la droite vectorielle engendrée par f 1




