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EXERCICE 1

a

1. Soit @ un élément de Ri.t—e” ! est continue sur R.

z 1 i 1
Vz € RT, / e dt = { e“t] == (1 - e*az).
0 a 0 a

z 1 1 oo 1
Alors lim e % dt = lim ( (1 — e_“z)> = —- Donc / e~ % dt converge et vaut —-
a 0 a

z——400 0 z——+00 a

“+o0
1
Pour tout élément a de R, I, = / e~ dt converge et vaut —-
0 a

Remarque On pouvait obtenir ce résultat en faisant intervenir ”la densité usuelle” d’une variable aléatoire qui suit
la loi exponentielle de paramétre a.

Soit x un élément de R, .

oo dt
Qui peut le plus peut le moins. Montrons donc que pour tout r» dans N*, / ( converge. Soit r dans N*.
0

x4+ et)r

et — (z+e')" est continue et strictement positive sur R, donc ¢ — — est continue sur R.

1
(z+e)
o Vi € [0,+00[, z+ €' = e’ >0 et la fonction z — 2" est croissante sur [0, +o0].
1 1

Alors Vt € [O,-'—OO[, (x_|_et)7“ > e’l“t > 0. Ainsi Vt € [0, -i-C)O[7 0< m < E

_ 1
= ¢ " par décroissance de z — —
z

sur ]0, +oo.

+oo
De plus, d’apres le début de la question, / e~ "' dt converge car r est strictement positif. Les régles de comparaison
0

tooat
sur les intégrales généralisées de fonctions positives montrent alors la convergence de / W
0 x+e
oo at
Pour tout élément x de R, et pour tout élément r de N*, / ————— converge.
o (z+e)r
Donc:
oo dt oo at
Pour tout élément x de R, f(x) = —— et g(x) = ———— convergent.
cf@ = [ e = [ iy convers
oo at
& Exercice Trouver le domaine de définition de x — / m pour tout élément r de N*.
0 x+e

2. Soient x et t deux éléments de R .

2
0< (\/E—e%) :x—2ﬁe%+et:x—2\/xet+et donc 2Vzet < x4+ e

Ve e Ry, Vt e Ry, 2Vaxet <a+el.

Soit x un réel strictement positif.



1 1 1 ¢ 1
Vte Ry, 0<2Vzet <z+e doncVteRy, 0< < = e~ 2 par décroissance de z — sur
o " - rte Sovae 2vzl P Tz
10, +o0].
teed teo 1
Or / converge et vaut f(z) et / e~ 2 dt converge et vaut T donc 2.
0 x+ et 0 5
o dt 1 too
Al i de l'intégrale il vient : 0 < — < — T2 dt 0< .
ors par croissance de l’'intégrale il vien < /0 21 S W /0 e (car 0 < 400)
D 0< f(z) < 1 X 2 L
onc ) < e
h 2/ Nz
1

R, 0< < —=
Ve e RY, 0< f(z) W

3. Soient x et y deux éléments de R, tels que x < y. Soit ¢ un élément de R, .
1 1 y+e—xz—e y—x

rte yte  (@e)(yte)  (@te)(y+e)
O<et<z+eletO<e <y+etdonc0<e? =cle <(x+e)(y+el). Alors:

1 1 Yy —x
0< —————— < —=¢e lety—a>0 Ainsi:0< ——"—— < (y—x)e 2.
Grere) S / Grenren <Y
1 1
Par conséquent :Vt € Ry, 0 < <(y—xz)e 2

x+et_y+et =

T dt too too 1
Or / e converge et vaut f(z), / —— converge et vaut f (y) et / e~ 2t dt converge et vaut 5
0 rTe 0 0

yte

oo dt oot oo
Alors par stricte croissance de I'intégrale il vient : 0 < / 7—/ —— < (y—x) / e 2t dt (car 0 < +00).
0 T+ et 0 Yy + et 0

Yy—x
2

Done 0 < f(z) = f(y) < (y— )

| =

y—z
2

V(@,y) € (Ry)?, o <y=0< fz) - fly) <

1
4. Montrons d’abord que ¥(x,y) € (Ry)?, |f(z) — f(y)| < 3 |z — y|. Soient x et y deux éléments de R

1
Si z =y on a clairement |f(z) — f(y)| < 3 |z —y| car 0< 0!

y—z
2

Supposons < y. D’apres Q3:0 < f(z) — f(y) <

Done [(x) ~ (W) = £(x) ~ F) < L5 = Ly = L]z .
Supposons y < x. D’apreés Q3:0 < f(y) — f(z) < L ; Y.
Done [(x) ~ £(w)] = |£5) ~ F@)] = Fo) ~ F@) < “5¥ = Lz ~y|. Finalement

V(e y) € (Ry)2, 1)~ )l < 5o -3,

1 1
e Soit y un élément de Ry. Vo € Ry, 0 < |f(z) — f(y)| < 3 |z —y| et lim (2 |z — y‘) =0.
T—Y

Alors par encadrement il vient lim f(x) = f(y) et ainsi f est continue en y, ceci pour tout y dans R.

T—yY



Donc f est continue sur R;..
o D’apres Q3, V(z,y) € (R4)?, & <y = 0< f(z) — f(y). Donc ¥(z,y) € (Ry)?, z <y = f(z) > f(y).

Ainsi f est strictement décroissante sur R .
+oo dt +oo
e f(0)= / — = / e tdt =1, =1 d’apres Q1.
0 € 0
D’apres Q2,Vz € RY, 0 < f(z) < L C li 1—0'1' t d t lim f(z)=0
apres Q2, Va 1, 0< f(o) < 7 omme lim —= =0il vient par encadrement que lim f(z)=0.

Le théoreme de la bijection et les trois points précédents montrent que :

’ f réalise une bijection continue strictement décroissante de R sur ]0, 1]. ‘

5. Posons Vz € [0, +oo[, h(z) = f(z) — 2.
e f et x — —x sont continues sur R, donc par somme h est continue sur R,..

o f et x — —x sont strictement décroissantes sur R4 donc h est strictement décroissante sur Ry comme somme de
deux fonctions strictement décroissantes sur R .

e h(0)=f(0)—0=1. lim f(z)=0et lim (—z)= —oodonc lim h(z)= —oc.

T—+00 r— 400 r——+00

Le théoreme de la bijection et les trois points précédents montrent que h réalise une bijection continue strictement
décroissante de Ry sur | — oo, 1].

Or 0 est élément de | — 00, 1] donc il existe un unique élément o de Ry tel que h(a) = 0 ou tel que f(a) = a.

’ L’équation f(x) = x admet une unique solution « sur R. ‘

Nous avons vu dans Q4 que f prend ses valeurs dans |0, 1]. Donc a = f(a) €]0,1].

’ « appartient & |0, 1]. ‘

6. (a) Montrons par récurrence que pour tout élément n de N, u,, existe, u,, appartient a Ry et | — up| < on”

e ug existe et vaut 0. Alors ug appartient & Ry et | —up| =a <1 - La propriété est donc vraie pour n = 0.

— 20
e Supposons la propriété vraie pour un élément n de N et montrons la pour n + 1.

u, existe et appartient & Ry donc f(u,) existe et appartient & |0, 1]. Alors w41 existe et appartient a Ry.

ny 1 1 1 1
Up et a sont deux éléments de Ry donc: | — upt1| = |f(a) — fun)| < 3 o — up | < 3 X on = gyt

Donc la propriété est vraie pour n + 1 et la récurrence s’acheve.

Pour tout élément n de N, wu,, est un élément de Ry et |u, — | <

TR

1 . 1
Vn € N, |un—a|<2—netnl_1£1002—n:00ar

1
2’ < 1 donc par encadrement il vient: lim wu, = a.

n—-+oo

’ La suite (un)n>0 converge vers a. ‘

6. (b) Nous écrirons une fonction et une procédure donnant N (ce qui est plus que ce qui est demandé) et uy.

Profitons de I'occasion pour dire que cette fonction f se calcule en une ligne (c’est dire l'intérét de 1’exercice...).



En effet f(0) = 1 et pour « dans |0, +oo] :

+oo dt +oo —t 2 _t 1 » ) )
f(x):/ 7:/ —°  _gt= lim / & dt= lim |-~ In(ze t+1)] = M
0 T+ et 0 ret4+1 z—+4o00 [ T et 4+ 1 2500 T 0 z

function Ecricome_2012(epsi:real;var N:integer):real;
var u,stop:real;
begin

N:=0;u:=0;stop:=1;

© 00 N O U W N

[
(=)

while stop>epsi do
begin
N:=N+1;
stop:=stop/2;
u:=f(u);
end;

L e S S S S Y
N O Ok W N

Ecricome_2012:=u;
end;

—
[o)

Remarque Cette fonction permet d’obtenir o ~ 0.74688.

La méme chose en utilisant une procédure :

1

2 procedure Ecricome_2012b(epsi:real;var N:integer;var u:real);
3

4 var stop:real;

5

6 begin

7

8 N:=0;u:=0;stop:=1;
9

10 while stop>epsi do
11 begin

12 N:=N+1;

13 stop:=stop/2;
14 u:=f(u;

15 end;

16 end;

7. ’ Ici encore nous ferons un peu plus que demandé en montrant le résultat pour x dans R* a la place de z dans R I

Soient  un réel positif et h un réel tel que  + h > 0 ou tel que =z + h > 0...

+oo +o00o +oo
Posons A(h) = f(x + h) — f(z) + hg(z). A(h):/o %—/0 %—'_h/o (;z:jitet)f

+o00 1 1 +o00 2 t ¢ .
A(h):/ _ n h dtZ/ (x+e) —(z+h+e)(z+e)+h(x+h+e) "
0 x+h+et z+et  (x+et)? 0 (z+h+et)(z + et)?
+o0 2 2 ¢ " 5 oo
A(h):/ (x+e) —(z+e) 2 —h(x+e)+h(z+e)+h dt:h2/ dt .
0 (z+h+e)(z+e)? o (z+h+et)(z+et)?
vt € [0, +o0], r+h+e >et>0et (ﬂc+et)2>ezt>0d0cht€[07—|—oo[, (x+h+et)(x+et)2>e3t>0,




1 1
< < 1 _ -3t o : .
Alors Vt € [0,400[, 0 < T hE T o)E S o e " par décroissance de z — _ su 10, +o00|

+o0 1
Or / e 3t dt converge et vaut 3 d’aprés Q1. Ainsi:
0

0<A(h)_h2/+Oo - <h2/+w€_3tdt—h2carh2>0et0<+oo'
= B o (z+h+e)(z+e)? ™ 0 3 - b ’

h? h? h?
Donc 0 < A(h) < e Ce qui donne encore |A(h)| < 5 ou |[f(x+h)— f(x)+hg(z)| < e

2

Vz € Ry, VhER, x+h>O:>|f(a:+h)—f(x)+hg(g;)|g%.

Soit x un élément de R, .

h2 |h‘2
h € [~z, ool [f(z+h) = f(2) + hg(@)] < 5 = -
Alors Vh € [—x, +00[—{0}, ‘f z+h) - J;L(I) + hg(x) < %
Donc Vh € [—z, +oo[—{0}, 0 < M (_ g(x)) < |h| et lim @ —0.
h 3 h—0 3
Ainsi par encadrement on obtient }LII% W = —g(x).
Ce qui montre que f est dérivable en z et que f/(z) = —g(x).

. teedt
f est dérivable sur R, et Vo € Ry, f'(z) = —g(z) = —/O m~

8. Ici encore nous travaillerons sur R. Nous poserons donc Vz € Ry, T(z) = z f(z).

f et x — x sont dérivables sur R, donc par produit 7" est dérivable sur R;. Soit x un élément de R, .

T(2) =f(x)+xf’(x)=f(x)—xg(af)=/O+OO C (xfet)z)dﬁ/;mmdt-

/ e e’ . : et . 1 i . 1 1 1
T'(x) = ————dt= lim [ ———dt= lim |- = lim (- " _ _
o (z+et)? zo+o0 Jy (x+et)? zofoo | wHel], zotoo\ x4e* 4l rz+1
1
z+1

T est dérivable sur Ry et Vo € Ry, T'(z) =

Comme Ry est un intervalle il existe une constante c telle que Vo € Ry, T'(z) =In|z + 1| +c.

Alorsc=04+c¢=In|0+1|+c¢=T(0)=0x f(0) =0x 1=0. Donc Vz € Ry, T(z) =Iln|z+ 1| = In(z + 1).

[Vz e Ry, T(x) =In(z+1).|

Remarque En étant conforme au texte et en travaillant sur |0, +oo[ on montrait que ¢ = 0 en faisant tendre x vers 0
et en utilisant la continuité de f en 0.
In(z+ 1)

Ve e Ry, z f(x) =T(x) =In(xr +1). Donc Vx € R}, f(x) = -

In(z 4+ 1)
Ve eRy, f(2) =4 &
1 siz=0

si z €]0, +o00[




6

Remarque Résultat que nous avons obtenu en une ligne dans Q6. b. Mais pourquoi faire simple lorsque ’on peut
faire compliqué 7!

& Exercice Retrouver la dérivabilité de f en 0.

EXERCICE 2

1. Deux résultats préliminaires.
(a) (I, - U) (ZU") ZU’“ ZUk+1 ZU’“ ZUk —U=1, -0, =1,.

g—
(I, —-U) <Z Uk) = I,,. Cela suffit pour dire que:

U est inversible et U1 Z Uk,

(b) A(A—1I,) =0, donc fo(f—Idrn) = 0g(mn). fP—f= 0z (rny OU f2 = f. Alors f est un endomorphisme de F
tel que fo f = f. Ainsi f est une projection. Mieux c’est la projection sur Ker(f — Idg~) parallelement & Ker f. Le
cours indique alors que R™ = Ker f @ Ker(f — Idg~) non ? ? Mais faisons semblant de ne pas avoir remarqué...

e Montrons que R™ = Ker f + Ker(f — Idg»). Soit x un élément de R™.
Og@ny = fo(f —Tdrn) = f2— f = (f —Idgn) o f. Alors f((f —Idgn)(x)) = Orn et (f —Idgn)(f(2)) = Orn.
Donc f(z) —x = (f —Idrr)(z) € Ker f et f(z) € Ker(f — Idgn).

Comme Ker f est un sous espace vectoriel de R : x — f(x) = f(f(x) — x) € Ker f.

’VI eR™ = — f(z) € Ker f et f(x) € Ker(f — Idgn). ‘

Soit  un élément de R". Notons que:z = (z — f(z)) + f().
Comme z — f(x) € Ker f et f(x) € Ker(f — Idgn) : « appartient & Ker f + Ker(f — Idgn).
Vo € R", x € Ker f + Ker(f — Idgn). Par conséquent R™ est contenu dans Ker f + Ker(f — Idgn).
Mais Ker f et Ker(f —Idg~) sont deux sous-espaces vectoriels de R™ donc Ker f + Ker(f — Idgn») est contenu dans R™.
Finalement R™ = Ker f + Ker(f — Idgn).
e Montrons que Ker f et Ker(f — Idg») sont en somme directe. Soit x un élément de Ker f N Ker(f — Idgn).
f(z) =Orn et f(z) — 2 = Ogn. Donc z = f(z) = Ogn. Par conséquent Ker f N Ker(f — Idgn) = {Or~}.

Donc Ker f et Ker(f — Idg=) sont en somme directe. Ceci achéve de montrer que :

| R" = Ker f © Ker(f — Idg»). |

fo(f—1Idrn) = Og@n). Don X (X — 1) est un polynéme annulateur de f dont les zéros sont 0 et 1. 0 et 1 sont les
seules valeurs propres possibles de f.

Rappelons que R"” = Ker f @ Ker(f — Idg»). Notons alors que :
Ker f = {Op-} <= R" = Ker(f — Idgn) <= f — Idg» = Og(rn) <= f = Idg~ et
Ker(f — Ian) = {O]Rn} «—= R" = Kerf — f — 0L‘(R”)~



AinSl Kerf # {OR"} < f # Ian et Kel“(f — IdR‘n) 7é {ORn} <~ f 7é Oﬁ(]Rn).
Si f =1Idgn ou f = 0grn), f est diagonalisable.
Supposons que f # Idg» et f # 0ggrny. Alors Ker f # {Ogn } et Ker(f — Idgn) # {Ogn }.

Donc 0 et 1 sont valeurs propres de f. Mieux 0 et 1 sont les valeurs propres de f.

Or SEP (f,0) ® SEP (f,1) = Ker f ® Ker(f — Idg») = R™. Ainsi f est diagonalisable. Dans tous les cas:

’ f est diagonalisable. La matrice A est également diagonalisable.

2. Etude d’une suite de matrices.

’ Quelques résultats préliminaires, pour la route...

’ U et V sont deux matrices de M,,(R) qui commutent. ‘

Pour tout k dans N, U* (resp. V¥) et V (resp. U) commutent.

Montrons par récurrence que :Vk € N, U*V = VU*.

La propriété est vraie pour k = 0 car U° = I, et I,, commute avec V.

Supposons la propriété vraie pour un élément k de N et montrons la pour k + 1.

UkV = VU* donc UMV = UVUF. Or UV = VU. Alors UMV = VUU* = VU,
Donc UFt1V = VUL ce qui achéve la récurrence.

De méme: Yk € N, VFU = UV*.

’ Pour tout k dans N et pour tout ¢ dans N, U* et V7 commutent. ‘

Soient k et ¢ deux éléments de N. U et V' commutent donc d’apres R1, U¥ et V' commutent.

Alors, toujours d’apres R1, U¥ commute avec toute puissance de V' donc avec V9.

R3 ’ Si P est un polynéme de R[X], P(U) (resp. P(V)) et V (resp. U) commutent. ‘

T
Soit P un élément de R[X]. 1l existe un élément r de N et un élément (ag,ay, ..., a,) de R"*! tels que P = 3 ap X*.
k=0

U et V commutent donc pour tout k& dans N, U* et V' commutent d’apres R1.

Alors P(U)V = <Z akU"’> V=Y aUtv=> aVUit=V <Z an U’“> =V P(U).
k=0 k=0 k=0 k=0

Donc P(U) et V commutent. De méme P(V) et U commutent.

R3’ ’ Si P et @ sont deux polynémes de R[X], P(U) et Q(V) commutent. ‘

Soient P et @ deux éléments de R[X].
U et V commutent donc d’apres R3, P(U) et V' commutent.

Alors, toujours d’aprés R3, P(U) commute avec tout polynéme de V' donc avec Q(V).

Vk € N, (UV)* = U*V* et en particulier (UV)? = U? V2.

Montrons ce résultat par récurrence sur k.



UV =1, =1, x I, = U’ V°. Donc la propriété est vraie pour k = 0.
Supposons la propriété vraie pour un élément k de N et montrons la pour k£ + 1.
UV = UV (UV)F = UV U*VF. Or U et V commutent donc U* et V' commutent d’aprés R1.

Alors (UV)F1 = UUk VVE = Uk VE+L Ceci acheve la récurrence.

’ Si U est inversible, U~! commute avec V et avec V4 pour tout ¢ dans N. ‘

UV = VU en multipliant & droite et & gauche par U~! il vient U 'UVU ! = U~'VUU ! donc VU~ ! = U~'V.
Alors U~ et V commutent. Ainsi U~! et V¢ commutent pour tout ¢ dans N d’apres R1.

’ Si U est inversible, U~! commute avec Q(V') pour tout @ dans R[X]. ‘

U~! commute avec V (d’apres R5) et donc U~ commute avec Q(V) pour tout élément @ de R[X] d’apres R3.

R6 Si W est une autre matrice de M,,(R) qui commute avec U, U commute avec toute combinaison linéaire
de V et de W.

Soit W est une autre matrice de M,,(R) qui commute avec U. Soient a et 8 deux réels.

UV + W) =aUV + UW =aVU + WU = (aV + W) U. U commute avec oV + SW.

R7 ’ Si W est une autre matrice de M,,(R) qui commute avec U, U commute avec le produit VIW.

Soit W est une autre matrice de M, (R) qui commute avec U. UVW = VUW = VWU. U commute avec VIV |

](U+V)2=U2+2Uv+v2 et (U—V)Q:U2—2UV+V2.‘

Résulte du cours (formule du binéme) !

(a) 2B et I,, commutent donc d’aprés (2B —1,)2 = (2B)2 = 2(2B) I, + I2 =4B%> — 4B + I,
Alors I, — (2B — I,)2 = I, —AB%* + 4B — I, = —AB% + 4B = —4B(B — I,,).
Ainsi (I, — (2B —1,)2)" = (=4B(B-1,,))" = (~4)" (B(B-1,))".

Comme (B(B — In))N =0,, (In - (2B - In)2)N =0,. N étant un élément de N* on peut dire que:

’ I, — (2B — I,,)? est nilpotente. ‘

I, — (2B — I,,)? étant une matrice nilpotente de M,,(R), Q1. (a) montre que I,, — (I, — (2B — I,)?) est inversible.
Donc (2B — I,,)? est inversible. Montrons alors que 2B — I,, est inversible.

Soit X un éléments de M, 1(R) tel que (2B — I,,) X = 04, , (r)-

(2B —1,)?X = (2B —1,,)(2B — I,) X = (2B — I,,) Opq,, , (r) = Ot 1 (R)-

Alors (2B — I,)*X = Opq, , (r) €t (2B — I,,)? est inversible donc X = 04, ,(r)-

VX € My 1(R), 2B —I1,)X =00, ,(r) = X = 04, ,(r) donc 2B — I, est inversible.

’ 2B — I, est inversible.

Montrons alors que (Hp) est vraie.
2By — I,, = 2B — I, donc 2By — I,, est inversible.
By — B =0,. Posons alors Cy = 0,,.



Cy est une matrice de M, (R) et By — B =0, = [B(B - In)] x 0, = [B(B — In)} Co.
Donc il existe une matrice Cy de M,,(R) telle que By — B = [B(B — In)] Co.

Bo(Bo— 1) = B(B~1I,,) = [B(B - 1,)]* = [B(B - 1,)]* I..
Posons Dy = I,,. Dy est une matrice de M,,(R) telle que Bo(By — I,,) = [B(B — In)]20 Dy.
1l existe une matrice Dy de M, (R) telle que Bo(Bo — I,) = [B(B — I,)]* D.

ByB = B2 = BB,. ByB = BB,.

CoB =0,B =0, = B0, = BCy. CoB = BC,.

DoB = 1,B = B = BI,, = BDy. DyB = BDj,.

Ceci acheve de montrer que:

’ la propriété (Hp) est vraie. ‘

(b) On suppose que la propriété (Hy) est vraie pour un élément k de N. Alors

2B), — I,, est inversible.

11 existe une matrice Cy, de M, (R) telle que By — B = [B(B - In)} C.

11 existe une matrice Dy de M,,(R) telle que By (By — I,,) = [B(B — In)fk Dy..

B.B = BBy.

CyB = BCy.

DB = BDy.
Notons que By41 est définie car la matrice 2By, — I, est inversible.
2By — I, = 2B} 2By —I,) ' — I, = 2B} (2B, — I,) "' — (2B — I,) 2Br — I,) ' = [2Bf — (2B, — I,,) | 2B — I,,) "
2Biy1 — I, = [I,, + 2B} — 2By| x (2B — I,) ™' = [I, + 2Bx(By — I,)] x (2B, — I,)~".

2Byi1 — Iy = [In + 2B(By — I,)] x (2By — I,,) .

Bii1— B = B2 (2By—1,)"' — B = B (2B — 1,)"' — B(2By, — 1,)(2Bx — I,)"' = [BZ — B(2By, — 1,)] (2B — I,,)".
Bty — B = [B2 —2BBy, + B)|(2By — I,)" = [B2 — 2BBy, + B> — (B* — B)|(2By — L),
Or B, et B commutent donc d’apres B —2BBy, + B?> = B} — 2By, B + B? = (B, — B)?. Ainsi:

Biy1 — B = [(By — B)? — (B2 — B)] x (2By — I,))"%.

Byy1(Br41—1n) = B (2By—1,)~* [B,% (2Bk—1n)*1—ln] = B (2By—1I,)"! [B,% (2Bk—In)*1—(ZBk—In)(ZBk—In)*l].
Biy1(Brt1 — 1) = B (2B, — 1,) "' [B? — (2B, — 1,,)| (2By, — I,) ' = B} 2By, — I,,) ' [Bf —2Bx + 1,,)| 2By, — I,,) *
By, et I,, commutent donc donne: B — 2By, + I, = Bf — 2By, + 12 = (B — I,,)*.

Alors Byy1(Byy1 — In) = B (2B, — I,) "1 (By — 1,)*(2By, — I,,) !

By, commute avec By et I,, donc By commute avec 2By — I,, d’apres .

R5’ | permet alors de dire que (2B, — I,,)~*

avec (By, — I,,)?.

commute avec tout polynéme de By donc avec Bﬁ — 2By, +1,, c’est dire
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Ainsi Bk+1(Bk+1 — In) = B,% (QBk — In)il(Bk — In)Q(QBk . In)71 = B,% (Bk e In)2 [(QBk — In)il}?

By, et By, — I,, commutent donc, d’apres Bi (By — 1,)? = [Bk (B — In)]2. Ainsi:

Biy1(Bis1 — In) = [Bi(Bi — I)]” [(2Bx — I,)"1]%.

Notons que cette égalité est indispensable pour la suite et est largement suffisante. Mais le concepteur en veut ”plus” !

Nous avons vu plus haut que (2Bj — I,,)”! commute avec tout polynéme de By, donc (2By — I,,)~! commute avec
B — By, donc avec By (By — I,).

Alors d’aprés Bit1(Biyr — I) = [Bu(Bi — 1)) [(2Bi — I,)"']% = [Bi(By — 1,) 2By — I,)~']*.

Bii1(Byyr — 1) = [Bu(By — 1)) [(2By — I,)"']” = [Bi(By — 1,) 2By — I,)"*]*.

Montrons que la propriété (Hy41) est vraie.
Montrons que 2By — I, est inversible.

2Bji1 — I = [I, + 2By (By, — I,)| x (2By, — I,)"*. Comme (2B, — I,,)~" est inversible, pour montrer que 2Bj41 — I,
est inversible il suffit de montrer que I, + 2By (By — I,,) est inversible car le produit de deux matrices inversibles est
une matrice inversible.

Notons que I, + 2By (Br — I,) = I, — (— 2By (By, — )) Alors Q1. (a) montre que I, + 2By (B, — I,) est inversible
des que —2By (B, — I,) est nilpotente.

Pour montrer que —2By(By — I,,) est nilpotente il suffit de montrer que By (By — I,,) est nilpotente.

Or Bp(By — 1) = [B(B — 1,)]* Dy done (By(Bi — 1)) = ([B(B ) Dk)

k .
Dy, commute avec B donc D) commute avec tout polynéme de B d’apres . Or [B(B - In)]2 = (B? - B)2k est

, 9ok .
un polynéme de B car B? et B commutent donc (32 — B)Qk = E ( >B2’( B)Qk_z.
i
i=0

2k
Donc Dy commute avec [B (B - In)} . Résultat qu’il convient de retenir car il sera réutilisé dans .
N

k k N
permet alors d’écrire que (By(By, — In))N = ([B(B - Inﬂ2 Dk> = ([B(B - In)]2 ) DY.

(Be(Bi — L))" = <[B(B - In)]2k>N DY = ([B(B - In)]N)Zk DY =02 Dy =0, car (B(B—1,))" =0,.

Ainsi By (B — I,,) est nilpotente, I, +2 By (B, — I,) est inversible et [In + 2By (By, —In)] X (2B —I,,) ! est inversible.
Donc 2Bj41 — I, est inversible.

Bry1 — B=[(Bx — B)? — (B2 — B)] x (2Bx — I,)"' = [(B(B - I,,)Cx)* = B(B — I,)] x (2B — I,)"".
C) commute avec B donc avec B> — B = B(B ) d’apres E
Alors [R4 | donne (B(B — 1)) Cy)* = (B(B — I, )) 02 = B(B - 1,) B(B — I,) C2.
Ainsi By, — B = [(B(B— 1) B(B — I, B(B-1,)] x (2B — I,,)~".

Donc By1 — B = B(B—1,,) [(B(B—1,) C2 — I,,)] x (2By — I,)~.

(
)C,
)C
Posons Cy1 = [(B(B — I,) C2 — I,)] x (2Bk — ).
Cl+1 est une matrice de M,,(R) telle que By41 — B = [B(B — I,,)] Ci1.

Nous avons vu que : Bi11(Bkt1 — In) = [Bk(Bk — In)]2 [(QBk — In)_1]2.
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& 2
Alors By (Bry1 — 1) = ([B(B ~ 1))’ Dk) [(2By, — 1,)1]%.

Rappelons que Dj, commute avec [B(B —I,,)] 2
2 2 .
Alors | R4 | donne ([B(B — L) Dk> = ([B(B - Jn)]Qk) D2 = [B(B-1,)]" D2 = [BB-1,)]* D

Biir(Bisr — 1) = [B(B —1)]* D2 [(2Bi — I,)"]%. Posons Dy = D2 [(2By, — I,)']*.
Dj41 est une matrice de M,,(R) telle que Bji1(Bis1 — I,) = [B(B — In)]Qk+1 Dyy1.
B commute avec By et I,, donc B commute avec 2By, — I,, d’apres .
Alors montre que B commute avec (2B — In)_l. Résultat & retenir car nous 'utiliserons encore dans .
B commute avec By, donc avec Bi d’apres .
Finalement B commute avec le produit B,% (2B, — In)_1 d’apres donc avec Bj1.
Byy1B = BBy 1.
Crp1 = [(B(B—1,) C2 — I,)] x (2B), — I,)~".
B commute avec Cj, donc avec C3 d’apres .
B commute avec B donc avec B(B — I,,;) qui est un polynéme de B d’aprés .
Alors B commute avec le produit B(B — I,,) Cf d’apres et avec I,.
Donc B commute avec B(B — I,,) C# — I,, d’apres . Mais nous avons vu que B commute avec (2B — I,,) L.
Alors B commute avec [(B(B —1,)C} — In)] x (2By — I,,)~! d’apres donc avec Ciy1.
Cr41B = BCyy.
Dyy1 = D2 [(2By — )]
B commute avec Dy donc avec Dz d’apres .
Nous avons vu que B commute avec (2By, — I,,) " donc B commute avec [(2B), — In)*l}2 d’apres .
Alors B commute avec le produit D [(2By, — In)*l]2 d’apres donc avec Dy 1.
Dy 1B = BDj1.

’ La propriété (Hy11) est vraie. ‘

Nous avons vu que la propriété (Hy) est vraie et que si pour k dans N la propriété (Hy) est vraie alors la propriété
(Hp41) est vraie. Plus de doute:

’ la propriété (Hy) est vraie pour tout élément k de N. ‘

(c) klirf 2F = too. Alors il existe un élément p de N tel que: Vk € [p, +oof, 2% > N.

Wk € [p.+ool, (BB —1,))> = (B(B - 1))~ (BB - 1) " =0, x (B(B-1,))" ™~ =0,.

k
Retenons pour la suite que Vk € [p, +oo[, (B(B — In))2 =0,.

k
Donc Vk € [p,+oo], Bi(By —In) = [B(B — Inﬂ2 Dy, = 0,, X Dy, = 0,,. En particulier B, (B, — I,) = 0,,.
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’ Il existe un élément p de N tel que B,(B, — I,) = 0, ‘

Mieux | il existe un élément p de N tel que Vk € [p, +oo[, Bi(Bg — I,) = 0, ou B = By,

B,(Bp — I,) = 0,, donc d’apres Q1 (b):

’ B, est diagonalisable. Mieux, pour tout élément k de [p, +oo[, By, est diagonalisable.

Soit k un élément de N. Bk — B = B(B — I,,) Cy, donc (Bk — B)" = (B(B —1,) Cy,)" .
C. commute avec B donc avec B? — B d’apres . C}, commute avec B(B — I,).
Alors, d’aprés [R4 |, (Bk— B)" = (B(B—1,)C)" = (B(B—1,))~ CN =0, x CN =0,,.

Ainsi By — B est nilpotente. Clairement B — By, est également nilpotente.

’ Pour tout élément £ de N, B — By, est nilpotente. En particulier B — B,, est nilpotente.

Soit k un élément de [p, +oof. Nous avons déja vu que (B(B - In))Qk =0,.

Alors By(B, — I,,) = [B(B — In)]Qk Dy, =0, x Dy = 0,. Donc B — By, =0,,. Ainsi B} = By,.
2By, et I,, commutent donc (2B, — I,)? = 4B7 — 4By, + I, = 4(B} — By,) + I, = I,.

Alors (2By, — I,)(2Bg — I,) = I,,. Par conséquent U'inverse de 2By, — I,, est 2By — I,,.

Dans ces conditions: By = B,% (2B — I,)" ' = B,% (2B, — I,) = B, (2B, — I,,) = QB,% — By, = 2By, — B, = By, car
B2 = B,.

’Vk € [p, +o|[, Bx+1 = Bx. ‘

La suite (Bj)k>p est constante. Ainsi:

’Vk € [p, +oo[, Br = B,. \
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PROBLEME

PARTIE I: Etude de deux endomorphismes.

Dans la suite nous utiliserons le plus possible la notion de polynoéme. ‘

1. e Soit P un élément de R, [X].

X — 1 est un élément de Ry[X] donc (X — 1)P est un élément de R, 1[X].

Alors ((X — I)P)/ est un élément de R,[X] et ainsi g(P) appartient a R, [X].
Finalement : VP € R,,[X], ¢g(P) € R,,[X]. g est une application de R,,[X] dans R, [X].

e Soient P et () deux éléments de R, [X] et A un réel.

/ /

gAP+Q) = (X -1DAP+Q)) =M X -DP+ (X -1)Q)) = (X = 1)P) + (X - 1)Q))" = Ag(P) + 9(Q).
V(P,Q) € (R,[X])?, VAER, g AP+ Q) = Ag(P) + g(Q). g est linéaire.

’ g est un endomorphisme de R,,[X]. ‘

2. Soit P un élément de R,, [X] Posons @ = g(P) et calculons f(Q). Q = g(P) = ((X —1)P) = (X —1)P' + P.
x -1)P

Vo € R— {1}, f(Q)x) = — / Qt) x_l[(t—l)P(t)L:%:P(m).
FQ)(1) =Q(1) =g(P)(1) = (1 - 1) P'(1) + P(1) = P(1).
Finalement : Vz € R, f(Q)(z) = P(z). Alors f(Q) = P et ainsi f(g(P)) = P.

Pour tout élément P de R,[X], f(g(P)) = P.
Soit P un élément de Kerg. g(P) = Og, [x). Alors P = f(g(P)) = f(Or, [x])-
Calculons f(Og, [x]) car n’oublions pas que f n’est pas encore un endomorphisme.
Vo € R—{1}, f(Or, (x))(7) = —— / 0dt =0et f(Or,[x])(1) = O, x](1) = 0. Finalement Vz € R, f(Og, x])(x) = 0.

Donc f(Og,x]) = O, [x]. Alors P = f(Og,[x]) = Or,[x]- Ainsi:

Kerg = {0, [x]}-

3. Kerg = {Og,[x]} donc g est un endomorphisme injectif de R, [X] qui est un espace vectoriel de dimension finie.

Le cours indique alors que g est un endomorphisme bijectif de R,,[X] donc un automorphisme de R, [X].

’ g est un automorphisme de R, [X]. ‘

’ Pour faire plaisir au concepteur nous dirons aussi que g est un isomorphisme. ‘

VP € Ru[X], f(P)=f(g9(97'(P))) =g~ '(P) d’apres Q2. VP € R,[X], f(P) =g !(P).

Alors nous pouvons maintenant considérer f comme une application de R,,[X] dans R, [X] et de plus f = g~ 1.
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1

g est un automorphisme de R,[X] donc g~ est également un automorphisme de R, [X]. Ainsi:

’ f est un automorphisme de R, [X]. ‘

’ Pour encore faire plaisir au concepteur nous dirons aussi que f est un endomorphisme de R, [X]. ‘

4. e Soit k un élément de [0, n].

tk+1 T 1 k+1_1
Ve e R— {1}, flex)(z 7/ thdt = [ } r .

k+1 E+1 z-1

1 (a:—l)(x’—i—xk_l—i—---—i—x—i—l) 1

Ve e R—{1}, f(ex)(z) = (8 2t 1).

k+1 r—1 Ck+1
1 1 1 &
_ k—1 ,  k
Va:ER—{l},f(ek)(x)fk+1(1+x+-~~+:1: +z%) = k+1(eo+el+ Fepo1teg)(x) = <k+1§l>(z)
1 < 1 < 1 < 1 &
1) = HN=1F=1=—"— 1l=—— 1'= —— (=1 — i | (1
e = ) X T e a0 - (e o
1 < 1 <
Final R — N ¢ D -
inalement Vo € R, f(e)(x) <k+1;el> (). Donc: f(eg) k+1;el
1 & 1
Pour tout élément k de [0,n], f(ex) m; 61:k+1(60+e1+ + ex)
1 % %«H n~1H
0 1 1 1
2 R+l n+1
La matrice A de f dans la base (eg,e1,...,€e,) est 1
E+1
0 0 =5

e Soit k un élément de [0,n]. g(ex) = (X —1) e}, + ex.
g(eo) = (X — 1) Og,,[x] + €0 = eo.
Supposons que k n’est pas nul. g(ey) = (X — 1)k XF 14 e, =k XF —kXF1 e

Donc g(er) =ker —kep—1+ex=(k+1)ex — keg_1.

’ gleg) =eg et Vk € [1,n], glex) = (k+1)er — keg—1.

1 -1 0 0
0 2 ' :
: D —k
La matrice B de g dans la base (eg,e1,...,€e,) est .
k+1 . 0
: .. —n
O cor eer 0 n4+1
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5. A et B sont deux matrices triangulaires supérieures de M,,11(R). Le spectre de A (resp. B) est 'ensemble de ses

éléments diagonaux.

1 1 1
D SpA=<1,-,...,— t SpB={1,2,... 1}.
OHC p { 727 7n7n+1}e p { ) ) 7n7n+ }
1 1
Deplusl>—->:-->—> et 1 <2<3<---<n<n+1.
2 n n+1

Alors A et B sont deux matrices de M, 1(R) ayant n 4+ 1 valeurs propres deux & deux distinctes donc A et B sont

diagonalisables. Ainsi :

f et g sont deux endomophismes diagonalisables de R,,[X]. ‘
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PARTIE II: Etude d’une suite de variables aléatoires.
1. Soit & un élément de N et soit r un élément de [0, n].
Dans un premier temps supposons k non nul.

({Z = i})z‘e[[o qp €St un systéme complet d’événements.

n
La formule des probabilités totales donne: P(Zy41 =71) = P({Zi =i} {Zky1=1}).
i=0

Soit i un élément de [0,n]. Calculons P({Z =i} N {Zy11 =1}).
e Supposons i < 7.

Si{Zy =i} N{Zky1 = r} est réalisé le (k + 1)éme se fait dans 'urne U; qui contient ¢ + 1 boules numérotées de 0 & ¢
et il donne une boule numérotée r avec r > i! Ceci est impossible.

Donc {Z =i} N {Zy41 =1} est vide et P({Z), = i} N {Zy41 =71}) = 0.
e Supposons i > r et P(Z, =1i) # 0.
P({Zk = Z} N {Zk+1 = 7'}) = P(Zk = Z) P{Zkzi}(Zk+1 = 7‘).

Supposons {Zy = i} réalisé. Le (k + 1)\CmC tirage se fait dans 'urne U; qui contient i + 1 boules numérotées de 0 a i ;

il donne alors la boule numéro r avec la probabilité - 1 car r < 1.
i

1 . P(Zy =1
Donc Piz, —iy(Zks1 =1) = 1 Alors P({Zr, =i} N {Zys1 =1}) = P(Zr =) Pigyeiy(Zip1 =71) = %
e Supposons i > r et P(Z, =1i) =0.
Linclusion {Zy =i} N {Zy+1 = r} C {Zr =i} et la croissance de P donne:

< P({Zr =i} N{Zys1 =1r}) < P(Zp =i) =0. Ainsi P({Zy =i} N{Zy41 =1}) = P(Z,, = i) = 0.
P(Z, = z)
1+ 1
P(Z, =1)

En conclusion: P({Z), = i} N {Z11 =71}) = i+1
0 sinon

n . " P(Zp =i
Alors P(Zg41=7) Z P {Z;c =i} N{Zkt1 = T}) = Z %
=0

Alors on a encore P({Zk =i} N{Zk41 = 7"}) =

sit>r

i=r

Montrons que ceci vaut encore pour k = 0.

1
P(Zy=r)= T ear le premier tirage se fait dans U,.

P(Zy = P(Zy = 1
Rappelons que Zj est la variable certaine égale & n. Alors Z 3_ : i) = ( 0+ ln) — = =P(Zy=r).
n n

Plus de doute:

" P(Z =i
Vk €N, Vr € [0,n], P(Zy1=7)=) %

=7

Remarque Le cas particulier k = 0 n’était pas franchement utile sinon pour s’éviter d’écrire le 1™ tirage!!

2. Soit k& un élément de N et 7 un élément de [0,n — 1].
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. (n+1)P(Zk+1=”):(n+1)Z P(Zziijl)

i=n

P(Zk :n) _

= 1

" P(Z, =) " P(Z, =1) P(Z,=r)
1) P(Z =r)— 1) P(Z =r+1) = 1 _— = _— 1
o (r+1) P(Z1 = 1) = (r+1) P(Zg1 = 7+1) <r+); el Dl (r+1) =5
Donc (r +1) P(Zky1=71) — (r + 1) P(Zky1 =7+ 1) = P(Z, = r). Ce qui acheve de montrer (R1) et (Ra).
[VkEN, (n+1)P(Zy1 =n) = P(Zy =n) (Ra). |
(VkeN, ¥re[0n—1], (r+ 1) P(Zey1 =7) = (r+ 1) P(Zeys =7+ 1) = P(Zy =7) (Ra).|
Observons que P(Ziy1 =n+1)=0.
Alors (n+1)P(Zgt1=n)— (n+ 1) P(Zys1 =n+1)=(n+1) P(Zy41 =n) = P(Zy, = n).
Ainsi (R2) vaut pour » = n et coincide dans ce cas avec (Ry).
Ceci permet de rassembler les deux formules en une seule.
’ VEeN, Vre[o,n], r+1)P(Zrs1=7)—(r+1)P(Zrt1=r+1)=P(Zr=r) (R). ‘
3. eVkeN, (n+1)P(Zy+1 =n) = P(Zx, =n) d’aprés (R1).
—+oo +oo
En sommant il vient (n + 1) Z P(Zgy1=n) = Z P(Zy, = n) car les deux sommes existent. Alors:
k=0 k=0
+oo too I
Sn=> P(Zr=n)=(n+1) Y P(Zry1 =n) = (n+1) Y _ P(Zx =n) = (n+1)(Sy—P(Zo = n)) = (n+1) (Sp—1).
Ainsi (n+1—-1)S, =n+ 1. Donc:
S, = n+ 1.
n
e Pour parler de S,,_; supposons n > 2.
D’apres (R2),Vk e N, (n—14+1)P(Zyt1=n—1)—(n—14+1)P(Zyy1=n—1+1)=P(Zr=n—1).
Donc Vk € N, n P(Zyy1 =n—1) —nP(Zxy1 =n) = P(Z, =n—1).
+oo —+oo —+oo
En sommant il vient n Z P(Zyy1=n—-1)—n Z P(Zyy1=n)= Z P(Z;, = n — 1) car toutes les sommes existent.
k=0 k=0 k=0
+o0 foo
Ainsi:n Z P(Zy=n—-1)—n Z P(Zy=n)=Sp_1.
k=1 k=1

Donc n (Sn,l —P(Zy=n-— 1)) -n (Sn —P(Zy = n)) =5,_1.
Or P(Zy=n—1)=0et P(Zg=n)=1donc S,,_1 :n(Sn,l —0) —n(Sn — 1) =nS,_1—nS, +n.

1 1
Or S, = ntl donc S,—1 =nS,1—(n+1)+n=nS,_1 —1. Ainsi S,,_; = 1
n n—

1
n—1

Pour tout élément n de [2,+oo[, Sp_1 =

e Ici encore nous supposerons n > 2.

Sin =2 la suite (1 Sr)1<r<n—1 'a qu’un terme donc elle est constante.
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Supposons n > 3. Soit 7 un élément de [1,n — 2]. Montrons que (r 4+ 1) S, 11 =rS,.
(R2) donne Vk €N, (r+1)P(Zyy1=71)— (r+ 1) P(Zys1=7r+1)=P(Zy =7).

+oo +oo +oo
En sommant il vient (r + 1) Z P(Zyy1=1r)—(r+1) Z P(Zyy1i=r+1)= Z P(Zy, = r) car toutes les sommes
existent. Donc: = = =
+oo +oo
S, = Z P(Zy=r)=(+1) Y P(Zpa=1)—(r+1) Y P(Zrp1=r+1).
= k=0 k=0
+o00
(r+1) Z P(Z —(r+1)Y_ P(Zy=r+1)=(r+1)(S, = P(Zy=7)) = (r+1) (Sr11 — P(Zo = +1)).
k=1

Sr=(r+1) (Sr — P(Z :T)) —(r+1) (Sr+1 — P(Z :T+1)). (%)
Orre0,n—2]doncr<mnetr+1<mn. Ainsi P(Zo=r)=P(Zy=r+1)=0.
Alors S, =(r+1)S, —(r+1)S,y1ourS, =(r+1)S41.

Finalement Vr € [1,n — 2], (r +1) Sy41 = r S, donc la suite (7.S;)1<r<n—1 €st constante.

’ Pour tout élément n de [2,4+o0[, la suite (r.S;)1<r<n—1 €st constante. ‘

1.

Remarques  Supposons n > 2. La suite (r Sy )1<r<n—1 €st constante. Alors Vr € [1,n—1], 7S, = (n—1) S,—

1
Donc | Vr e [1,n—1], S, ==
”

2. Notons que la relation S, = (r +1) (S, — P(Zy = 1)) — (r +1) (Sr41 — P(Zo = r + 1)) (%) aurait pu étre établie
+oo

(a laide de (R)) deés le départ et ceci pour tout r dans [1,n] en posant Sp+1 = Z P(Zy =n+1) (somme qui existe
k=0

et qui vaut 0). Cela nous aurait alors évité de faire trois fois la méme chose pour traiter Q3...

4. Soit k un élément de N et soit 2 un réel.

(R) donne:Vr € [0,n], P(Zx=7)=(r+1)P(Zxy1=7)— (r + 1) P(Zry1 =7+ 1).

n n
Alors Fi(z) = Y P(Z, =r)a" Z[r+1 Zk+1:r)—(r+1)P(Zk+1:r+1)]x
r=0 r=0
Fp(x) =Y (r+ ) P(Zppy =r)a" = > (r+ 1) P(Zpy =r+1)a"
r=0 r=0
n n+1
Fr(x) = (r+1)P(Zgy1=r)a" — Z rP(Zpy1 =r)a"t
r=0 r=1
Fy(x) = (r+1)P(Zyy1=1)a" — Z rP(Zyy1 =r)a"car P(Zy 1 =n+1)=0.
r=0 r=1
Fo(z) =Y 1 P(Zpyr =1)2" +ZPZk+1—r)x e Z P(Zii1 = 1) a" + Frya(z) — iy (2).
r=0 r=0 r=1

Fr(z) =2 Z r P(Zyp1 = 1) 2" 4 Figa (o) = Fyq (2) = @ Fi i (@) + Fi (o) = Fyq (2) = (2= 1) Fip (2) + Fraa (2).
r=1

Finalement :

Vk €N, Vo € R, F(z) = (x — 1) Fj 1 (z) + Frq1(2).
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Remarque Notons que pour tout élément k de N, Fy, et Fy1 sont des éléments de R,,[X] et | g(Fi+1) = Fx |
5. (a) Soit k un élément de N.
Notons que Zj, et Zy (Z — 1) sont des variables aléatoires finies donc elles possédent une espérance.

F}, est deux fois dérivable sur R car Fj, est un élément de R, [X].

P(Zy=r)r(r—1)z"2

n
Vr € R*, F(x) = Z P(Zy=r)ra"'et FJ'(z) =
0

n
r=0 r=

3
3

Donc Fj(1) = rP(Zy =71)=E(Z,) et FJ/(1) = r(r—1)P(Zy =r) = E(Z.(Z. — 1)) d’apres le théoréme de

transfert.

vk €N, F{(1) = B(Z,) et F{/(1) = E(Z, (2, — 1)). |

(b) Soit k un élément de N. F, et Fj11 sont de classe C* sur R car ce sont des éléments de R,,[X].

Ve € R, Fy(z) = (z — 1) Fj, () + Frq1(z) done Vo € R, Fj(x) = Fj_(v) + (z — 1) F{/_ (x) + F}_ (7).

Ve e R, Fy(x) =2F, (z)+ (x — 1) F}/ | (x) donc Vo € R, F}/(x) =2F  (z)+ F}/, (x) + (z — 1) F/_; (2).

Vo R, F/(x) = 3 Ff\y(#) + (2 — 1) F, (2).

Alors F{(1) = 2 F{, (1) + (1= 1) Fly; (1) = 2B}, (1) et F/(1) = 3 F{,,(1) + (1 — 1) F{, (1) = 3 F{,, (1). Alors:

1 1
Vi €N, Fly(1) = 5 FL(1) et By (1) = 5 FL(D).

1 1
(c) VEeN, F (1) = §FJQ(1) et 1y (1) = §F1g<1)'

1 1
Alors (Fj(1)),5, et (Fy/(1)),5, sont des suites géométriques de raisons et

Wk €N, FL(1) = Fi(1) (;)k ot F/'(1) = FY/(1) (;)k

Ve R, Fo(z) = zn: P(Zy=r)az" = P(Zy =n)az™ = 2"

r=0

Donc Vz € R*, Fj(z) =na" ! et F)/(z) =n(n—1)2z" 2. Ainsi F}(1) =n et Fj/(1) = n(n — 1). Finalement :

VkeN, Fi(1)=n (;)k = et Fl(1) =n(n—1) (;)k _ %

1\ F
Soit k£ un élément de N. FE(Zy) = F(1) =n (2) .

Z, possede une variance car c’est une variable aléatoire finie.

V(Z) = B(Zi (Zu— 1)) +E(Zy)— (B(Z)* = F (1) +n (;)k_ (n (;>k>2 — n(n—1) (;)km <;)k—n2 (i)k

VkeN, E(Zy) =n (;)k et V(Zy) =n(n —1) (;)k +n <;>k —n? <Dk.

2

nn—1) n n

n
2* T o

Wk €N, B(Zy) = g ot V(Zy) =
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PARTIE III: Loi de chacune de ces variables aléatoires.
1. Vk €N, g(Fyi1) = Fy, donc Vk €N, Fjyq = g~ (Fy) = f(Fy).
Montrons par récurrence que Yk € N, Fy, = fF(e,,).
e Nous avons vu que Vz € R, Fy(z) = ™. Ainsi Fy = e,,. Alors Fy = Idg, (x)(en) = [%(en).
La propriété est vraie pour k = 0.
e Supposons la propriété vraie pour un élément k de N et montrons la pour k + 1.
Fry1 = f(Fr) = f(f*(en)) = f¥*1(e,) ce qui acheéve la récurrence.
Rappelons que Vk € N, Vo € R, Fy(x i P(Zy=r)a" = Z P(Zy=r)er(x) = (i P(Z,=r) er> (z).
=0 r=0 r=0

Donc Vk € N, F, = Z P(Zy, =r)e,. Ainsi:
r=0

Vk €N, Zo P(Zy=r)e, = Fy = fF(en).

2. Pour tout r dans [0,n], u, = (X —1)" est un élément de R, [X] de degré r.

(ug,u1,...,u,) est donc une famille d’éléments non nuls de R,,[X] de degrés échelonnés. C’est donc une famille libre
de R,,[X] dont le cardinal n 4 1 coincide avec la dimension de R,,[X]. Alors:

’ (ug,u1,...,uy,) est une base de R, [X]. ‘

3. Soit r un élément de [0, n]. Soit = un réel.

I 1 t—1)r+t]” 1 —1)rtt
Supposons x différent de 1. f(u,.)(z) = p— / (t—1)"dt = p— {( . +)1 } =7 (a:r +)1 .
—1/, _ . _

T == - 1
flund(e) = o @ =1) = (g o) @)
sir=0 1 1 sir=0 1
_ C (1) = : . D) = [ —— ) (D).
De plus f(u,)(1) = u,(1 { Sr>1 Or r+1u(1) {O Gr>1 Donc f(u,)(1) (T+1u)()
1
Finalement Vz € R, f(u,)(z) = (7" 1 ur) (z). Ce qui donne f(u,) = e
vre [0nl, flu) = —
r n Up) = Up.
) ) r +1
1
Pour tout r dans [0, n], u, # Og, x] et f(u,) = 1 u,. Donc pour tout r dans [0,n], u, est un vecteur propre de f
i6 4 la val :
associé 4 la valeur propre ~——
(ug,u1,...,u,) est une base de R, [X] constituée de vecteurs propres de f et nous retrouvons ainsi que f

est diagonalisable.

1
Remarque Nous retrouvons aussi que Sp f = {-1-1 ; €0, n]]}
r

n n
4oe, =X"=(X-1+1)"= Z (2) (X-1)"x1"""= Z (:) u, grace a la formule du binéme.

r=0 r=0



<
+
—_

5. vre[0,n], f(u,) = ﬁu donc Vk € N, Vr € [0,n], f*(u,) = (

n
n n n 1 k n < )
e =1 (5 () -5 () r-$ () () -5 e
k _ - r
VkeN, f (en)—T:0 L U
6. Soit k£ un élément de N.
B n n r r r i | n r s r j ‘
r=r) =3 = ey X () o0 e =R X o e e

n
En commutant les deux sommes il vient : Fj, = Z Z (=)™
=0 r=j

(0],
F, = Z Z (=1)"7 UWARY . Or Fj, = Z P(Z;, =j)ej et (eg,e1,...,e,) est une base de R,,[X]. Donc:

(r+1)

J=0 |r=j

Vi e [0,n], P(Zr=j) = znj (—1)" <:) C) )

n—7
< ()
& Exercice Montrer que Yk € N, Vj € [0,n], P(Z, =j) = (n) (=" ~ T /.

7. Application.

(a) Soit j un élément de [0, n].

S o 17| B A o 05
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S

n
) 1 1 n r ( )
Or Vk e N, Vr € [4,n], " < — et > 0. Donc Vk € N, Vr € [4,n], G

Alors:Vk € N, |P(Zk:j)|§i(n)+g<i (7:) D 1! Z (”) (’")

r J
k k ; k ;
o (r+1) = U+ G+DP = ) \J
no/n\ (r M, ;
En posant M, ; = ()() ona:VkeN, Zy =j)| < —2L .
£ (0)( P51 <

+1)

k

X

(] + 1) ' r=j r

Mn . n
Soit, j un élément de [0,n]. Vk € N, |P(Z), = j)| < —4 ot M, ; = 3 (n) <

r
J

)

Soit j un élément de [1,n]. Vk € N, 0 < P(Z, = j) = |P(Zr = j)| <

k=0

7l
Jj+1

M,
— ™) et la série Z
(J+ ) ' (J+

nJ
1)k

() (;f),

(+1)*

converge car

Les regles de comparaison sur les séries a termes positifs montrent alors que la série g P(Zy, = j) converge.

k>0

Pour tout élément j de [1,n], la série Z P(Zy, = j) converge.
k>0

& Exercice Montrer que Vj € [1,n], M, ; =2""7 <n>
J

(b) Soit k un élément de N. P(Z;, =

k k
r=0 (T + 1) r=0 (T + 1) r=1
~ o A\r ” r - r
[P(Zk =0) =1 = |} (=1) < (= =
2 X G| T ey
n n
Vr e [1,n] ! <iet " 0 donc Vr € [1,n] AT
T (r 1R T 2k r (r+1)k = 2k
= r - r 1 <& [n 1 & [n 1 A
P(Z.=0)—1| < < - = < — — Soogn_ |
| ( k 0) | 7; (T+1)k 7; 2k 2k o <T‘> 2k 7;) (T) 2k 2k
Cn
Vk € N, |P(Zk:0)—1|<2—0u0n—2"
Cp Cp
=0) -1l im —% = =1.
VkeN, |P(Zy=0)—1| < o et kEIJIrloo ok 0 donc par encadrement £r+nOo P(Z,=0)=1

Ainsi la suite de terme général P(Z; = 0) ne converge pas ver 0.

’ La série de terme général P(Z, = 0) diverge. ‘

o
S~—
Il
[~]=
|
=
3
7N
=3
N~
N\
S 3
N
Il
3
T
—_
S~—
3
7N
= 3
~_
Il
—
+
[~]=
|
—_
S~—
3

& Exercice Montrer que presque sirement on finira par tirer dans I'urne Uy et ceci jusqu’a la fin des temps...




