Corrigé EML 2007 voie Eco par Pierre Veuillez

Exercice 1

On considére la matrice carrée d’ordre trois suivante :

0
A:

= O N
O NI= N

N N

1. A est une matrice symétrique, donc diagonalisable.

2. On détermine les éléments propres de A :
—ax+iy+32=0 Li+2aLly, — Ly

x
(A—al)| y | =0 %ﬂf—ayﬂL%ZZO Ly — Ly
z %x+%y—az=0 L3 —L; — Ls

lr—ay+32=0
= (1) (3-20)y+(3+0)2=0
ey ra)e=0
i+ (—a+3)z=0
~Sia#—falorsg+a#0et (1) <= (2)¢ (1+a—2a2)z=0
Y=z

On détermine les racine de 1+ a — 202 : A = 1+8 =9 et les racines sont : a; = =42 = —1
(exclus ici) et ap = =12 =1

r=0
— Side plus aw # 1 alors (2) <= ¢ 2z =0 et a n’est pas valeur propre.

y==z

) %LE — %z =0
— Si =1 alors (2) <= =S r=y=2
Yy==z

et donc 1 est valeur propre associé au sous espace propre F; = Vect ((1,1,1)) de base
((1,1,1)) (génératrice et libre )
et donc dim (E;) =1
- Si&;«é—% alors (1)<:>%x+%y+%z:0<:>z:—x—y

et donc —1 est valeur propre associé au sous espace propre E_y = Vect ((1,0,-1),(0,1,-1))

écriture qui ne conviendra pas pour la matrice de passage demandé ...

()<= ax=—-y—2zet E_y = Vect ((1, -1, 0),(1,0,-1))

La famille ((1,—1,0),(1,0,—1)) est libre car échelonnée

C’est donc une base de E_%. et dim (E_%> =2

La somme des dimensions des sous espaces propres étant 3, la matrice A d’ordre 3 est diago-
nalisable et la concaténation
B=((1,1,1),(1,-1,0),(1,0,—1)) des bases des sous espaces propres forme une base de R3.

1 1 1 1 0 0
Soit P= |1 —1 0 | lamatrice de passage de la base canonique dans B et D = 0 _71 0
1 0 -1 0 0 F

P a bien les 2 premiéres lignes demandées et est inversible -matrice de passage- et symétrique.
Onaalors A=A=P D P!
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On calcule l’1nverse de P :

x r+ytz=a r+r—b+r—c=a
Pl vy | = r—y=5b <= y=x—>b
z rT—z=c 2=x—c
_ a+b+c
r= T 1
T = 9= %b+c y 9 1
7 = otbze 2 1 -2
1 1 1
Donc P! = =3 1 —2 1 | (que I'on prend soin de vérifier sur P- P! =1 )
1 1 =2
Plus rapide (http ://baudrandmaths.free.fr/) On nous demande une matrice de premiéres
1 1 1
lignes [1 —1 0 | et symétrique.
77 7
1 1 1
Donc P= |1 —1 0| .Etil ne reste qu’a tester les deux premieéres colonnes et a trouver le
1 0 7
dernier coefficient de la troisieme :
1 1
A[1] =11] donc 1 valeur propre et (1,1, 1) vecteur prorpe associé.
1 1
1 —1/2\ (1
Al-1]=1 1/2 | == | -1 et (1,—1,0) est vecteur propre associé & _71
0 0 0
1 1 %z o —% =«
AlO0] =a |0 ]| %—l—%z:o — < z=-1 donc—% est valeur propre et (1,0, —1)
1~ 11
N § 3 Tz 2= 2

est un vecteur propre associé.
Reste a justifier que l'on a une base formée de vecteurs propres :

— Par le théoreme CNS, il faut la dimension de chaque sous espace propre, alors que l'on a
juste des vecteurs de ces sous espaces (et non une base de chacun).
((1,—1,0),(1,0,—1)) est libre donc la dimension du sous espace associé & = est au moins
de 2
et celle du sous espace associé a 1 est au moins de 1.
Comme la siomme des dimensions des sous espaces propres est inférieurre a 3, ces dimensions
sont donc dim £ =1 et dim E_ 1= 2 et on a donc une base de chacun.
Et la juxtaposition des bases forme une base de R* (CNS)

— On montre directement que la famille B =((1,1,1),(1,-1,0),(1,0,—1)) est une base en
montrant qu’elle est libre de 3 vecteurs de R? :
Sia(l,1,1)+4(1,-1,0) +~v(1,0,—1) =0 alors ... alors a = 3 =7 =0
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3. On a alors, pour tout n € N* et méme dans N :

A" = p D" p!

I

W =
R
—_ =
Olk—\
—_
|O)—\
—_
N~ —

W

(Que l'on vérifie pour n =0etn=1)

4. Soient ug, vy, wp trois nombres réels positifs ou nuls tels que ug + vg + wo = 1.

Uo Up,

On note Xog = | vg | et, pour tout n € N*, X,, = | v, | la matrice colonne définie par la
Wo W,

relation de récurrence : X,, = A X,,_1.

a) La suite X est géométrique matricielle de raison A donc, pour tout n € N: X,, = A" X,

b) On a donc pour tout n € N (la formule de A™ étant également vraie pour n =0 )

U, 1 1+2(%): 1_(%1): 1 - (2): Ug
Un = 3 1_(%1) 1+2(%1) 1= (7) Vo
i - () 1= &) 1203
(- (Z)") (o +vo +wo) +3 ()" uo
= - () o) +3 ()"
(1 ()") (v + 00+ o) +3 (5" o
@) )
= () )
L= ()" +3(35)" wo
( _1+ 1 1\"
T\ T3\ 2
SN AEAVAY
et donc Un—3 Uo—g 5
(DY (LY
SR Y A
) Comme |——{ < 1 alors (—%)n — 0 et u,, v,, et w, tendent vers : quand n — 400
Conclusion : u:v:w:%
On note, pourtoutnGN:dn:\/(un—u)2—|—(vn—v)2+(wn—w)2
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Et comme Soient ug, vg, wp trois nombres réels positifs ou nuls tels que ug 4+ vg + wo = 1.

alors 0 < yg=1— (v0+w0)<1et _2< 1<u0_l<2

[y
—

Donc ( 0—1)2 = et de méme pour (v0—§)2 et (v ——)2.
Donc (g 27+ (1~ 3)° + (ty— 3)* < 4 < 4
Finalement d2 (%) 4

w

Conclusion : |pour tout n € N : d

n = 2/”/
e) Comme 27 = 128 alors pour n = 8 on a 2" ! = 128 et dg < 1072

Conclusion : |pour n = 8 on a bien dg < 1072

Exercice 2
Préliminaire

On donne : 0,69 < In2 < 0, 70.
On considére 'application :

g:10;+0c[ =R, z+—g(z)=2+Inz

1. g est continue et dérivable sur ]0; +oo[ (somme de fonctions continues) et ¢’ (z) = 22+ = >0

EnO:g(x)=2>+Inz — —occ et en +00: g(z) =2? + Inz — 400

Conclusion : | g est continue et strictement croissante sur |0; +00|

2. g est donc bijective de ]0; +oo[ dans |limg ¢;lim, o g[ = R
Comme 0 € R alors

Conclusion : |1'équation g (z) = 0, admet une solution et une seule.

On note a 'unique solution de cette équation.
3.0nag(3)=3+In(3) =0,25-In(2) <0 car 0,69 <In2 < 0,70
etg(l)=1+Inl=1

Donc g (1) < g (@) < g (1) et comme g est strictement croissante sur ]0; +oo[ et que 3, a et 1

en sont éléments

Conclusion : % <a<l1

Partie A

On note I = [%, 1] et on considere 'application :

1 1
f:1—-R, me(x):x—ZmQ—Zlnx
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1. a) f est dérivable sur [ et

1 1
!
R
[ (x) 5% " 1a
B 4o — 222 — 1
N 4x

avec —22 + 4x — 1 du second degré de discriminant : A = 16 — 8 = 8 et pour racines :

$1:%§:1+\/7§>16t1’2:1—\/?§<%

Donc —2x% + 4x — 1 > 0 (signe opposé a —2) sur |zy; 2] et donc sur T

Conclusion : ’ f est strictement croissante sur [ ‘

b) On peut remarque que f (z) —x = —1g (x) donc

T % « 1
g(z) -/ 0 / +
f(z)—=z + —
fl@)>z fl@)=z f(z)<z

Donc f(3) > 3 et f(1) < 1 et comme f est strictement croissante sur [1,1] alors

£(3) < F :
Conclusion : |1 < f(3) < f(1) <1

c) Et 1(:omrne [ est strictement croissante sur [,1],si 3 <z <1lalors f(3) < f(z) < f(1)
et 5 < f(x) < f(1)
d'ou f(z) el
Conclusion : |Vx € I, f(z) € l.

2. On considére la suite réelle (u,) définie par ug = 1 et, pour tout n € N, u, 11 = f (uy).

neN

1 _
i=

b) En utilisant que Vo € I, f (z) € I, par récurrence :
—ug €l
— Soit n € N tel que u,, € I alors f(u,) € I et u,1 €1

Conclusion : |pour tout n € N : u,, € I‘

a) Onawu; =1— :

c¢) Pour utiliser le signe de f (z) — x, il faudrait montrer tout d’abord que u, > «a.
Ici, on montre par récurrence :
—u =3 <
— Soit n € N tel que u,, > uy,4q alors f (u,) > f(u,41) car f est strictement décroissante
sur I et que u, et u,,; en sont éléments.
Donc w11 > tpio

Conclusion : | (un),cy €st décroissante

d) La suite u est donc décroissante et minorée par  donc elle est convergente vers une limite

l.
Comme pour tout n € N: 3 <wu, <1alors 3 << 1.
Donc f est continue en £ et f (£) = £.

Orpourz€l: f(z)—x=—1g(z)donc f(z)—z=0<=g(z)=0<=z=0q

Conclusion : | (uy), .y converge et sa limite est le réel a.
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Partie B
On considére 'application :
F:RIxR—=R, (z,y)— F(z,y)=xz¢e"+y Inz

1. a) Les fonctions coordonées (z,y) — z est C' sur R? donc (z,y) — Inz est C' en x > 0
donc sur R} x R

et F est C* sur R? comme somme de fonctions C!, et on a :

oF Yy
= _ oy d
o (BY) = et

F

g—y(x,y) = ze/+Inx

b) (z,y) est un point critique si et seulement si 8F ~(z,y) =0cet BF (x y) =0

eV +2=0
rzeY4+Ine =0 Ly—uxl,
e +24=0
ln:c—y—O

{
{50
{

22 +1In(z) =0
y—lnx

(S

qui a pour unique solution dans = = a et y = In ()

Conclusion : |le seul point critique de F' est (a,In («)).

2. I est de classe C? sur R% x R et

0*F (2,y) = Y
"= 0x? Y 2
O*F
pr— f— y —
S Dy0r (x,y) =€+
0’F
t = B (z,y) =z ¢

et

= —@—2<0caroz +Ina=0

Conclusion : |sur 'ouvert R% x R, I’ n’a pas d’extremum local donc a fortiori, global.

EML 2007 Eco Page 6/ 77



EXERCICE 3
1. On considére 'application f : R — R définie pour tout nombre réel x par :

fr)=e" siz>0
f(x)=0 siz<O0

f est la densité d’une loi exponentielle de parameétre 1.

Conclusion : ’ f est une densité de probabilité.‘
On considére une variable aléatoire X admettant f pour densité.

2. On définit la variable aléatoire discréte Y a valeurs dans N de la fagon suivante :
* Pévénement (Y = 0) est égal ’événement (X < 1)
* pour tout nombre entier strictement positif n, I’événement (Y = n) est égal a I’événement
(n< X <n+1).

a) PournzOonaP(Y:()):P(X<1):f_loof(t)dt:fole*tdt:[—e”}ézl—eil
et (1—1)60:1—61:13(}/:0).

e
Pour n entier strictement positif :

PY=n) = Ph<X<n+1)
n+1
= / eldtcarn<n-+1

[—G_t] n+1
_6—(n+q) 4

- ()

Conclusion : | pour tout entier naturel n: P (Y =n) = (1 — —) e "

b) Les valeurs de Y + 1 sont N*
Etpourn e N*: (Y+1=n)=(Y =n—-1) et

PY+1=n) = (1_1) o

Conclusion : |Y +1— G (1 — %)

1 1
Donc et £ (Y +1) = —— :eeletE(Y):E(Y+1)—1:

et V(Y)=V (Y +1) 0= %)2 C 17

c) Y + 1, loi géométrique est celle du premier succes. Donc Y est le nombre d’expériences
avant le premier succés dans une suite d’expériences indépendantes dont la probabilité
de succes est 1 — 1.
On continue tant que 'on a échec (probabilité £ = e~ )
program eml2007 ;
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var y :integer; u :real;
begin
randomize ;
u :=random; y :=0;
while u<exp(-1) do
begin y :=y+1; u :=random end;
writeln(’y vaut ’, y);
end.

3. Soit U une variable de Bernoulli telle que P (U =1) = P (U = 0) = 1.
On suppose que les variables aléatoires U et Y sont indépendantes.
Soit la variable aléatoire "= (2U — 1) Y, produit des variables aléatoires 2U — 1 et Y.
Ainsi, T est une variable aléatoire discréte & valeurs dans Z, ’ensemble des entiers relatifs.

a) Comme U a une espérance (%) alors 2U — 1 et Y sont indépendantes et ont une espérance

alors
T a une espérance et

E(T) = E(2U-1)-Y)

1
= EQU-1)E®Y)=Q2EU)-1)E(Y)
= 0

Conclusion : |E (T) =0

b) Comme 2U — 1 = +1 suivant que U = 0 ou 1 alors (2U — 1)* = 1 et
Conclusion :

. € .
Y a une variance et V (Y) = ———— alors Y2 a une espérance et

(e—1
E(Y? = VY)+E(®Y)

——(€ED2+<€i1)2

e+1
(e —1)

Et comme 72 = Y2, T? a une espérance et donc T’ a une variance et

V(T) = E(T*)-E(T)?=E(Y?) -0
e+1
(e=1)°

e+ 1
(e — 1)

c¢) Comme Y > 0 et que 2U — 1 vaut £1on a pour n entier strictement négatif :

Conclusion : |V (T') =

(T'=n) = (2U—-1=-1)N(Y = —n) indépendants
P(I'=n) = PU=0)P(Y =-n)
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Pour n entier strictement positif :

(T'=n) = (2QU—-1=1)Nn(Y =n) indépendants
P(T=n) = P(U=1)P(Y =n

etpourn=0ona (T'=0)=(Y=0)et P(T=0)= _%
%e*”( —é) sin € 77

Conclusion : |P (T'=n) = —1 sin =
ten(1-1) sinezr

4. Soit la variable aléatoire D = X — Y. On note Fp la fonction de répartition de D.

a)

b)

c)

PourneNjetpourY =n>1:Y<X<Y+1 doncD=X-Y >0

Donc D < 0 est 'événement (Y = 0) N (X < 0) = (X < 0) qui est de probabiltié nulle.
et a fortiori, pour tout t <0: P (D <t) =0

Conclusion : |Vt € |—00;0[, Fp(t) =0
et de méme

pourn €N etpourY =n>1:Y<X<Y~+1doncD=X-Y <1
etpourY =0onaX <ldoncD=X-Y <1

Donc (D < 1) est certain et pour tout t > 1: P (D <t) =1

Conclusion : |Vt € [1;+o0[, Fp(t) = 1.

Soit ¢ € [0;1[. L’événement (D < t) est a déterminer suivant la valeur de Y :

+oo
(D<t) = [JE=nnX-Y<tHu(X <)

n=1
+o0o

= Jy=nnXx-n<tHux <
n=1
“+o00

= [Jrh<X<n+1InX<n+t)u(X <t)
n=1
+oo

— U(n§X§n+t)U(X<O)
n=0

et comme (X < 0) est de probabilité nul
Conclusion : | (D < t) est presque égal a |72 (n < X <n+1)

Pour tout nombre réel t € [0; 1] et pour tout nombre entier naturel n, comme 0 < n < n+t

n

n+t
Pn<X<n+t) = / e Tdr — [_e_ﬂn-l-t

= —e"lpet=¢" (1 — e*t)
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d) Comme les événements de la réunion sont incompatibles,

P(D<t) = fp(ngxsnﬂ)

n=0

+oo
= Z e " (1 — e’t)
n=0
+o0o

= )Y

n=0

= (1 — e_t) 1 _161 car |e_1| <1

B 1—et
1 —ed

e) Fp est une fonction de répartition.

Conclusion : | Vt € [0;1], Fp (t)

On vérifie les critére pour étre celle d’'une variable a densité :
Fp est continue sur |—oo;0[, sur [0, 1] et sur [1; +o00[ (fonction usuelles)

1 — -0
En O  :pourt <0:Fp(t)=0—0et F(0) = ] 6_1 = 0 donc Fp est continue en 0~
—e
B 1—et 1—e !
En 17 :pour t € [0;1] : Fp(t) = T - = 1let Fp(l) = 1 donc Fp est
—e —e

continue en 1°.

Conclusion : | Fp est continue sur R et C* sur R\ {0,1} donc D est a densité

une densité de D est FJ, (t) la ou Fp est dérivable.

Conclusion : | Une densité de D est donnée par g (t) ={ 1—e 1 > t€0,1]
0 sinon
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