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Exercice
) °  mxs miTs T2y,
. o Towy w2 - ToT,
1. () A=X"X = (wl To :Cn):

2
In xnxl xnx2 .« . .« . xn

donc A = (z25)1<i<n-

1<55<n

La matrice réelle A étant symétrique, elle est diagonalisable.

x1
¢ T2 —~
a:XX:(arl To xn) . :E ;e
: i=1
Tn

(b) D’aprés le calcul précédent, en notant (e, . .., e,) la base canonique de M, 1(R) :

14 X1

) ol X9
Vie{l,...,n}, fle) = =z | . | =uX.

ITnl; Tn

On a donc :

Im(f) = Vect(f(e1),...

Le vecteur X étant non nul, (X) est une base de I'image de f.

. flen)) = Vect(z1 X, ..., 2,X) = Vect(X).

Y1
Déterminons le noyau de f. Soit ¥ = € My 1(R):
Yn
:zrl(xly1+-~-+:17nyn) = 0
AY =0 <= : = Y1+ -+ TpYn =0
wn(xlyl ++$nyn) =0

(la derniére équivalence se justifie par le fait que les z1, ..
nuls).
Le noyau de f est de dimension n — 1.

., Ty ne sont pas tous

T1® x1xp 1123 Tz, (21
2 2
Tol1 T2 - oy | | 22 xo(x1” + -+ xn”)
(¢) AX = ) =
2 2 2
TnT1l Tpla Tn T To(z1" 4+ 207)
donc AX = aX.

Ainsi, a (# 0 car les x; ne sont pas tous nul) est valeur propre de A et X (qui
est non nul) est un vecteur propre associé.

Par ailleurs, le noyau de A étant non nul, 0 est valeur propre de A et la dimension
du sous-espace propre associé E4(0) = Ker(A) est égale a n — 1.

Puisque Z dimE 4 (M) < n (c’est méme une égalité car A est diagonalisable),

AESP(A)
il n’y a donc pas d’autre valeur propre et la dimension de 1’espace propre associé

a « est égale a 1.

2. (a) La matrice V est de rang p car formée de p vecteurs-colonnes linéairement indé-
pendants.
D’aprés le théoréme du rang :

dimker(g) + rg(g) = dim My, 1 (R)

=p =p

Le noyau de g est donc réduit au vecteur nul.
(b) — Si VY =0, alors, en multipliant & gauche par 'V, on a : ‘VVY = 0.
— Réciproquement, posons X = VY € M, 1(R) et supposons que ‘VVY = 0.
En multipliant & gauche par ‘Y et en utilisant la propriété de la transposée
rappelée en introduction et le calcul de « fait en 1.(a), on obtient :

T

0="YVVY ="(VY)VY ='XX =) 2° ouX=
i=1

donc X = 0.

(¢) La question précédente prouve que Ker(V') = Ker(*V'V) et avec 2.(a), on en déduit
que le noyau de *V'V est nul, c’est-a-dire que la matrice carrée "VV € M, (R) est
inversible.



Probléme
1. (a) Pour tout (z,y) € D :

2xy
3:—|—y'

—1
1 1 1
flay) =527 +507") = =
2 2 1 4 1
20 2y

En tant que fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur D, f

est de classe C2. 2. (a)
2u(x 4+ y) — 2zy 292 2x(x +y) — 2xy 222
a B = = t a 5 = = .
R A A 27 B e
(b) Pour tout t >0 :
2 2(1 + 1) — 2t t\’ At (b)
/ _ _ — _ / —
wit) =g U0 1+1)72 2(1+t) U =535 >0
donc U est strictement croissante sur ]0, +00[. (c)
De plus :
4(1 - 2t)
" _
U =y

1
La dérivée seconde de U s’annule en changeant de signe en > donc le graphe de

1
U admet un point d’inflexion de 3 (et U n’est donc ni convexe ni concave).

-

A e
///// /
/// /
1 irad _—
0.5 Z 3. (a)
ol 0.5 15 25 315 "
(b)
2 2z
(c) Pour (z,y) € D, w(z) = —yx = —— donc yw(z) = f(z,y).
1+~ y+to 4
y (@)

De méme, w'(z)

z\? (x+y)?
2 (+3)
; _ 222 _ -
2 7] T = 02(f)(z,y)
y
Pour tous (z,y) € Det A >0:
FOw ) = ()’ + (1= 0w)’) " = (W) (2 + (1 - e)”) = M ().

o1 6—1 6 g\ !
=cx’" (c:z: —I—(l—c)y)

1
11

o (f)(z,y) = % (693:971) (03:9 +(1- c)ye)
et 0o(f) () = (1= )y’ (ea? + (1= )y’

— Soit y > 0.
Vu son expression, la fonction = — 01(f)(x,y) est positive.

Comme 6 < 1, les nombres 6 et — — 1 sont de méme signe. La fonction

0
T (cx‘g + (1 - c)y0> " est donc croissante comme composée de deux

fonctions de méme monotonie (si @ > 0, les fonctions x + 7 et ¢ £51 sont
croissantes sur |0, +o0[ ; sinon, elles sont décroissantes). La fonction z +— z% 71
est quant & elle décroissante (car § — 1 < 0). Par conséquent, comme produit
de deux fonctions positives, 'une croissante, 'autre décroissante, la fonction
x— 01(f)(z,y) est décroissante.

— Pour x > 0 fixé, le raisonnement est identique pour la fonction y +~—
O (f)(z,y) : elle est positive et décroissante.

O (f)(x,y)

&(f)(z,y) (1_6)3491M l-c

donc : G(z,y) = g().

6—1
C X
1—C<y> 1

-2~ 19
Ty ¢ (9_1)<f)
y 1l-c¢ y

Ce nombre ne dépend pas de z.

G(l‘,y) =

s(z) =—

Pour tout ¢ > 0 : w(t) = f(t,1) = (cte +(1- c))% d’ou :



Ces derniers crochets se simplifient en :

1 _ Aot .
_ (cace +(1- c)y‘g) "= flz,y) est négative pour 6 > 0;

yw(z)

@-1)(1-¢)

1
7
— s’annule en changeant de signe en ( > pour 6 < 0.

(b) Pour tout ¢ >0 : ct
w'(t) = % (BN (ct? + (1= ))* " = et (et + (1= )" " %mrpzolESZqieg,t[:] R
donc : — pour 6 < 0, le graphe de U admet un unique point d’inflexion.
Ul = (cte - c))% et (cte L (1-0)) 11 5. (a) La fonction ¥ étant de classe C?, v I'est aussi.
— (cte—l—l—c)%_lx(gtq—i—l—c—gfg) Pour tout ¢ > 0 :
= (1t 1) o(t) = fim SEEM Z0® o PEHRD =W gy )

h—0 h h—0 h
La fonction U est croissante comme composée de deux fonctions de méme

monotonie (méme explication qu'en 2.(c)). Puisque t — 91 (¥)(¢,1) est strictement positive et strictement décroissante :

— @ est strictement positive, donc v est strictement croissante ;

o + — v’ est décroissante, donc v est concave.
Limites de U en 0™ et en +oo0 :

— Pour >0 : (b) La fonction ¢ est dérivable et :
0 . . 14 _ 1
* t tﬁo donc U(t)tgi(l )l—-c) " =(1-c)° V>0, o/ (t) = /() — ' () — 0 (t) = —t 0" () > 0
P 1 ~—~—
* ' — 4oodonc U(t) — +oocar - —1>0 <0 car v
t—+o00 t—+o00 0 est concave
1
— Pour 0 < 0, comme i 1<0: Ainsi, ¢ est croissante et on en déduit que :
0
# 8 g oo done U(H) = 0 V>0, p(t) > limp =
1
1 — 0donc U(t) — (1—c¢)7
oo t=roo ce qui prouve :
Convexité de U : pour tout ¢ > 0, — que @ est positive (car > 0);
L, —avect=1que: pu<e(l)=v()—2(1)=V(1,1)-0(¥)(1,1)<1
U't)=1—-c)(1—0)ct’ ' (ct? +1-¢)° donc p < 1. — T
donc (¢) La propriété d’homogénéité de ¥ donne :

U(t) = (1= o)1= 0[O — 1" (et +1 - o) V(z,y) € D, yo(z) = y¥ (g 1) = <y§y> = U(z,y).

1 1_
+071 (5 — 2) Ot (et? +1-¢)7 " .
6. (a) Dérivons l'égalité ¥ (z,y) = yv (—> :
Y

L’expression entre crochets se factorise ainsi : R . :
p — par rapport a la premiére variable :

(V) (z,y) =y—0
>0 Yy

1072 (et? +1— )" [(0=1) (e +1—c) +4°(1 — 26)¢] ! (I> ='(2)



— par rapport a la seconde variable :

o) = (2) +u (=5 ) o (1) = et - ) =)

On reconnait —p(t) dans les parenthéses du numérateur ; de plus, en utilisant
v'(t) = h(t)e(t) (question 6.(a)), on obtient :

=h(t) d’aprés 7.(a)
——

On a donc bien, pour tout (z,y) € D : r—1h(t)p(t) — h(D)t" L o(t
m'(t) = r(v(t)) o 1( ) h 1(152—1 2 B _ 0
(V) (z,y) _ v'(2) (1 +R(1)tm=1)
=28 e
(W)(z,y)  ¢(2) (v(1))" 1
o , ) . ) , — Ainsi, m est constante sur R’ , égale a m(1) = = .
Comme h est positive (car v’ et ¢ le sont), le signe de o est opposé a celui de h'. 1+h(1) 1+h(1)
Pour tout ¢ > 0 : . () — o (00 (1) (c) D’aprés 5.(c) et 7.(b), pour tout (z,y) € D :
EO)E N 1
Or: x e y"+h()a"\ " , 1
U(z,y)=yv| =)=y Th(l) = Th(l) = (az" + (1 —a)y")"
0" (E)p(t) =" (8)' (t) = 0" (t) [v(t)—t0' ()] =" (¢) [—t" (¢)] = v (B)o(t) = " (t) x V(£,1) <0 y
——  ——
<0 car >0
v est concave h(l)
On en déduit que o est positive. avee a =37 h(1)

Pour tout ¢t > 0 :

1
)= (1 =)t "h(t) + TR () =t (—h(t) + th’(t)) =0
0o
=0
La fonction ¢ est donc constante sur R* , égale a £(1) = 1'""h(1) = h(1), d’'ot
I’égalité demandée : 8.
vt >0, h(t) = h(1)t" L.
On a:
1 T
L+h()t\ " 1+ h)t" (v(t)) 1
=L ) =
olt) (1+h(1)> = 0) =350 T+ A 1+ k(1)
t T
La question revient donc & montrer que la fonction m : ¢t — (v( )) est
1+h(1)
constante sur R* égale a _
+ R Ty
— Elle est dérivable sur R’ et pour tout ¢ > 0 :
, ro! (1) (0(8))" (1 + h()7) = (v(B)) h(1)rtr=?
m'(t) =
(14 h(1)tm)? 9.
10 (1) (1 + h(1)t7) —v(t)h(1)t" 1
S0 L L A
(1 + h(1)tm)

D=t (t' (t) — o(t))
(1 + h(1)tr)?

Cette constante a est bien dans l'intervalle ]0,1[ car h(1) > 0 (h est strictement
positive car v" et ¢ le sont d’aprés 5.(a) et (b)).

La question 3.(b) prouve que toute fonction de production CES est a élasticité de
substitution constante ; réciproquement, on a prouvé en 7.(c) que toute fonction
de production a élasticité de substitution constante a la forme d’une fonction de
production CES.

H(r) = %1n(atr +1—a)= %ln (1 +a (e”“(t) - 1))

En utilisant les équivalents classiques € —1 ~ w et In(1+v) ~ v, on obtient :
u—0 v—0

H(r) ~ 1arln(t) = aln(t)

r—07r

D’ou la limite de S; en O :

Sy(r) = exp(Hy(r)) — e* M) = 2,
t—0

(b) On en déduit que, pour tout (z,y) € D, F(z,y) =y (f) = %'
Y

(a) Une « transformée affine » d’une variable aléatoire suivant une loi normale suit
une loi normale (). Il suffit alors de calculer E(T;) et V(T;) pour déterminer la
loide T; :

E(T;) = E(au; + b+ R;) = au; + b+ E(R;) = au; + b;

——
=0



(b)

V(T;) = V(au; + b+ R;) = V(R;) = o*.

D'ou :
T; — N(au; + b, %)

On peut aussi redémontrer (%) dans le cas de T; et obtenir ainsi directement les
parameétres.
Notons Fr, la fonction de répartition de T;. Pour tout x € R :

r—au;—b t2
dt
ot ()

Avec le changement de variable affine uw =1+ au; +b (du = dt), on obtient :

— au; — b)?
eXp< %)du

Fr,(z) = P(R; <x —au; — b)

FTi X
@) 0\/
On reconnait la fonction de répartition de la loi normale N (au; + b, 02).

Les variables Ry, Ro, ..., R, étant indépendantes et chaque variable T; s’expri-
mant en fonction de R; uniquement, le lemme des coalitions nous donne ’indé-
pendance des variables T4, 75, ..., T,.

Soit (a,b) € F. Pour tout i € {1,...,n} :

In(p;(t;)) = — In(ov/271) — %(ti — (au; +b))°
D’ou
al(M)(a,b):Z_%Q( u)(t aul—b):%Zui(tl —b)
et de méme :  02(M)(a,b) = % Z(tl —au; —b)

Le gradient de M en (a,b) est donc :

V(M)(a,b) = % iz:(ti —au; —b) (?)

Les points critiques de M sont ceux qui annulent le gradient :

iuiti—aiuf—biui =0
=1
Zt —aZuz—nb

i=1

Il
o

Il s’agit d’un systéme de deux équations linéaires. Montrer ’existence et I'unicité
de la solution (sans la calculer... puisque c’est l'objet de la question suivante)

revient & montrer que :
n n 2
2
n E w;” F# § U
i=1 i=1

Solution hors-programme :
dans R"™

L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée aux vecteurs | : | et

muni du produit scalaire usuel donne :

n 2 n
(Z Ui) <n) u’
=1 i=1

Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires puisque, comme s,° # 0, les uy, ..., un
ne sont pas tous égaux ; l'inégalité est donc stricte.

(¢) Résolvons le systéme :

n n
Zuiti —aZuiz —bhu = 0
i=1 =

(%) <= —
nt—ana—nb = 0
it — 2 —bnu =
PN ; U a ZZ U n 0
t—au—b = 0
Par ailleurs :
n Cov(u,t) = Z(ul —u)(t; — 1) = Zuiti — nut

et :
nsszul—u Zul — 2na? + nu? _ZUZ

On obtient alors en remplagant dans le systéme :

n Cov(u,t) —|—nut—a(nsu —|—nu2)—bnﬂ =0
t—au—b = 0
Cov(u,t) —as,> +a(t—au—b) = 0
t—au—b = 0
Cov(u —asy? = 0
t—aﬁ = b
Cov(u,t)
= 3
= _ ov(u,t)
= t —
Su2



- C t)y - C t
L’unique point critique de M est donc (a,b) = ( OV(Z’ ) t— OV(Z’ )ﬁ>
Su Su

11. (a) Calculons les dérivées partielles d’ordre 2 de M :

o} (M = 0221” = 2—|—ﬁ2)

qui est constante.

(b) Déterminons le signe des valeurs propres de A :

A — A\l est inversible <= (Su2 +a* — )\) (1-XN)—-a*>=0

= N (®+s +1)A+s,°=0
Les racines A1, Ao de ce polyndéme de degré 2 en A\ vérifient :
M2 = 5,2 >0 et MAd=t>+s2+1>0

donc sont strictement positives (Inutile de calculer les valeurs propres!).

- n n
Les valeurs propres de V(M )(a, b) sont ——5A1 et —— Az : elles sont strictement
o o

négatives ; par conséquent, M admet en (&, b) un maximum local.

12. Pour tout (h, k) € (R*)? tel que a + h €]0,1] :

X 5 L2 1 — . 9
M(a+ h,b+ k) — M(a,b) —’jmeV/—?—Z; hyu; — b — k)
M—Fii(t-—du-—l}f

20_2 gt (3 (2
{(ti — dul — 8)2 —

I
S
(V]

(ti = @+ hyu; —b— k)]

i=1

I
S
(V]

[(ti —au; — 5)2 — ((ti — au; —

b) — (hui + k))z}
1

-
Il

|
3

~
-

— > (hui + k) ( (ti — aus — b) — (hu; + k))

=1

Développons cette somme :

1 A~ 7 ~ ~
= 5oz (M D witi — 202D — Wb Y i + 2k 3 by~ 2k D s — 2k
~h?> " u? =20k i — nk2>
= % (2hn(COV(u, t) +at) — 2han(s,* + a*) — 2hbna + 2knt — 2kana — 2nkd
20

—hQn(su2 + 112) — 2hknu — nkz)

En utilisant @ = %Z’t) et b=1—au :
Su
t _ _
CoMUT) (0,2 4 w2) — 20(F — aayn + 2knd

Su

1
= 53 <2/m (Cov(u,t) + ut) — 2h
—2kani — 2nk(t — au) — B®n(s,* + @°) — 2hkni — nk?)

Avec les simplifications colorées ci-dessus et ci-dessous :

O Y

—h%ns,? —h2*na? — 2hkna — nk?

=—n(hatk)?

+(hu+k)?) <0

n
= gz (s

Autre solution (beaucoup plus rapide mais hors-programme).



) N L n s 2+ a’ @ h
MGt eR) - M@h) = 0. (5 1) (})
- _% ((su2 + u?)h? + 2uhk + k?)
g
- _%(h23u2+(ha+k)2).

Par conséquent :

V(h, k) € (R*) tel que a + h €]0,1], M(a,b) > M(a+ h,b+ k).

c’est-a-dire : .
Y(a,b) € F, M(a,b) > M(a,b)

ce qui prouve que le maximum de M en (&, l;) est global.

13. Le point (0.44, 2.25) est mal placé sur la figure de I’énoncé original.

(a) On lit sur la ligne (4) du programme une équation de la droite de régression de ¢
en u :

Cov(u,t) _
t= =y f—

CO\/
(u5 t)
Su

542

et on en déduit par symétrie que la droite de régression de u en t a pour équation :

Cov(u,t), = _
U= ——-—"t+1u

Cov(u,t) -
- A LA

2

St St

La maniére la plus naturelle de la dessiner serait donc :

plot2d(corr(u,t,1)/variance (t)*t+mean(u)-corr(u,t,1)/
variance(t)*mean(t),t)

mais [’énoncé nous impose de fournir u comme premier argument & la commande
plot2d (quelle complication inutile!) ; il faut donc transformer I’équation :

u=at+p +— t:é(u—ﬂ)

ce qui donne :
2
St _

d’ott la ligne (5) complétée :
| plot2d(u,variance(t)/corr(u,t,1)*(u-mean(u))+mean(t))

Le point d’intersection des deux droites de régression est le point moyen du nuage,
c’est-a-dire la point de coordonnées (u,t).

Graphiquement, on lit : @ =~ 2.2 et £ &~ 2.8 (Scilab donne respectivement 2.2325
et 2.885625).

Le coeflicient de corrélation linéaire de ce nuage de points est proche de 1 car les
points sont « presque alignés », sur une droite de coefficient directeur positif.

On reconnait dans les lignes (6) et (7) les coefficients de ’équation affine de la
droite de régression de t et u :

Cov(u,t) — Cov(u,t) _
t=—u+t— ——=1u
842 Su2
— —
ao bo

La ligne (8) calcule les ordonnées des points ayant méme abscisse que ceux du
nuage du premier graphique et situés sur cette droite. La ligne (9) calcule la
différence entre ’ordonnée du point obtenu et 'ordonnée du point original.

O ‘

1e(2)<0 %e(3)>0

BO(2) @ ormrmmmme e
BOCL) @ ‘

le(1) >0
¢

\

Enfin les lignes (10) et (11) dessinent 16 points dont les ordonnées sont ces diffé-
rences.
Les points obtenus sur ce graphique semblent d’ordonnées nulles en moyenne, ce



que l'on peut vérifier par le calcul : (b) Pour tout € >0 :

P(A,—e<a<A,+¢e) = P(—e<A,—a<e)
é:to—tzt_o—fzao u-‘rbo—{:ao u+byg—t=0
| Sy ——
équation de la droite de régression de t en u - Pl = € An —a €
= c " o =70
Vnsy, N /NSy
(a) Par linéarité de l'espérance : - p <_5 NSy < Vnsy (A, —a) < € ”5u>
o o o
—N(0,1)
1 < ~
B(A) = —5 3 (u—a)E(T) I N N v
nsy? o o
1 & - B /NSy o
= e Z (u; — @) (aw; + b) = 20 (T) -1 (par propriété de )
i=1
1 — On a alors :
= Z aui2 — au;u + bu; — bﬂ) . :
nsy® i=1 2% EVMSy 1—1 o EV NSy 1 le} EVMSy d
— — — = = —_ = = = Qg
o o 2 o
- o3 aZuZ — anii® + nbii — nbti :V<I>(da)
& étant bijective
- <Z ui® — ni ) = @ En conclusion : p p
e Nea
=ns,? (voir 10.(c)) |:An B \/ﬁSu ’ An + \/ﬁsu]
est un intervalle de confiance du paramétre a au niveau 1 — a.
Les variables 17, ..., T, étant indépendantes :

V(A,) = (n;u2)2 3 (u; — ) V(T;) = (n;u2)2022n:(“i —u)’ = nZiQ

=1

Comme combinaison linéaire de variables aléatoires indépendantes suivant cha-
cune une loi normale, A,, suit une loi normale dont les parameétres ont été calculés

ci-dessus :
2
An — N ((l, 0—2) .

NSy

Remarque : A, est un estimateur sans biais et convergent de a.



